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AsameanstodetermineboundaIyconditionsofmachinesandstructuresaccurately,expenmental

identincationtechniquesattractinterestsofengineersandmanytechniqueshavebeenproposed、In

practice,therearecasesinwhichmeasuremenloftheresponseat,orapplicationoftheexcitation

on,theboundariesisdifYicult、Inaddition,thereaIccasesinwhichthedynamicalpropertiesofthe

boundariespossessesnonlinearity・Sotheauthorsproposedidentificationtechniqueswhichdonot

rEquireneithermeasurementoftheresponsenorapplicationoftheexcitationattheboundariesand

whichareapplicabletononlinearboundaIyconditions，Thisstudyaimstoextendthetechniques

totheonewhichdoesnotrequiremeasurementoftheexcitation、Inthisreport,asabasicstudy,a

techniquefbrbeamsisproposed､Applicabilityoftheproposedtech､iqueisconfirmedbynumerical

simulation・

KeyWb7YiS：Identification,NonlinearVibration,Modeling,BoundaryCondition,LeastSquare

Method,PrincipleofHarmonicBalance

１．はじめに

機械や構造物の支持部や結合部の動特性を，理論的な検討

のみで正確に把握することは一般に難しい.このため，対象

とする系の境界部の動特性を，実験データを用いて同定する

手法が注目され，多くの研究が行われている(1)一(6)；

実験データを用いて境界条件を同定するにあたり，境界部

を加振したり，境界部の応答を測定することは困難であるこ

とが多い．また一般に，境界部の特性は非線形性をもつこと

が多い．そこで著者らはこれまでに，対象とする系の，境界

部を除く本体の応答と加振力を計測し，これらの実験データ

から境界条件を非線形性まで含めて同定する方法を提案した
(7)一(9)

本研究では，これまでに提案した方法を発展させ，カロ振力

の計測を必要としない同定法の開発を試みる．ここでは基礎

的な検討を目的とし，はりを対象に同定法を提案する．提案

した同定法の有効性を数値シミュレーションにより確認する．

－３１－

2．同定法の提案

2.1．問題設定

両端で支持されたはりを考える．両端で支持されたはりを考える．はり本体の特性は既知

であるが，組み立て状態でのはりの境界条件が未知であるた

め，これを実験的に同定したいとする．はりの軸に沿ってｘ

軸を定め，外力を/，たわみを皿とする．境界部を除くはり

の本体に外力／を加えたときの，境界部を除くたわみ山の実

験データが利用できるものとする．傾きを計測することは困

難であることが多いので，ここでは傾きの計測を必要としな

いとする．また加振位置は既知とする．

同定のため，図１に示すように，はりの境界部をたわみと

傾きに対するばね，ダンパでモデル化する．両端の境界部

の復元力および復元モーメントの特性を表す関数をＥｉ,ﾉVｹｉ

(j＝1,2)，減衰力および減衰モーメントを表す関数をEjj,Ｍｄｊ

(j＝1,2）とする．これらは境界におけるたわみ，傾きなど

の未知関数である．問題によっては境界部に，等価質量似ｉ

(j＝1,2)と等価･慣性モーメントを４(i＝1,2)を付加して考え
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る．このようにすれば，境界条件を同定するという問題は，

未知関数Ｆ,i,Ｍ『j，Eji,Mlfiと未知パラメータ隣,ルを定める問

題に帰着される．

2.2.有限要素法による運動方程式の導出

同定法の提案の準備として，はりの運動方程式を考える．

はりをⅣ個の要素に分割し，節点を分割点に取り，各分割点

に０からﾉＶまで番号をつける．節点ｊにおけるたわみと傾き

をそれぞれ〃i,8jとおき，これらを成分とするベクトル

{叫＝{ｕｊ０ａＯｕﾉ，８，…ｕﾉﾉｖ９ﾊﾉ}丁 (1)

を導入する．このときはりの運動方程式は，有限要素法の手

順に従えば

［Ｍ]{⑳}＋[C]{血}＋[K]{uﾉ}＝{r}＋{/｝（２）

となる．ここで「・」は時間に関する微分を表す．また[Ｍ１，

{C],[K]はそれぞれ質量マトリックス，減衰マトリックス，剛

性マトリックスである．さらに{r}は境界部から受ける力と

モーメントからなるベクトル

{r}＝

-似'ｕｉＯ－Ｆｒ１－脇’

一ﾉ,8ｂ－Ｍｒｌ－雌，

０

０

－〆2,1Ｖ一Ｆ,２－Ｅｆ２

－ら8AノーＭ,２－Ｍｔ勉

(3)

であり，｛/}は，はりに作用する外力/から定められる節点

力んiと節点モーメント.ﾙj(i＝0,,,…，ﾉv)からなるベクトル

｛ハー{“ん０ん’ん’…んｊｖ九Jv}丁（４）

である．

2.3．同定法の提案

はり本体の特性は既知であるとしているので，マトリック

ス[〃],[C],Ⅸ]は既知である．また境界部には外力を加えな

いとしているので，血＝ん＝んjv＝ﾙﾉv＝０である．さらに，

実験によってはり本体のたわみのデータが測定可能としてい

るので，〃i(！)(i＝1,2,…，ﾉＶ－ｌ）は既知である．

以上の前提を考慮して運動方程式(2)を書き直すことを考

える．このため，式(1)の右辺を並び換え，

Ｉ"}={{"′'γ{""}γ{"'『}『（５）
－ ３ ２ －

と表す．ここで{山B},{uﾉu,},{u』,}はそれぞれ境界部のたわみと

傾きを成分とするベクトル，本体のたわみを成分とするベ

クトル，本体の傾きを成分とするベクトルで，次式で与えら

れる．

｛出β}＝{uﾉＯａＯｕﾉﾉｖｅﾉv}Ｔ

｛山u,}＝{uﾉ，ｍ２…ｕﾉﾉv_,}Ｔ （６）

｛uﾉ0}＝{８，８２．．．８ﾊﾉー,}７

次に式(2)を，式(5)のベクトルに対応させて並び換え，得

られる方程式を改めて式(2)とする．ここでマトリックス[Ｍ]，

[C],[Ｋ]は，いまの並び換えに対応させて

となる．また，

となる．ここで

"慨|制
御慨割
,馴憎洲
同様の並べ換えによって，ベク

{'}={I恥'γ{o'γ{0}r｝

{〃={Ⅳ〃〃}『

(7)

トル{r},{ハは

（８）

（９）

”|撰卦”
｛ん}＝{んＩん２．．．．/i,,v-,}Ｔ

｛.ﾙ}＝{ん，血…伽_,}丁．

[MBBl{必}＋[MBu,]{ｌｊＭ＋WBw]{uﾉ9｝

＋[CBB]{ujB}＋[CB"]{uju,}＋[C“]{此｝

＋[ＫＥＢ]{uﾉβ}＋[K＆‘]{uﾉw}＋[鴎8]{I"8}＝{耐｝

Ｗ圏,B]{此}＋[Ｍ…]{Lii4,}＋Ｗｈ』"]{uﾉ8｝

＋[ＧＵＢ]{ujB}＋[ＱＪ{uji‘,}＋[Cuが]{め8｝

＋[K&,β]{山B}＋[Kl‘肌ｊ{山w}＋[Ｋ１４Ｂ]{uﾉ9}＝{ん｝

Ｗ”]{IJb}＋[Mbm‘,]{IjM＋[/M"]{皿8｝

＋【C8Bl{uj8}＋[Cbh‘,]{u)"}＋[C"]{u)り｝

＋[KbB]{〃β}＋{Kb山]{〃w}＋[Kb8]{uﾉ9}＝{ん｝

(11）

(12）

(13）
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となる．

同定のため，外力/として基本角振動数“の周期外力を

作用させ，この外力に対する定常状態のたわみを測定する．

場合によっては，系の非線形性により概周期振動やカオス振

動等の非周期振動が発生し得るが，このような場合には加振

振動数や加振力の大きさを変えるなどして周期的な応答とな

るようにする．加えた外力および測定したたわみは

剛俳|俳

卿冊茎I剛……

側…｜

側…’

(14）

(15）

[A']{x'}＝{b'｝ (20）

のフーリエ級数の形に表せる．ここで〃Ｆはフーリエ級数展

開の打ち切り次数で，問題に応じて適当に定める．式（14)，

(15)のフーリエ係数のうち{ｗＭ,{ｗ３"}は実験データから定

められる既知の量であり，｛ｗD胸},{ｗｈ,},{wb,,},{ｗ脇,},{R鯛,}，

{廊卿},{Fb,,},{剛,,}は未知の量である．境界部の未知関数を求

めるにあたって{Ｗb，,},{Ｗ§"},{Wb腕},{W;h}のデータが必要とな

るので，まずこれらを求めることを考える．

式(14),(15)を式(12),(13)に代入し，ハーモニックバラン

スの原理を用いて各式の両辺の定数項，ＣＯＳ""r,sin"皿(,,＝

1,2,...,"F)の係数を等しいとおき，整理すると，方程式

を得る．ここで[A'],{b'}は{Wi‘,},{W､},{Ｗb},{W:},{Wb},{W;｝

およびはり本体のパラメータ，外力の振動数αから決まる既

知のマトリックスおよびベクトルであり,Ｍは境界部の未知

パラメータからなるベクトルである．式(20)において，１回

の実験で得られる方程式の数が十分でない場合には，加振力

の大きさや加振振動数，加振位置を変えて上記の過程をくり

返すことにより，方程式の数を未知パラメータの数より多く

する．こうして得られた式に最小二乗法を適用すれば未知パ

ラメータを定めることができる．

3．数値シミュレーション

前章で提案した同定法の有効性を数値シミュレーションに

よって確かめる．

3.1．実験データの作成

図２のようなはりを考える．数値的に応答データを求める

ため，はりの寸法，材料特性を，表ｌに示すように設定する．

また，はりの境界部における復元力および復元モーメントを

表す関数は

Ｆ,i＝Au,i山＋βI‘,ju）３，“＝AUi9＋β例８３
（21）

局j＝ｃ"山，雌j＝c8j8

で与えられるとし，これらと共に等価質量似j,等価慣性モー

メントハを左右の境界部に付加する．式(21）の中の各パラ

メータの値および似j,ﾉiの値は，表２のOriginal欄に示す値と

する．

たわみの測定位置は，図２に示すようにはりを６等分する

5箇所の位置ｘｉ,…，x5とする．外力は，ノー2.0×l0-1cos“ｒ

1A]{x}＝{b｝ (16）

を得る．ここで[A]，{b}は，式(12),（13)から定められる既

知のマトリックスとベクトルであり，また{x}は{Ｗ助},{Ｗ§"}，

{wb,,},{w;h},{R似,,},{脇},{Fb腕},{F;"}からなる未知ベクトルで

ある．連立方程式(16)を解くことができれば，｛Ｗ鋤},{Ｗ&"}，

{ｗＭ,{w;卜,}が求められる．

ここで式(１６)が可解となるための，測定点の数と加振点

の数に関する条件について考える．測定点の数を〃"1とする

と，式(16)の決め方から，方程式の数は211,,,(l＋2"F)である．

一方，加振点の数を〃ｅとすると，式(13),(14)の未知錘の数

は(４＋"、＋２"ご)(ｌ＋２"F)である．このため

の速度９の関数である．そこで未知関数はこれらの多項式で

近似できるものとし，

Ｆ,i＝ku,iuﾉ＋αu,juﾉz＋β"uﾉ3＋…

頂｡,＝ｃ妙jLiﾉ＋‘&,j山2＋り"jの3＋…
（19）

Mrj＝k9j8＋ａ９ｊｌ９２＋β9jl93＋…

雌j＝c‘i9＋幻”,｡iが＋り研が十…

の形で表すことができるとする．ここでk",α皿,…(j＝1,2）

は未知パラメータである．これらの未知パラメータと等価質

量似i,慣性モーメントハを求めるため，式(14),(15),(19)を式

(11）に代入し，ハーモニックバランスの原理を用いて各式の

両辺の定数項，ＣＯＳ"皿,sin"⑳！(〃＝1,2,…，"F)の係数を等し

いとおき，整理すると，未知パラメータに関する連立方程式

(17）

であれば，最小二乗法によって式(16)を解くことができる．

なお，外力に関する条件が既知である場合には，未知量の数

を減らすことができる．例えば，加振は力のみでモーメント

は作用させない場合には，未知量の数は(4＋"",＋"ご)(1＋2"F）

となり，式(15)が可解となるための条件は
ノ

(18）
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となる．．

次に境界部の未知関数を定めることを考える．多くの場

合，境界部の未知関数Ｆ,jと“jはそれぞれたわみ山と傾き

9の関数であり，局iとﾉMaiはそれぞれたわみの速度山と傾き

Fig.２Fbrmofthebeam
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9.5[Ｈz］

[Ⅳ]で表される集中調和外力とし，この外力をはり中央に作

用させるとする．なお，外部からのモーメントは作用しない

とする．

上記のはりの運動方程式を数値的に解くことにより定常

状態のたわみの時刻歴を求める．このときたわみは，サンプ

リング周波数を2048[Hz]として４秒間計測されるものとす

る．このようにして得られたたわみを実験データと見なす．

3.2.同定法の適用

同定に用いる加振振動数を定めるため，はりの振動数応答

を求めた．図３に，測定点x3におけるたわみの，基本振動数

成分に関する共振曲線を実線で示す．この図より，共振曲線

はわずかではあるが右に傾いており，境界部の復元力特性に

非線形性があることがわかる．この非線形性まで含めて同定

することを考え，非線形性の影響が最も大きく現れていると

考えられる共振点付近の9.5[Hz]と10.0[Hzlのデータ（図３内

の黒丸で示す)を同定に用いることとする．これらの時刻歴

データの例として，加振振動数が9.5[Hz]の場合の測定点ｘ,，

x3におけるたわみを図４に示す．これらのデータを用いて同

定を行う．

まず，たわみを式(１５)のフーリエ級数の形で表すため，た

わみデータのフーリエ係数を求めた．例として，図４のデー

タに対する結果をフーリエスペクトルの形で図５に示す．図

5よりたわみ応答は，基本振動数成分に加え，３次,５次の高

調波成分を含んでいることが分かる．そこで式(15)におけ
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るフーリエ級数展開の打ち切り次数"Ｆを５とした．

次に，境界部の未知関数Ｆ,i,〃,i,局j,Mdiの形について考

える．図３に示す共振曲線が右に傾いていること，また図５に

示すフーリエスペクトルの５次高調波成分は小さいことか

ら，境界部の復元力特性は３次の多項式で表されるとし，境

界部の未知関数を

Ｆ,f＝k"j砂十aujiuﾉ2＋βh"juﾉ３

Ｍrj＝k8j8＋a0j82＋β〃j８３
（22）

局j＝Ｃｕ,j山

Mai＝cpj8

の形においた．ここで減衰特性は線形であるとしている．ま

た同定に際し，等価質量，等価‘慣性モーメントを含めて考え

た．上記の条件の下で，提案した方法に従って未知パラメー

タを求めた．得られた同定結果を表２のIdentifiedl欄に示す．

これより，同定結果は元のパラメータの値とよく一致してお

り，提案した方法で境界条件が精度良<求められたことがわ

かる．また，同定の過程において式(16)を解いて得られる外

力の大きさは，加振振動数が9.5[Hz]のとき1.998×10-1[N]，

10.0[Hz]のとき2.000×10-1[N]であった．これらは設定した

加振力の振幅２．０×10-1[N］とよく一致している．

次に，実際の実験データには計測誤差が入ることを想定

し，応答の時刻歴に正規乱数を加えた．正規乱数の標準偏差

は，各測定点における振幅の平均値の３パーセントとした．
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Lengthj[ｍ］ 8.00×1０
－１

Lengthﾉ,［ｍ］ 1.33×１０
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－１
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