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１．はじめに

要素分割を必要としない数値解析手法としてメッシュレス

法あるいはエレメントフリー法と呼ばれる手法が工学のさま

ざまな分野で研究されている(')．メッシュレス法の中で最も

著名な手法の一つにBelytschkoら(2)によって提案されたエ

レメントフリーガラーキン法(EFGM)がある．ＥFGMは弱

形式で表示された連続体の支配方程式を節点群のみで離散化

し，物理量の関数近似に移動最小二乗法(MLSＭ)を用いる

ことによりメッシュレス化を可能としている手法であり，有

限要素法で用いられる内挿近似が節点を介してその微分値

が不連続であるのに対して，ＥＦＧＭによる近似はどの区間

も連続で得ることができるという特徴を有している．反面，

EＦＧＭではＭＬＳＭに基づいているが故に基本境界条件を満

足させることが困難であるといった欠点がある．基本境界条

件の解決方法を含めこれまでに数多くのエレメントフリー法

に関する研究が報告されている(3)一(9)

著者らもエレメントフリー法の１手法として実平面にお

ける形状を写像変換するとともに写像平面上において剛性マ

トリックスの作成を行う方法を提案した('0)．そこでは，写

像変換をすることによって曲線境界を有する形状の問題に対

しても写像平面上では解析対象の領域をバックグラウンドセ

ルと一致させることができ，計算が容易になること，また，

写像平面上において重み関数を必要としない近似関数（内挿

関数）を用いているため関数値がそのまま節点の未知量とな

－２５－

り，基本境界条件を通常のＦＥＭと同様に直接評価できるこ

とを示した．

ＥＦＧＭでは領域積分を実施するためにバックグラウンド

セルが用いられる。そのためにデータ構造が複雑となり計算

時間を多く必要とするという問題点を有している．

本論文では剛性マトリックス作成のための領域稲分に対し

て節点データのみで評価する節点積分法(NBNＭ)(11)(12)を
写像平面上で適用し，計算の効率化を図ることを検討する．

数値計算例として厳密解が既知な２次元弾性問題につい

て，本手法による解析結果と厳密解，ＦＥＭによる結果との

比較を行い，本手法の適用性について検討を行う．

2．写像変換と内挿関数

パラメータｔによって決まる関数をｕ(t)，内挿関数を妙j(t）

とすると，ｊ＝０～”の”＋１個のｕｊを通る近似関数秘h(t）

は

uh(t)＝
ＴＵ

Ｅ
ｊ＝０

妙j(t)uｊ (1)

と表すことができる．

２次元では，写像可能な領域形状の場合Fig.１に示すよう

に領域の境界に沿ってパラメータｔ１，ｔ２を導入し，写像変換

することによって直交格子が得られる．空間内に与えられた

(”,＋l)×(722＋1)個の点をとおる平面(ｍ,ｇ)はt,，ｔ２の関数
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として次式によって表すことができる．
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3．写像平面上におけるエレメントフリー法

ＥＦＧＭによる定式化はＦＥＭの定式化とほぼ同じであり，

実平面上のデカルト座標系において弱形式化された弾性問題

の剛性マトリックスは，形式的にはＥＦＧＭでもＦＥＭと同様

に以下のような形で求めることができる．

０
Ｘ

(a)PhysicalplanelysicalPlane （b)Mappedplane

Fig､lPhysicalplaneandmappedplane

(3)

ＢＴＤＢｄｍｄＺノ (5)

写像平面上では解析対象の全領域とバックグラウンドセル

を足し合わせたものを一致させることができるため，剛性マ

トリックス作成のためのセルの領域積分についても，写像平

面上でセルごとに秋分し，その全体和を求めるだけでよいこ

とになる．

Fig.２に示すように写像平面における影響領域として，評

価点(t,,t2)を中心とする１辺の長さ２β*の正方形領域を考

え，変位u,Ｕの関数近似に対しても内挿関数1Ｍt)を適用す

ると，写像平面上の影響領域内に含まれる(ｍ'＋1)×(ｍ２＋1）

個の節点に対して，変位ｕ，Ｕが

ここに，Ｑは実平面における領域を示し，Ｋは剛性マトリク

ス，Ｂはひずみ変位マトリクス，Ｄは応力ひずみマトリク

スである．

式(5)を写像平面(t,,t2)座標に変換することによって，Ｋ

は以下のように写像平面上におけるバックグラウンドセルご

との積分の和として表すことができる．
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秘(t,,t2） ここに，Ｑ*は写像平面における領域を示し，lJDlはヤコビ

アンである．式(6)の第２式に示すように，領域積分がセル

ごとの積分の和と一致することが写像変換を用いる手法の特

徴の１つである．

式(6)に対してGaussの数値積分を適用すると

州＝ⅡzMt）

‘州-{患

Ｕ(t',t2）

と表現される．

関数値ｕ(tlj,t2j)，Ｕ(tlj,t2j)が節点の変位値叫吋，りむその

ものを表すことになるので，基本境界条件の処理を通常の

FEMと同様の方法で行うことができる．本研究では内挿関

数妙j(t）として次式で与えられるLagrange多項式を用いた．

K＝ＥＥＥＷｂ‘ル2[B鵜諏DB霞lJoll,|J|，（７）
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のように表現できる．ここに，添え字の９はGaussの積分点

についての寄与であることを意味しており，ＷbはGauss領

分点の重み，｜Jl9はヤコビアンである．また，Ｂが

(4)
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であることから，式(8)を変数変換することによって，Ｂ毒は

次のように求めることができる．
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であり，本研究で用いたLagrange多項式の場合，内挿関数

の１階微分は次のようになる． ここに，ＪＶＰは解析領域内に分布する総節点数であり，ｋＩは

節点剛性を表す．式(13)を節点での１点積分で評価する場

合，ｋ『は次式のように表される．

4．節点積分法による計算の効率化

一般に，剛性評価のための領域穣分には式(7)に示すよう

に数値積分が用いられる．ここでは計算効率の向上を図るた

めに節点秋分法(NBNＭ)('')('2)を適用する．ＮＢＮＭは，節

点データのみを用いて領域祇分を評価するもので，節点と数

値積分点を一致させることにより計算時間を短縮することが

できる．

通常の節点秋分法ではバケット法を用いて数値積分の重み

を節点に分配する作業が必要となるが，本手法では解析領域

を節点間隔が１の矩形格子状の領域に写‘像変換しているた

め，Fig.３に示すように各節点に配分する重みが領域内部点

では１，境界上では０．５，隅各点では０．２５となり，節点位置

に応じて自動的に設定することが可能となる．

剛性マトリックスＫを節点Ｉの積分で評価する場合は，

Ｋは節点の周囲に設定した領域跡を用いて次のように表現
できる．

”f(t）
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＋‘Ｗ響)|(‘…,(…

(12）

ここにＷＩはＩについての領域菰分のための重みである．

式(14)による剛性評価は単純であるが，積分精度の低下

に起因して精度良い解が得られない場合がある．その対策と

して，ＮＢＮＭではTaylor級数展開を用いた剛性評価法が用

いられる（'2)．

本手法の場合，Ｂ｝は座標(t11,t2J)の関数であるので，Ｂｒ

を節点Ｉを基準とした座標でm2wlor級数展開をする．２階

以上の高次項を無視するとＢｆは

と表現できる．式(15)を式(13)の第２式に代入して剛性評

価の安定化を図る．

5．数値解析例

5.1．先端に荷重をうける片持ちばり

解析例として，Fig.４に示すような先端に集中荷重を受け

る片持ちばりを対象とし，平面応力問題として解析を行う．

－２７－
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Fig.５Meshlessmodel(physicalplane）

材料定数はヤング率Ｅ＝205.8ＧＰａ，ポアソン比し＝０．３と

仮定し，通常の４節点平面応力要素を用いたＦＥＭ，写像平

面上でのＥFGMおよびNBNＭを用いて解析を行った．節

点数は３通りの解析法とも１１×５＝５５であり，ＥＦＧＭお

よびＮＢＮＭの計算では影響領域の大きさをβ＊＝３とし

た．ＥＦＧＭ，ＦＥＭにおける領域積分ためのセル，要素の数

は１０×４＝４０とし，数値積分は３×３のGauss稲分を用い

た．各手法の解析モデルをFig.５，Fig.６に示す．

■

Fig.９Relativeerrorsofstressグ錘byNBNMwithstabiliza‐

tion
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5.2．一様な圧力を受ける厚肉円筒

次に正解値が既知な曲線境界を有する解析モデルとして，

Fig.１０に示すような一様な圧力を受ける厚肉円筒問題を解析

する．対称性より１/4部分について考え，モデルの材料定数

はヤング率Ｅ＝205.8ＧＰａ，ポアソン比zノー０．３と仮定した．

実平面における解析モデルの節点の配置をFig.１１に，比較の

ためのＦＥＭ解析の分割図をFig.１２に示す．領域積分のため

Fig.７は軸線に沿うたわみについて厳密解(１３)に対する相
対誤差の分布を示したものである．安定化を考慮しない場合

のNBNＭ解析では，ＦＥＭ解，ＥFGM解と比較して誤差が

増大しているが，安定化を考慮することにより精度が大きく

改善されていることがわかる．

Fig.８は，はりの下縁における応力ぴ”の誤差分布を示し

たもので，比較のためのＥＦＧＭ，ＦＥＭでは，はりの下縁に

最も近いGauss積分点（Fig.６のＡ－Ａ線）における値を図示

している．荷重載荷点の近傍ではどの手法も誤差の増大がみ

られるものの，応力についても安定化を考慮することにより

ＮＢＮＭの結果が改善されている．しかしながら，その効果

は変位の場合と比べ小さい．反面，固定端点では逆に精度が

低下している．Fig.９に示すように，領域内部に比べ端点に

おける精度が影響領域β＊の値に大きく依存しており．影響

領域の設定に注意を要することを示している．

なお，ＦＥＭの結果が３点ごとに鋸刃の形状を示している

が，これは，ＦＥＭでは要素間境界で内挿近似の微分値が不

連続となるためであり，本計算例では，要素ごとに３×３点

のGauss稲分を用いているためにＡ－Ａ線上では３点ごとに

その影響が表れている．
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Fig.１１Datapointsinmeshlessmethod(physicalplane）
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Fig.１０Thickwalledtubemodel

Fig.'３Relativeerrorsoftangentialstressぴ‘(γ＝4ｃｍ）

果とともに示したものである．

７．＝４，６ｃｍの内外縁，γ＝５ｃｍの中心線のいずれの場合

も，ｅ＝20～70(de9)の範囲の領域内部より８＝０～20(de9）

の境界近傍において精度が影響領域β・の大きさによって大

きく変化していることがわかる．領域内部では影響領域が大

きくなるにつれて精度が向上する傾向が見られるが，端点近

傍ではその関連性は見られない．本計算例の場合，β・＝１と

した場合が全体にわたって安定した結果が得られているが，

2０
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のバックグランドセルの数はＦＥＭの要素数と同じ７２個，数

値積分は各要素，各セルについて３×３点積分とした．ここ

では，影響領域β･の大きさを変化させて計算を行い，β・の

大きさがＮＢＮＭの解析結果へ与える影響について検討する．

Fig.13,Fig.１４は，影響領域β＊＝２とした場合の各手法に

よる応力結果の比較図であり，それぞれγ＝４ｃｍの位渥にお

ける接線方向応力ぴ８，７．＝６ｃｍの位置の半径方向応力グァに

ついて厳密解('4）に対する相対誤差を示したものである．

安定化を考慮することによりＮＢＮＭの解の改善が図られ，

特に８＝２５～７５(de9)の範囲の領域内部ではいずれもＦＥＭ

より精度良い結果が得られている．

Fig.１５，１６，．１７は安定化を考慮したＮＢＮＭのγ＝４，５，

６ｃｍの位置におけるグテの解析結果であり，影響領域ｐ・＝１，

２，３，４の場合について，厳密解との相対誤差をＦＥＭの結
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本手法は写像変換に基づく手法であるために，本文で述べ

た写像方法では写像不可能な複雑な任意形状の問題に対して

は適用限界がある．しかしながら，写像平面上でエレメント

フリー解析を行うという方法は，内外で数多く発表されてい

る他の格子形成法(15）と組み合わせて解析することが可能

であり，３次元問題への拡張も可能であると考えられる．

上記の点を含め，今後は複雑な形状の問題への適用，影響

領域の定堂的な評価，他の問題への適用性について検討する

必要がある．

(sec）

1０ 6０

Fig.１７Distributionofrelativeerrors

影響領域の最適な設定方法についてはさらに詳細な検討が必

要である．Ｔｈｂｌｅｌに解析時間の比較を示す．

(r＝6ｃｍ）
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6．おわりに

本研究では，写像変換を用いたエレメントフリー解析につ

いて検討した．提案する手法は，実平面における解析対象の

離散化モデルとともに支配方程式を写像変換し，生成された

直交格子の写像平面上でエレメントフリー解析を行うもの

で，基本境界条件を直接処理でき，矩形以外の曲線境界を有

する形状の問題に対して適用可能である．さらに，領域積分

に節点領分法を適用し，計算効率の向上を図っている．簡単

な数値計算例を通して本手法が曲線境界を有する２次元弾性

問題に適用可能であることが示された．
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1.0２．０３．０４．０

ＮＢＮＭ ０．１１０．１４０．２２０．４３

EFＧＭ 1.9616.0040.1074.30

EFGM(mapping） 1.96２．３５２．９８３．９０
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