
計算数理工学論文集Ｖb1.4(2004年７月),論文No.04-070905 JASＣＯＭＥ

異方性材料の非定常熱伝導問題に対する時間ステップＤＲＢＥＭ

（２次元問題の検討）

ＡＴＩＭＥ－ＳＴＥＰＰＩＮＧＤＲＢＥＭＦＯＲＴＲＡＮＳＩＥＮＴＨＥＡＴＣＯＮＤＵＣＴＩＯＮＩＮＡＮＩＳＯＴＲＯＰＩＣ

ＳＯＬＩＤＳ（ＳＴＵＤＹＯＮ２－ＤＰＲＯＢＬＥＭＳ）

田中正隆1)，松本敏郎2)，高桑晋3)，原啓志4）

ＭａｓａｔａｋａｍＮＡＫＡ,TbshiroMATSUMOTO,ＳｕｓｕｍｕＴＡＫＡＫＵＷＡａｎｄＫｅｉｊｉＨＡＲＡ

l)信州大学工学部機械システムエ学科（〒380-8553長野市若里4-17-1,E-mail:dtanaka､gipwc､shinshu-u,acjp）

2)名古屋大学大学院工学研究科（〒464-8603名古屋市千種区，E-mail:tmatsumoto◎nuem､nagoyaPu.ac､jp）

3)富士重工業(株）（〒370-0514群馬県大泉町朝日，E-mail:s-takakuwa◎artist,shinshu-u・ac.』p）

4)信州大学大学院工学系研究科（〒380-8553長野市若里4-17-1,Email:k-hara､artistshinshu-u､ac.jp）

Thispaperreportsanapplicationofthedualreciprocitymethod（DRM)ｔｏｔｈｅｔｉｍｅ－

ｓｔｅｐｐｉｎｇＢＥＭｆｂｒｔｈｅｔｒansientheatconductionprobleminanisotropicsolids・Through

somecoordinatetransfbrmthegoverningdifferentialequationresultsinadiHilsionequa-

tionwiththeLaplaceoperatorinit・Timederivativeinthegoverningdifferentialequation

isapproximatedbythetimesteppingmethod，ThefimdamentalsolutionoftheLaplace

equationisusedfbrthepresentBEMfbrmulation、Thedomainintegralconcerningthe

“pseudo'，initialconditionisincludedintheboundaryintegralequationateacｈｔｉｍｅ

ｓｔｅｐ、Thisdomainintegralistransfbrmedintoboundaryintegralsbyusingaradialbaｓｉｓ

ｆｉｍｃｔｉｏｎｆｂｒＤＲＭＴｈｅｄｅｔａｉｌｓｏｆｔheproposedDRBEMarepresented，andacomputer

codeisdevelopedfbrtwo-dimensionalproblems、Theusefillnessofthepresentmethodis

demonstratedthroughnumericalcomputationofsometypicalexamples・

ＫｅｙＷ、私８：ComputationalMechanics，Time-steppingBoundaryElementMethod，

DualReciprocityMethod，TTansientHeatConduction，AnisotropicSolid

１．はじめに

異方性材料の非定常熱伝導問題に対する境界要素法の定

式化では，異方性材料に対する基本解が必要であり，さらに

導出される境界積分方程式の中に時間ステップごとに見かけ

の初期条件に由来する領域穣分項が残る(7)(8)．この領域積

分を評価するためには，領域内部を要素またはセルに分割し

なければならないが，領域内部の要素分割にはたいへん手間

がかかり境界要素法の特長が半減してしまう（１）．また，定

式化の際に必要となる基本解に時間依存の厳密基本解を用い

ると，係数マトリックスの計算がかなり複雑となり，計算時

間もかかる（')．

著者らは以前に等方性の傾斜機能材料または温度依存性

材料の非定常熱伝導問題に対して，次の時間ステップ境界要

素法と二重相反法(DRM）(4)(5)を併用したDRBEM解析
法を提案した(2)(3)．すなわち，支配微分方程式の時間微分

を時間ステップ近似して境界積分方程式を導出し，各時間ス

－ １ ３ －

テップごとに順次解いてゆく．Laplace方程式の基本解を用

いるこの定式化において，時間ステップごとに現れる見かけ

の初期条件に由来する領域積分項に対して二重相反法を適用

し，境界積分に置き換え領域内に選点を配置して近似的に評

価する．このＤＲＢＥＭ解法では，評価点を領域内部に配置

するだけで，最終的に境界のみの離散化で効率的な解析が可

能となる．

本研究では，上記の解析手法を異方性材料の非定常熱伝

導問題の解法に拡張する．２次元問題に対する定式化の詳細

と開発した解析プログラムによるいくつかの解析例を示し，

本手法の有効性について考察する．開発した解析プログラム

は，材料特性が異なる領域から構成される多領域問題も解く

ことが出来る．

2．理論

2.1．支配微分方程式

異方性材料の２次元非定常熱伝導問題に対する支配微分方

､



程式は，次式で与えられる．

‘‘皿a窯)+難曜器:!+""a窯)=,"Ｍ
（１）

ただし，江(ｚ,t)は温度，ＩＣ,,，ｊｃ１２’た２２は２階対称の熱伝導

率テンソルの成分である．βは密度，ｃは比熱とし上付きの

ドット（･)は時間による微分を表す．また，上式に対する境

界条件および初期条件は次式で与えられるものとする．

範Ｅｒｕ秘(釘,t)＝⑰，

９(",t)＝塾１２２』＝｡， ⑳Ｅｒ９（２）
ハ(璽)響¥州１－唾｡)=0…
秘(⑩,0)＝ｕｏ，

ただし，”は境界ｒ上の単位外向き法線ベクトルであり，

6u(勿,t)/６７mはｕ(ｚ,t)の法線方向勾配を表すものとする．ま

た，ｒｕ，ｒ９，ｒαはそれぞれ温度既知境界，熱流束既知境界，

対流熱伝達境界である．さらに，勉，ヴ，秘０は既知の境界値お

よび初期温度であり，ｈは熱伝達率，ｕ･は外部雰囲気温度で

ある．

いま，次の座標変換(6)を行う．

１－一一
（３）ｚ'=ーず2ｍ2=⑳'－５ｍ2

ただし，

．=砦‘=票（４）

’昨|鯉麗'一…-崎。⑤
このようにすれば，式(1)は等方性材料の非定常熱伝導問題

と同じ形の方程式となる．

鵠型+竺慧Ｌ告,．血剛（６）

2.2．ＤＲＭの適用

境界積分方程式の導出において，本研究ではLaplace方程

式の基本解を使用する．Laplace方程式を座標変換した式は

次式になる．

▽璽幽+方‘(”=。(7)
よって，基本解秘事(壷,す)は次式となる．

“･伽'=爵岩司‘流e）(8)
ただし，〒はソース点アと観測点壷との距離を表す．式(6)

の両辺に上式の基本解秘寧(壷,す)をかけ，考察領域Ｑ全体で穣

分し，部分積分すると次式を得る．

c(洲‘)+ル･剛似(…-"凧，剛‘『
＝ん伽告'"剛ｄ｡(９）

ただし，ｃ何)はソース点の置かれている境界の性質から決

まる定数であり，滑らかならばc(す）＝１/２である．また，

q率(壷,可)は基本解迦*(壷,ｱ)の法線方向勾配を表し，具体形は
次式となる．

－１６u*(壷,７）
（10）

９噸(壷'す)＝2両デ､/両ａ”
式(9)の左辺は境界積分となっているが，右辺は未知関数ｕ
を含む領域積分である．領域穂分に未知関数が現れる場合の

解法として境界領域要素法(')(8)が提案されているが，領域

内部も要素分割するため境界型解法としての特徴が半減して

しまう．そこで本研究では，ＤＲＭを適用してこの領域積分

項を境界積分に変換する解法を開発する．

まず，式(6)の右辺を次式で近似する．

Ⅳ＋Ｌ

告,州)=ｚα‘肺）（''）
２＝１

ただし，ｊＶは境界節点数，Ｌは内部選点数，α2は未知係数，

.f(蚕,万2)は近似関数，富‘はＤＲＭ選点を表すものとする．こ

こで，次式を満たす特解を心(壷,言2）とする．

▽2位(蚕,〆)＝ｆ(蚕,芽） (12）

この特解ａ(壷,房2)を用いると，式(6)の展開された支配微分

方程式は未知係数α２と特解ａ(壷,富2)により次式のように書

き表すことができる．

１Ｖ＋Ｌ

▽2ｕ(壷,t)＝Ｅα‘▽2a(房,プ）（'3）
２＝１

上式の両辺に基本解秘寧(壷,す)をかけ，考察領域全体で積分し

部分積分することにより，次の境界積分方程式を得る．

。(伽り+ル側趣(毒加
Ⅳ＋Ｌ

‐ル．師),(房ルＥα‘{｡(伽‘）
ｆ＝１

＋ル肺)伽4)‘'r-ル傘(刺獅‘)‘r｝（'4）
ただし，@(蚕,言2)は特解ａ(壷,蚕2)の法線方向勾配を表す．

肺)=塾黒雲』（１５）
式(14)より，すべて境界積分に変換された境界積分方程式

が得られていることが分かる．式(14)の境界領分方程式を

すべての選点に対して適用することによりｊＶ＋Ｌ個の式が

得られ，マトリックス形式で次式のようにまとめることがで

きる．

Ｈｕ－Ｇｑ＝[ＨウーＧＱｌａ（'6）

ここで，本研究では近似関数として観測点蚕とＤＲＭ選点言２

との距離デビの関数を使用する．近似関数で用いられる距離

下2は基本解で用いられる下とは意味が異なるので注意が必

要である．

－１４－



ＤＲＭで用いられる近似関数に対してはさまざまな関数が

使われており多くの研究がなされている．距離の関数を使用

することが一般的である．本研究では近似関数として次式を

使用する．

㈱-｛
(１－ﾃ)3(3〒〔＋1)，０≦γf≦１

０ ，γ２＞１
(17）

上式は，CompactlySupportedRadialBasisnmction(5)と

呼ばれる近似関数であり，７２＝'万一万21/αである．αは近似

関数が影響するサポート半径である．

式(17)を式(12)に用い特解a(⑳,z‘)を求めると次式となる．

‘(扇ぎ)=;(芦)2-:(静)．+美(言)‘-金(言)‘（'8）
同様に特解の法線方向勾配術,万2）も〒‘の関数となる．

‘(鼠誉)=(亨！票十誘2筈)×
｛;-:肝+:(誤)3-;(静)』｝（'9）

ただし，デ,，〒２はデピの壷，および蚕2方向成分を表すものと

する．２点蚕，茅を決定することにより近似関数とその特解

および特解の法線方向勾配を求めることができる．

2.3．未知係数

ＤＲＭを適用し領域積分項を境界積分に変換する際，未知

係数と近似関数を用いて定式化を進めてきた．ここでは，未

知係数を決定するための手法を示す．

式(11)を再記する．

Ⅳ＋Ｌ

Ｅａ‘肺)=告,"剛（20）２＝l

ここで，近似関数ノ(壷,言‘)は２点あと万‘を決定することによ

り既知関数となる．この関係式が全ての選点に対して成り立

つと仮定すると未知係数α２を求めることができ，マトリッ

クス形式で書き表すと次式となる．

α＝Ｆ－１Ｋｔ血 （21）

ただし，Ｆ－１はＦの逆行列を表し，

脇=告'。（221

偉’⑳

旦響=竺浮L二坐』（24）

－１５－

ただし，△tはタイムステップ幅，ｕＯ(壷't一△t)は１ステップ

前の初期温度を表すものとする．また，２回目以降の差分近

似に次式を適用する．

塾煙些旦－３ｕ(壷,t)－４ｕ０(壷,t－△t)＋ｕｏ(壷't－２△t）（25）ａｔ２△ｔ

ただし，ｕｏ(蚕,t－△t)は１ステップ前の温度，ｕｏ(蚕't－２△t）

は２ステップ前の温度を表すものとする．１ステップまたは

２ステップ前の各節点における温度を見かけの初期条件とし

て計算を進める．

したがって，未知係数α2は次式のようにまとめて書き表

すことができる．

α＝Ｆ･－１{蝿泌-‘･Ｉ (26）

ただし，Ｋｐは現在求めている温度ｕ(壷,t)の差分近似に関す

る係数，ｔｏは初期温度に関する既知ベクトルを表す．この未

知係数αを離散化された式(16)へ代入し整理すると次に示

す線形の式を得る．

HU-Gq=[H6-GqIRu-Tol(27)

ただし，

Ｒ＝ＫｂＦ－１ （28）

ＴＯ＝Ｆ'－１tＯ （29）

とする．式(27)を境界条件より未知量と既知量に振り分け

連立方程式を解くことにより各タイムステップにおける境界

上の未知量と領域内部の未知温度を求めることができる．

また，材料特性が異なる多領域からなる問題では，それぞ

れの領域に対し境界積分方程式をたてＤＲＭを適用し，領域

の界面での温度の適合条件と熱流束の平衡条件を用いること

により，一つの方程式系にまとめることができる（１）．これ

を与えられた境界条件のもとで各時間ステップごとに解析す

れば良い．

3．数値解析例

本手法の有効性を示すために以下の数値解析を行い，得ら

れた結果について考察を行う．

3.1．解析例１

Fig.１に示す正方形モデルを用いて数値解析を行う．正方

形領域の辺に一致して取られた座標系おｉｚ&が異方性の主軸

である．座標系麺iエムは直交座標系ｚ,ｍ２にを反時計回りに

45.回転したものである．座標系ェ{必では正方形領域の直

交異方性体の熱伝導問題なので厳密解を求めることができ

る．この解析解と座標系ｚ,⑩２での数値解析結果を比較すれ

ば，解析プログラムが正常に作動してこと表す一証左を得

ることができる．なお，この解析例では，値はすべて無次元

量で与えられているものとする．境界を２次要素を用いて

１６要素（境界節点数は３２）に分割する．内部選点は４９点を

とり，図示のように配値する．境界条件は座標系ziap&で考

え，域＝０，１，ｚ§＝０，１において温度ｕ＝０，初期温度は

T(ｚｉ,勿自,0)＝sin(7rzi)sin(汀勿&）として与える．材料定数は座
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標系鯵悩では，熱伝導率廊,，＝１．０，メ６，２＝().()，Ａ22＝０．１，

密度β＝１．０，比熱ｃ＝１．０とする．したがって，直交座標系

ｍ,ｍ２での熱伝導率は舟,，＝0.55,Ａ:１２＝0.45,Ａ:22＝０．５５と

なる．なお，数値計算ではタイムステップ幅は△t＝0.001,

サポート半径はα＝２．０とした．

Fig.２に各時間での⑩カー０．５で〃iの各座標での解析結果

を示す．粘度の良い結果が得られていることがわかる．

3.2．解析例２

熱伝導率テンソルが異なる２つの領域からなる，Fig.３に

示すモデルを用いて数値解析を行う．座標軸の蝋位は[m]で

ある．RegionlとRegion2の熱伝導率テンソルはそれぞれ

以下のように仮定する．
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また，密度β＝78001kg/m31,比熱ｃ＝４４０１J/kgK}であ
る．要素分割はＦｉｇ４に示す．境界節点は７９節点，２次要

素を用いて分割する．内部選点は２１０点とる．境界条件は

ｚ１＝0.0,0.21m]で温度ｕ＝ＯＩｏＣ}，ｚ２＝0.0,0.2{､)では断
熱境界条件を与えるものとする．初期温度は領域全体に一様

に1001.c}である．なお，数値計算ではタイムステップ幅は

△t＝２Isl，サポート半径はα＝1.0{m}とした．

汎用ＦＥＭ解析プログラムＭＳＣ・Nastranを用いた数値計

算結果とも比較する(9)．この解析では，Fig.５に示すような
１６×１６の四辺形１次要素を用いる．また，熱流束は，ＭＳＣ，

NastranとＢＥＭの解析結果のほかに，ＢＥＭの節点温度を

使い差分法で熱流束を求めた結果も示す．

Fig.6に垂,＝0.1Ｉｍｌｍ２＝0.1Ｉｍｌでの温度の変化をＦＥＭ

と比較して示す．２つの解法による解析結果は一致している

ことがわかる．

次にｔ＝2501s}での解析結果を示す．

Fig.7は工2＝0.0,0.1,0.2{ml上での温度分布をＦＥＭと比

較して示す．２つの解法による解析結果は僅かに差が見られ

るが，良く一致していることがわかる．

Fig.８はｚ,＝０．２１m}での熱流束をＦＥＭと差分法と比較

して示す．解析結果は中心部分では一致しているが，両端付

近ではＢＥＭとＢＥＭ－ＦＤＭは急激な変化を示している．こ

れらの解法は，この近傍での熱流束の特異性に基づく挙動を

より正確に表していると考えられる．温度分布に殆ど違いが

無いのに熱流束に大きな違いが生じている理由は，ＢＥＭが

温度と熱流束を未知量として直接求めているのに対し，ＦＥＭ

では求めた節点温度をもとに数値微分して熱流束を求めてい

るためだと考えられる．ＦＥＭで要素をさらに細かくしてい

くことにより，熱流束についてもＢＥＭに近い値が求められ

ることは確認している．

3.3．解析例３

Fig.３，Fig.４に示すモデルを用いて，解析例２と異なる境

界条件のもとで数値解析を行う．境界条件はェ,＝0.01mlで

温度ｕ＝０１.Cl，ｚ,＝0.21mlで外部雰囲気温度０１.Cl，熱伝

達率20001Ｗ/m2Klの対流熱伝達境界条件,ｚ２＝00,0.2Ｉｍｌ
では断熱境界条件を与えるものとする．初期条件，材料定数

は解析例２と同様とする．また，数値計算ではタイムステッ

プ幅は△t＝２１s１，サポート半径はα＝1.01mlとした．解析

例２と同様に，温度分布は汎用ＦＥＭ解析プログラムMSC

Nastranの結果と比較する．また，熱流束に対しては，MSC

Nastranの解析結果とＢＥＭの解析結果の温度に対し差分法

を用いて求めた値と比較する．

Fig.９には，⑩，＝０．１{m}，ｚ２＝０．１１mlでの温度変化を

FEMと比較して示す．２つの解法による解析結果は良く一

致していることがわかる．

次にｔ＝2501s}での解析結果を示す．
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Fig.６Variationsoftemperature
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ここで，Region2の熱伝導率テンソルは次の直交異方性体

を反時計回りに４５度回転させたもである．
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Fig.８VariationsofheatHuxon垂，＝０．２
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