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This paper proposes a method for reconstructing the positions, strength, and number of

point sources in a three-dimensional (3-D) Poisson field from its boundary data. Through

spherical harmonic expansion of the potential, algebraic relations between projected po-

sitions of the sources onto the xy-plane or the Riemann sphere are derived. For both

cases, our algorithm estimates the number of sources N from the leading principal minors

of a Hankel matrix composed of harmonic coefficients, and the N projected positions by

solutions of the N -th degree equation. Projection onto the xy-plane is more appropriate

for the case where the sources are scattered in a region, whereas projection onto the Rie-

mann sphere is more appropriate for the case where the sources are concentrated around

the surface of the region.
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1. はじめに

本論文は，理工学上多くの応用をもつポアソン方程式の

ソース項同定逆問題 (1)において，ソースパラメタを境界デー

タにより陽に表現し再構成する手法を提案する．本逆問題は

一般には一意性が成り立たないが，ソースを有限個の点ソー

スに限定すれば，境界上のコーシーデータから，ソース個数，

強さ，位置が一意に定まる (7)．順問題の解と境界データの

誤差を最小化するよう反復演算によりソースパラメタを同定

する手法 (2, 3) が従来より示されてきた一方，ソース項の陽

な表現を求めるため，またこれにより演算を高速化し，反復

演算の初期値選定に用いるため，境界データによりソースパ

ラメタを直接推定する手法が提案されている．有限個のソー

スパラメタを求めるために必要な数だけの代数方程式を立式

し，これらをソースパラメタについて解くのが直接推定法の

方針である．調和関数を必要数だけ低次のものから選び，グ

リーンの定理によりソースパラメタと境界データの代数方程

式を導く手法 (4, 5, 6, 7)，ポテンシャルのフーリエ成分を低

周波側から必要数用いる方法 (8) が提案されている．Oheら
(8) は，2 次元でソース強さは既知としたとき，N 個のソー

ス位置が根となる N 次方程式を導出し，ソース個数 N の推

定 (9)，部分境界上でのデータからの推定 (10) を行っている．

Badiaら (7) は，xy-平面に射影した 3次元のソース位置を境

界積分から成る行列の固有値として求める方法を提案して

いる．

我々は，ポテンシャルを多重極展開したとき，ソースの全

情報が展開係数に表現され，展開係数 (多重極係数) を介し

て，ソースパラメタに関する代数方程式が無数に得られるこ

とに着目する．このとき，どの多重極係数を用いて，必要数

の代数方程式を立式するかが重要となる．何故なら，ソース

情報が高い SN 比で表現される多重極係数は，ソース分布，

および境界データの計測法に依存して変化するからである．

ところが従来法では，調和関数の選定に関してはあまり論じ

られておらず低次側から必要数だけ用いられているのみで

あった．我々は以上の問題意識に基づき，二つの方法を提案

する：低次側から多重極係数を必要数用いる方法，および多

重極係数の無限級数から必要数の代数方程式を立式する方

法である．第一の低次成分を用いる方法は，第二の無限の高

次成分までを変換し用いる方法との対比において，その性質

が明らかになる．すなわち，ソースの 3次元位置を xy-平面

に射影する第一の手法は，ソースが領域内に比較的に一様に

分布している場合に精度良く推定できるのに対し，ソースを

リーマン球面に射影する第二の手法は，領域の表面付近に集

中するソースの推定に適することが明らかになる．いずれの

手法でも手続きとしては 1)ハンケル行列の首座小行列式に

よるソース個数 N の推定，2)N 個の射影位置に関する N 次

方程式の解法，3)ソース強さ，位置の第三成分の推定，とい

う統一されたアルゴリズムによりソースが推定されることを

示す．



2. 多重極展開による代数方程式の導出

原点を含む有界な 3 次元単連結領域 G において，ポテン

シャル V に対するポアソン方程式

∆V = −f (1)

を考える．本稿ではソース項 f を G内に存在する点ソース

f =

NX
k=1

qkδ(r − rk, θ − θk,φ− φk). (2)

とする．このとき，境界G上のコーシーデータ V |∂G, ∂V∂ν |∂G
から，点ソース個数N , 3次元ソース位置 (rk, θk,φk), ソース

強さ qk (k = 1, 2, · · · , N)を同定する逆問題を考える．

ソース項 f が無限領域に存在するときのポテンシャル V 0

について，Gを含む球の外側で多重極展開

V 0(r, θ,φ) =
1

4π

∞X
n=0

nX
m=0

(2− δm0) (n−m)!
(n+m)!

µ
1

r

¶n+1
·Pmn (cos θ)(anm cosmφ+ bnm sinmφ) (3)

を考えれば，展開係数は，ソース項 f の体積積分，および任

意形状の ∂G上でのコーシーデータにより

anm + ibnm =Z
∂G

µ
V

∂

∂ν

³
rnPmn (cos θ)e

imφ
´
− ∂V

∂ν
rnPmn (cos θ)e

imφ

¶
dS

=

Z
G

f rn Pmn (cos θ) e
imφ dv (4)

と書かれることが知られている (11). 従って点ソースの場合，

ソースパラメタ qk, rk, θk,φk を未知数とする

anm + ibnm =Z
∂G

µ
V

∂

∂ν

³
rnPmn (cos θ)e

imφ
´
− ∂V

∂ν
rnPmn (cos θ)e

imφ

¶
dS

=

NX
k=1

qkr
n
kP

m
n (cos θk)e

imφk . (5)

なる代数方程式が得られる．n ≥ m ≥ 0 なる全ての展開係

数 (以下多重極係数と呼ぶ) にソース情報は過不足なく表現

されるが，このうち未知自由度分の方程式を選定してソース

パラメタを決定するのが直接解法である．ここでどの多重極

成分が高い SN比で計測可能かはソースの空間分布，および

データの測定法に依存するため，必要数の多重極係数の選定

が重要となる．我々は以下で，

方法 (I) amm + ibmm, am+1,m + ibm+1,m

方法 (II)

∞X
n=m

(anm + ibnm),

∞X
n=m

(n+m+ 1)(anm + ibnm)

を用いる二つの方法を提案する．方法 (I) はソースを xy-平

面に射影する解法であり，ソースがG内に比較的一様に分布

している場合に適した方法であるのに対し，方法 (II)はソー

スをリーマン球面に射影することに相当し，ソースが境界付

近に集中している場合に適した方法であることを示す．

3. 方法 (I) xy-平面への射影による解法

G上の点，およびソース位置の xy-平面への射影を

ζ ≡ x+ iy, ζk ≡ xk + iyk (6)

と置けば，

rmPmm (cos θ)e
imφ = (2m− 1)!!ζm (7)

rm+1Pmm+1(cos θ)e
imφ = (2m+ 1)!!ζmz (8)

であるから (14)，式 (7), (8)を式 (4), (5)に代入して

αm ≡
Z
∂G

µ
V
∂ζm

∂ν
− ∂V

∂ν
ζm
¶
dS =

NX
k=1

qkζ
m
k (9)

βm ≡
Z
∂G

µ
V
∂ζmz

∂ν
− ∂V

∂ν
ζmz

¶
dS =

NX
k=1

qkζ
m
k zk (10)

が得られる．式 (9)は Badiaら (7) が用いた代数方程式と等

価である．彼らが行列の固有値として xy-平面への射影点 ζk

を同定したのに対し，我々は以下でより直接的な代数方程式

による表現を導く．式 (10)による z座標の明示，およびハン

ケル行列の首座小行列式によるソース個数 N の同定も示す．

3.1. ソース位置，強さの同定

N の推定は次節で述べ，本節では N は既知定数とする．

はじめに，m ≥ N に対して，αm, αm−1, · · · , αm−N 間に次

の線形関係が成り立つことに着目する：

αm =

NX
k=1

qkζ
m
k

= (ζ1 + ...+ ζN )

NX
k=1

qkζ
m−1
k − (ζ1ζ2 + ...+ ζN−1ζN )

NX
k=1

qkζ
m−2
k

+...+ (−1)N−1ζ1...ζN
NX
k=1

qkζ
m−N
k

= K1αm−1 +K2αm−2 + · · ·+KNαm−N , (11)

ここで Kj は，ζ1, ζ2, · · · , ζN に関する第 j 次基本対称式

Kj = (−1)j−1
X

k1<k2<...<kj

ζk1ζk2 · · · ζkj (12)

である．式 (11)を N ≤ m ≤ 2N − 1に関して連立させれば


αN
...

α2N−1

 =


α0 α1 ... αN−1

α1 α2 ... αN
...

...
...

...

αN−1 αN−2 ... α2N−2



KN

...

K1

(13)

を得る．ここで，α0 ∼ α2m−2 から成るm×mのハンケル行

列を

Hm ≡


α0 ... αm−2 αm−1

α1 ... αm−1 αm
...

...
...

...

αm−1 ... α2m−3 α2m−2

 (14)

と置くと，m ≥ 1に対し次の補題, 系が成り立つ．

補題 1 detHm =
X

1≤l1<...<lm≤N

mY
k=1

qlk
Y
li>lj

(ζli − ζlj )
2



系 2 detHm =


NY
k=1

qk
Y
i>j

(ζi − ζj)
2 (m = N)

0 (m ≥ N + 1)

(証明は (12) 参照). 系 2より，ζk (k = 1, 2, ..., N)が xy-平面

上で相異なる位置であると仮定すれば，detHN 6= 0となる.

従って式 (13)は K1,K2, ..., KN に関して


KN

...

K1

 =


α0 ... αN−2 αN−1

α1 ... αN−1 αN
...

...
...

...

αN−1 ... α2N−3 α2N−2



−1
αN
...

α2N−1

 (15)

と解ける．K1, ...,KN は式 (12) で定義される基本対称式で

あるから, ζ1, ζ2, ..., ζN は N 次方程式

ζN −K1ζ
N−1 −K2ζ

N−2 − ...−KN = 0 (16)

の根となる．

ソース強さ，および z 座標を求めるには，式 (9), (10) の

0 ≤ m ≤ 2N − 1に関する連立方程式
α0

α1
...

α2N−1

 =


1 1 ... 1

ζ1 ζ2 ... ζN
...

...
. . .

...

ζ2N−11 ζ2N−12 ... ζ2N−1N




q1

q2
...

qN

(17)


β0

β1
...

β2N−1

 =


1 1 ... 1

ζ1 ζ2 ... ζN
...

...
. . .

...

ζ2N−11 ζ2N−12 ... ζ2N−1N




q1z1

q2z2
...

qNzN

(18)

を用いる．式 (17), (18)における ζ1, ζ2, ..., ζN に関する行列

はヴァンデルモンドの行列ゆえ逆が存在し，
q1
...

qN

 =


1 ... 1

...
. . .

...

ζN−11 ... ζN−1N


−1

α0
...

αN−1

 (19)


z1
...

zN

=


1

q1
0

. . .

0
1

qN




1 ... 1

...
. . .

...

ζN−11 ... ζN−1N


−1

β0
...

βN−1


(20)

が得られる．以上より，次のアルゴリズムが得られた．

定理 1 xy-平面上に射影したソース位置は，式 (15) で

決まる係数をもつ N 次方程式 (16) の根として与えられる．

ソース強さ，z 座標は式 (19)，(20)により与えられる．–

特に N ≤ 4 のときは，ソース位置の αm による陽な表現

が得られることになる.

3.2. ソース個数 N の推定

式 (11)より，式 (14)で定義されるハンケル行列の第N +1

列目は，第 1行から第 N 行までの線形和で書かれることが

わかる．従って，ハンケル行列の首座小行列式はm ≥ N +1
のとき零になる．この性質を用い，次の手続きによりソース

個数 N を判定する．

1. ハンケル行列 (14)の首座小行列式をm = 1, 2, · · · に関し

計算する.

2. detHk 6= 0, detHk+1 = 0 (21)

を満たす k をソース個数の候補とする．

3. 十分大きなM まで

detHk+1 = detHk+2 = · · · = detHM = 0. (22)

を確認する．–

Badiaら (7) のように，ソース個数の上限がわかっている

と仮定する場合は，この上限M まで式 (22)を確かめる．し

かしながら，データにノイズがのる実際の状況では，式 (22)

の M はデータの SN 比により決まる．すなわち，α0 から

α2M−1 までを推定に用いる定理 1のアルゴリズムでは，

|δα2M/α2M | ' 1 (23)

となるM が推定できるソース個数の上限となる．そこで実

際は式 (23)で決まるM まで式 (22)を確かめる．M はデー

タ精度が増すほど増えることになる．

式 (21) において重要となるのは | detHk+1/| detHk|の値

である．この比は，理論データの場合は系 2 より零となる

が，ノイズを含む場合は零にはならない．しかしながら vT =

(αN αN+1 · · ·α2N−1)，KT = (KN KN−1 · · ·K2N−1) とし

て

| detHN+1|
| detHN | =

¯̄̄
α2N − vTH−1N v

¯̄̄
=
¯̄̄
α2N − vTK

¯̄̄
, (24)

と評価でき，ハンケル行列 HN の条件数に関して

cond(HN ) <
maxk{|qk|}
mink{|qk|}

N2

δ2(N−1)

·
µ
1− ζN

1− ζ

³
(1 + ζ)N − ζN

´¶2
(25)

なる評価ができる. 但し，ζ ≡ maxk |ζk|, δ ≡ min |ζi − ζj |
である. 従って，ソースの強さの分布，および近さの分布

に応じた αk (k = 0, 1, · · · , 2N) の精度が得られていれば，

| detHk+1|/| detHk| は十分零に近く，個数判定が可能とな

る．数値例は (13) 参照．

4. 方法 (II) リーマン球面への射影による解法

4.1. ルジャンドル陪関数の母関数の利用

本節では，多重極係数の無限級数
P∞

n=m(anm + ibnm), お

よび
P∞

n=m(n+m+1)(anm+ ibnm)を用いることを考える．

このとき式 (5)から



Z
∂G

µ
V

∂

∂ν

Ã ∞X
n=m

rnPmn (cos θ)e
imφ

!
−

∂V

∂ν

∞X
n=m

rnPmn (cos θ)e
imφ

¶
dS

=
NX
k=1

qk

∞X
n=m

rnkP
m
n (cos θk)e

imφk (26)

およびZ
∂G

µ
V

∂

∂ν

Ã ∞X
n=m

(n+m+ 1)rnPmn (cos θ)e
imφ

!
−

∂V

∂ν

∞X
n=m

(n+m+ 1)rnPmn (cos θ)e
imφ

¶
dS

=

NX
k=1

qk

∞X
n=m

(n+m+ 1)rnkP
m
n (cos θk)e

imφk , (27)

なる代数方程式が得られる．ここで式 (26), (27)における境

界積分の V および ∂V/∂ν に対する重み調和関数は

∞X
n=m

rnPmn (cos θ)e
imφ =

(2m)!

2mm!

ζm

d2m+1
(r < 1) (28)

および

∞X
n=m

(n+m+ 1)rnPmn (cos θ)e
imφ

=
∂

∂z

∞X
n=m

rnPmn (cos θ)e
imφ =

(2m)!

2mm!

ζm(1− z)
d2m+3

(29)

但し，d ≡ √1− 2r cos θ + r2，と書ける．式 (28), (29)の導

出には，ルジャンドル陪関数の母関数

(2m)!

2mm!

sinm θ

(1− 2r cos θ + r2)m+ 1
2

=
∞X
l=0

rlPmm+l(cos θ) (r < 1) (30)

および関係式 (14)p.138

∂

∂z
rnPmn (cos θ)e

imφ = (n+m)rn−1Pmn−1e
imφ (31)

を用いた．母関数の収束条件 r < 1を満たすよう，以下では，

Gは，N(0, 0, 1)を北極，原点 S = O(0, 0, 0)を南極とする球

Σ内に含まれるものとする.

式 (28), (29)を式 (26), (27)に代入すれば，

γm ≡
Z
∂G

µ
V

∂

∂ν

µ
ζm

d2m+1

¶
− ∂V

∂ν

ζm

d2m+1

¶
dS =

NX
k=1

qk
dk

µ
ζk
d2k

¶m
δm ≡

Z
∂G

µ
V

∂

∂ν

µ
ζm(1− z)
d2m+3

¶
− ∂V

∂ν

ζm(1− z)
d2m+3

¶
dS

=

NX
k=1

qk
dk
· 1− zk

d2k
·
µ
ζk
d2k

¶m
(32)

を得る．但し，dk ≡
p
1− 2rk cos θk + r2k は，北極N(0, 0, 1)

と第 k ソースの距離である．ここで

χk ≡ ζk
d2k
=

xk + iyk
x2k + y

2
k + (1− zk)2

(33)

ψk ≡ 1− zk
d2k

=
1− zk

x2k + y
2
k + (1− zk)2

(34)

と変数変換すれば，

γm =

NX
k=1

qk
dk
χmk , δm =

NX
k=1

qk
dk
χmk ψk (35)

を得る．式 (35)は式 (9), (10)と同一形式であることに着目

すれば，χk，ψk (k = 1, 2, · · · , N) は第 3節で導いたアルゴリ

ズムによって求めることができる．すなわち，χk は N 次方

程式

χN − L1χN−1 − L2χN−2 − · · ·− LN = 0, (36)

但し，


LN
...

L1

=


γ0 · · · γN−2 γN−1

γ1 · · · γN−1 γN
...

...
...

...

γN−1 · · · γ2N−3 γ2N−2



−1
γN
...

γ2N−1

(37)

の根であり，ψk は


ψ1
...

ψN

=


d1
q1

0

. . .

0
dN
qN




1 · · · 1

...
...

χN−11 · · ·χN−1N


−1

δ0
...

δN−1


(38)

但し
q1
d1
...
qN
dN

 =


1 · · · 1

...
...

χN−11 · · · χN−1N


−1

γ0
...

γN−1

(39)
によって得られる．3次元ソース位置が χk, ψk によって決定

されれば，北極と第 k ソースとの距離 dk が決まり，従って

式 (39)よりソース強さが決まる.

4.2. χk，ψk の幾何的意味：リーマン球面への射影

3次元空間内の曲線

X ≡
½
(x, y, z)

¯̄̄̄
x+ iy

x2 + y2 + (1− z)2 = constant
¾
(40)

Ψ ≡
½
(x, y, z)

¯̄̄̄
1− z

x2 + y2 + (1− z)2 = constant
¾
(41)

を考える．X とΨは，北極N(0, 0, 1)に置かれた双極子m =

(0, 0, 1)による，φ = arg(x+ iy)なる 2次元平面内の等ポテ

ンシャル線，および流線であり，同平面内で X と Ψ は直交

曲線座標となっている．以降，式 (40), (41)における定数を

X-座標値，Ψ-座標値と呼ぶ．また第 kソース位置 (xk, yk, zk)

を通る曲線 X,Ψをそれぞれ Fig. 1のように Xk,Ψk と表す．

ここで，中心 (0, 0, 1/2)，半径 1/2の球 Σをリーマン球面

と見なすと，次の補題が示せる.

補題 3 χk は，Σと Xk との交点と同一視される. –

証明) Σと Xk との交点を (sk, tk, uk)とする．また”↔”によ



り，Σ上の点と拡張複素平面 Π = C ∪ {∞}上の点との立体

射影による同一性を示すことにする．このとき

(sk, tk, uk)

↔ sk + itk
1− uk

=
sk + itk

sk + tk + (1− uk)2 (s2k + t
2
k + (1− uk)2 = 1− uk on Σ)

=
xk + iyk

xk + yk + (1− xk)2 ((sk, tk, uk), (xk, yk, zk) ∈ Xk)

= χk (式 (34)における χk の定義より)

である．すなわち，拡張複素平面上の点 χk は，リーマン球

面 Σと Xk との交点と同一視される. Q.E.D

以上より方法 (II) のアルゴリズムは次の定理にまとめら

れる．

定理 2 曲線 Xk に沿ってリーマン球面 Σ 上に射影した

ソース位置は，式 (37)で決まる係数をもつ N 次方程式 (36)

の根として与えられる. ソースの Ψ座標値，およびソース強

さは式 (38), (39)により与えられる. –

こうして，方法 (II)では，3次元ソース位置が (χk,ψk)によ

り指定される. 尚，(χk,ψk) と (xk + iyk, zk) の座標変換は，

式 (34)より,

xk + iyk =
χk

|χk|2 + ψ2k
, 1− zk = ψk

|χk|2 + ψ2k
(42)

により与えられる．

Fig. 1 In the method (II), the three-dimensional position

of the k-th source is determined by the intersection point of

the equipotential curve Xk and the stream line Ψk of the

dipole m = (0, 0, 1) at the north pole N(0, 0, 1). χk in the

extended complex plane Π, which is obtained by Eq.(36), is

identified with the projected point of the k-th source onto

the Riemann sphere Σ along the equipotential curve Xk.

4.3. 数値シミュレーション：xy-平面射影法とリーマン球面

射影法との比較

本節では

1. ソースが G内に比較的一様に分布する場合 (Fig.2)

2. ソースが北極付近に集中している場合 (Fig.3)

の数値例を示す．ソースパラメタはそれぞれの図のキャプ

ションの通り設定した．データには，理論境界値の最大値の

1%標準偏差をもつガウシアンノイズを加えた．

Table 1に，方法 (I)(II)で使う多重極係数 αm, γm の相対

誤差 |α2N−1|/|δα2N−1|, |δγ2N−1|/|δ2N−1|を示した．Table 1

および Fig.2, 3から，次のことが観察される：

• ソースが領域 G 内で比較的一様に分布している場合

(dk ∼ 1)，|δα2N−1|/|α2N−1| < |δγ2N−1|/|γ2N−1|であ

る. この結果この場合，xy-平面射影法がリーマン球面

射影法より精確にソースを同定する (Fig.2)．

• ソースが北極付近に集中している場合 (dk ¿ 1),

|δα2N−1|/|α2N−1| > |δγ2N−1|/|γ2N−1|である. この結

果この場合，リーマン球面射影法が xy-平面射影法よ

り精確にソースを同定する (Fig.3)．

Table 1 The relative error |δγ2N−1|/|γ2N−1|
used in the projection onto the

Riemann sphere (”Riemann”) and

|δα2N−1|/|α2N−1| used in the projec-

tion onto the xy-plane (”xy”)

”Riemann” ”xy”

Fig. 2 |δγ5|/|γ5| ∼ 19.8 |δα5|/|α5| ∼ 0.99
Fig. 3 |δγ5|/|γ5| ∼ 1.3 |δα5|/|α5| ∼ 4.2

4.4. 局所的高階微分計測からの推定

さて最後に，次の関係式が成り立つことに注目する：

1

(2m− 1)!!
µ
∂

∂x
+ i

∂

∂y

¶m
V (0, 0, 1) =

NX
k=1

qk
dk
χmk

1

(2m− 1)!!
µ
∂

∂x
+ i

∂

∂y

¶m−1
∂

∂z
V (0, 0, 1) =

NX
k=1

qk
dk
χmk ψk (43)

式 (43)は式 (35)と同一形式である. 従って式 (43)左辺の高

階微分を γm, δm とおけば，χk,ψk は北極 (境界の一点)にお

けるポテンシャルの高階微分 γm, δm からも求まることがわ

かる．

脳磁逆問題における 8の字コイルの利用 (1) や，変調・検

波による微分信号の検出など，場の微分を高精度で計測する

手法が開発されている．これらとリーマン球面射影法を結び

つけることで，ソースが境界付近に集中している場合に，局

所的な境界データからソースを推定する手法の確立が期待さ

れる．

5. 結論

本稿では，3次元ポアソン方程式の点ソース同定逆問題に

おいて，ソース個数，位置，強さを境界データにより陽に表

現するアルゴリズムを示した．ポテンシャルの多重極展開に

おいて，扇球成分，および n = m+1の縞球成分を用いると



xy-平面に射影したソース位置に関する代数方程式が得られ，

一方多重極係数の無限級数を用いるとリーマン球面に射影し

たソース位置に関する代数方程式が得られる．両射影におい

て同一の手法，すなわち 1) ソース個数 N を多重極係数から

成るハンケル行列の首座小行列式より推定し，2) 両射影の

射影位置を，N 次方程式の根により求め，3) ソース強さを

射影位置と多重極係数より求め，4) ソース位置の第 3 成分

を射影位置，ソース強さ，および多重極係数から求める，と

いう手法を適用する．xy-平面への射影は，ソースが領域内

で比較的一様に分布している場合精度良く推定するのに対

し，リーマン球面射影法は，ソースが表面付近に集中してい

る場合に精度良く推定できることを数値例により示した．
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Fig. 2 When the true sources (•) are relatively scat-

tered, the xy-plane projection method estimates the sources

more accurately (×) than the Riemann sphere projection
method (◦). Σ: Riemann sphere. Π: Extended com-

plex plane. N = 3 at S1(0.25, 0.15, 0.75), S2(−0.2, 0.3, 0.3),
S3(−0.25,−0.15, 0.55). q1 = 0.5, q2 = −0.3, q3 = −0.2.

Fig. 3 When the true sources (•) are relatively con-

centrated around the north pole N(0, 0, 1), the Rie-

mann sphere projection method estimates the sources

more accurately (◦) than the xy-plane projection method
(×)．N = 3 at S1(0.1, 0.1, 0.9), S2(−0.05, 0.1, 0.925),
S3(−0.05,−0.1, 0.875). The source strength is the same as
in Fig.2．


