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As the fourth report of a series of studies on the application of the computing point analysis method (CPM) to 
multiple region problems, we here consider an unknown internal boundary problem in a combination of a few 
subdomains each governed by linear and nonlinear equations. The internal boundary is supposed to be given by a 
certain specified condition. Search of the unknown internal boundary is performed in an iterative manner from an 
initially assumed one. Two distinct schemes are tried and compared. Some numerical examples are shown to 
illustrate the schemes and their availability.  
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１ はじめに 
 
 材料力学あるいは構造力学における弾塑性問題は，弾性

領域すなわち線形支配方程式領域と，塑性領域すなわち非

線形支配方程式領域の混在する問題の典型例である．しか

もこれらの境界はあらかじめわかっていない．この問題を

境界要素法によって解くとき，２つの困難が生じる．すな

わち，通常の境界要素法によれば非線形解析は，境界の離

散化だけでは行えず，何らかの領域の分割が必要になるこ

とと，両者の境界が未知であることである．したがって，

この２点を解決することが必要になる． 
  境界だけの要素分割により非線形問題を解析する方法

である「計算点解析法」1-3)は，非線形項を含め非同次項を

座標に関する多項式で近似的に表示することから出発す

る．これと基本解の積の領域積分は相反定理を用いて境界

積分に変換される．多項式の未知係数は，計算点と呼ばれ

る内部点と境界選点の一部である境界計算点において非

同次項が満たす条件によって，最小 2 乗法を用いて決定さ

れる．解の決定にはあらかじめ仮定した未知関数の値から

反復計算を行う必要がある.すでにいくつかの基本的問題

でその有効性が示された． 
この方法を，線形領域と非線形領域が結合された多重領

域に適用する方法を前報 3,4)で示した．内部境界では外部

境界と違って具体的に境界条件が指定されないので，適当

に仮定した値から始め，収束値を得るまで計算を繰り返さ

なければならない．これらは適切に作動することが例題の

計算によって実証された．もちろん非線形領域では，計算

点法による反復計算が別個に行われている． 
 本研究では，これらの研究に引き続いて，ある条件のも

とで支配方程式が異なる２つの領域，一方は線形であり他

方は非線形，が決まる未知内部境界の問題の扱い方を調べ

る．なお，以下では２次元調和作用素に関する問題につい

て考えるものとする．これはとりもなおさず，冒頭に述べ

た弾塑性問題等への，境界要素法の有効適用のための基本

的検討として位置づけられるものである． 
 
２ 未知内部境界の多領域問題における計算点解析法 
 
 多領域問題の境界要素法による解析は，内部境界におけ

る条件が未知関数の値で直接に与えられないので，未知関

数とその境界導関数を全体の離散化代数方程式から消去

する方法がもっともプリミティブである．しかしながら，

領域が多数ある場合や，内部境界が複雑に配置された場合

には上記のような消去をするよりも，個々の部分領域にお

ける解析を独立に行って，内部境界での条件すなわち，適

合条件と連続条件を満足させるほうが一般性を持つとい

える．内部境界があらかじめ定められている場合と，これ

が未知の場合について，扱い方を以下に検討する． 
 2 領域からなる場合にはこの解析法は次のようになる

(Fig. 1)．部分領域 および における支配方程式は２

階の偏微分方程式であり，それぞれ 
1Ω 2Ω

 

0)(
0)(

2

1

=
=

vF
uF

             (1) 

 
とする．なおこれらの支配方程式は線形あるいは非線形で

あってもかまわない．非線形であればその部分領域での解

析には，計算点解析法が用いられる．u はそれぞれの領

域での未知関数である．内部境界での条件は次のように与

えられる．  
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は各部分領域における未知関数 u の外向き法線 方向v, n



の導関数である． 
（１）内部境界があらかじめ与えられている場合： 
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４）上記の結果から，領域 の内部境界の条件(ここで

は

2Ω
v v I= )を満たす位置を，線形内挿によって決定す

る．s および 番目の計算における結果，内部境

界の位置を および とす

れば，変更後の内部境界の位置はつぎのように与え
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    この位置が反復計算で仮定された内部境界に十分 
    近ければ，目的とする結果が得られたと解釈する． 
    そうでなければ，次に進む．式（６）の係数 は必 β
    要に応じて用いられる． 
５）新たに決定された内部境界について解を求め，２）

に戻り，計算を繰り返す． 
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Prescribed internal boundary
１）あらかじめ適当に領域を分割し，内部境界の条件を

用いずに解を求める． 
２）つづいて，内部境界の位置を だけ変えて解を求∆d 
Unknown internal boundary
roblem. 
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が得られるまで続

れていない場合： 
決められている場

の分布あるいはそ

問題では，適当に

この位置を変えな

ればならない．こ
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る． 
る条件 (ここでは

域 の内部境界上2Ω

だけ変えて，2)と

める.これらの結果得られる内部境界上の と が

一致することは当然であるが，それらは指定された

条件を満たさない． 

u v

３）上記の 2 つの結果から，内部境界の条件を満たす位

置を，線形内挿によって決定する．その決定式は上

記の方法１の場合と同じである．この位置が反復計

算で仮定された内部境界に十分近ければ，目的とす

る結果が得られたと解釈する．そうでなければ，次

に進む． 
４）新たに決定された内部境界について解を求め，２）

に戻り，計算を繰り返す． 

 

３ 例題とその検討 

 

 線形領域 と非線形領域Ω からなる 2 次元問題を考

える．線形領域は内部境界を含め，境界要素による離散化

を行う．非線形領域は境界要素による離散化以外に，いく

つかの内部点を計算点として配置する．そのもとになる配

置は Fig. 2に示される．内部境界が移動することによって，

個々の部分領域は変形するが，境界要素数および内部計算

点数は変更せずに，関連してそれらの配置を変えるものと

する． 
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Fig. 2  Boundary discretization and internal computing points. 
 

 
 

  境界要素数は基本図形の各辺に 10，境界計算点は各辺

に 6，内部計算点は４ないしは 9個とした．境界要素は線
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形要素とし，かど点は２重節点としている．さらに，以下

の例題では，内部境界の移動は 軸方向に限定した（ は

軸方向のベ移動量であり，以下では ∆ ）．式（４）

の係数は従来の経験からα = ととり，また式（６）の

係数は とおいて計算を実行した． 
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（１）例題１(Fig. 3)：それぞれの部分領域における支配

方程式は次のように与えられるものとする： 
 

                 (7) )1(  0),(  : 21 ≤=∇Ω uyxu

)1(  012),( : 22 ≥=+∇Ω vvyxv      (8) 
 
すなわち，未知関数の値が１より大きいか，小さいかによ

って支配方程式が変わり，内部境界の上では未知関数の値

は１となる．外部境界における指定境界条件は， 
 

上下の境界辺では  0or  0 == pq
領域の左側面で  3−=u
領域の右側面で  16=v

 

 ここで考える問題は簡単のために，y 方向に関数が変化

しないように仮定されているので，内部境界は 方向にだ

け移動する．すなわち，Fig. 3 の 

x
e をあらかじめ仮定して，

上記の計算スキームを用いる．あらかじめ仮定する内部境

界を種々にとり，方法1で計算を行った結果を Fig. 4 (a’’’)，
方法 2で計算を行った結果を Fig. 4 (b’’’)に示す．図に示さ

れるように，仮定するeの値によらず，妥当な結果を得る

ことができる．なお，方法 1 では線形領域 の内部境界

では常に = 1 と仮定しているので，非線形領域 の計

算が完了すれば 1 度の反復スキームが終わる．他方，方法

2 では，あらかじめ仮定した内部境界上の あるいは を

収束計算するので，1 度の反復スキームにサブ反復スキー

ムが必要となる．この結果，計算時間は方法 1 の方が大幅

に軽減される． 
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Fig. 3  Example problem 1. 
 

 
（２）例題２（Fig. 5）：それぞれの部分領域における支配

方程式は次のように与えられるものとする： 
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ここで は座標の関数であって，つぎのように与えられる

（ は定数）： 
λ

a b,
 
λ = + +a b x y( )2 2 1 2

   

上下の境界辺では  0or  0 == pq
領域の左側面で  u = 0
領域の右側面で  v =100

 

  例題１では２種類の方法を用いた未知内部境界の決定

法を示したが，いずれの方法でも収束解を得られることが

わかったので，効率のより高い方法１だけを利用すること 
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Fig. 4  Iterations (a), (b) for different . e
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g. 5  Example problem 2. 
 

問題では，内部境界は縦方向に変化する

置はそれを構成する個々の節点の動き

れる．内部境界の初期仮定は 座標のあ

線とした．これを種々の位置eに仮定し

り返した結果を Fig. 6,に示す．いずれの

ずかの反復回数により設定した問題の

に到達できることがわかる．内部境界が

での収束状況を Fig. 7に表示した．なお，

ての節点の動きが十分小さくなったこ

． 
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Fig. 6  Iterative process of unknown internal boundary. 
 
５ まとめ 
 
 本研究では，多領域問題に対する計算点解析法の適用に

おいて，解析対象の全体領域が線形部分領域と非線形部分

領域で結合され，それらの領域での支配方程式が異なるだ

けでなく，両者を区別する内部境界に位置があらかじめ分 

      
Fig. 7  Convergence of bottom node . 

 
かっていない問題を取り上げた．内部境界を決定するため

に，あらかじめ適当に仮定した位置から徐々に移動させ，

与えられた内部境界の条件を満たす位置に最終的に収束 
させる方法を示した．簡単な例題で，方法の妥当性が明ら

かにされた． 
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