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Computing Point Analysis scheme in the Boundary Element Method, proposed earlier by one of the present authors, 
is applied to stationally thermal conduction problem in functionally gradient material (FGM). Thermal conductivity 
in the FGM varies in order to fit its utility. Thus the governing equation for its thermal conduction is written by the 
Poisson equation in terms of temperature with the inhomogeneous term including temperature derivative with 
respect to the coordinates. The computing point method can solve the above-mentioned problem and is shown by 
some numerical examples. 
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１. はじめに 
 
著者らは，非線形あるいは非同次問題を境界だけ

の離散化によって解析する境界要素法の「計算点解

析法(Computing Point Method)」(3)～(6)と名づける方法

を提案した．この方法は，従来このための方法とし

て知られていた「二重相反法(DRM)」(1)あるいは「多

重相反法(MRM)」(2)とは違ったもので，構成される

方程式が特異にならない特徴をもっている．種々の

非線形問題に適用して，その有効性が示された． 
 傾斜機能材料(FGM)の定常熱伝導問題は，非同次
項に未知数の導関数を含む微分方程式で表される．

DRMでこのような問題を扱う方法はすでに示され
ており，FGMの熱伝導問題は田中ら(7),(8)が解析して

いる．本研究では計算点解析法を同様な問題に適用

して検討する． 
 

２. 計算点解析法の概要 

 

方法の詳細は文献(3)～(6)に示されているので，ここ

では概要を説明する．２次元領域 （その境界を

とする）においてつぎの非線形 Poisson 方程式を考
える． 
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ここで，uは未知関数，bは非同次項であって，未

知関数とその導関数を含むものとする．Laplace 方
程式の基本解を用いて，式(2.1)を積分方程式に変換
すれば，bと基本解の積が領域積分として現われる．
この領域積分は，bを次のように近似し，相反定理
を適用することにより，境界積分に変換される． 
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ここで，r は に関する４次までの完全多項式の

各項，すなわち1 をとるものとする．

複雑な関数のふるまいについては，領域を部分領域

に分けて，これらごとにこのような近似を用いる． 
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 境界Γに 個の境界要素をとり，境界積分方程式

を離散化し，n個の境界選点について次の方程式系
を得る． 

n
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同様に，m個の内部選点について，積分方程式を離
散化した式を得る．  
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式(2.3)，(2.4)においてu は，境界選点上のu',, uq q,



および内部選点上の u のベクトルである
( : uの外向き法線ν 方向の導関数)．
は のベクトルであり，H はそれ

らの係数行列である．  
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 個の境界選点のうちの n 個の境界計算点(BCP
と略記)を取り， 個の内部選点を内部計算点(ICP

と略記)として取る．式(2.2)により，計算点 におけ
る の値 について，次のように近似することがで

きる． 
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 次に は の関数として与えられてい

るから，b を の関数で表すために，uを座標の
多項式によって近似する． 
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ここで，r は式(2.2)と同様，４次までの完全多項式
の各項とする．式(2.6)を微分すれば，uの導関数が
求められる．計算点 iにおいて，u は次のようにな
る． 
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一方，式(2.3)，(2.4)および境界条件により，各境界・
内部計算点 における の値 は，c の関数で表す
ことができる．c を含む項と含まない項とに分けて
表せば，形式的に次の式が成り立つ． 
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したがって，式(2.7)と(2.8)により 

j
iuc +0'

           (2.9) 

各境界・内部計算点ごとに成り立つ式(2.9)をまとめ
れば，m 個の式が得られる（ただし，特異性を

回避するために， nm + は 15 以上にしなければな
らない）．これらの式について，最小２乗法を用い

れば，次の式が成り立つ． 
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ここで，上記ベクトルと行列の成分は次のようにな

る． 
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式(2.10)により，c をcで表すことができる．した
がって，uおよびuの導関数は の関数として表せ
る．このようにして，計算点 における は，次の

ように の関数として表された． 
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式(2.5)，(2.12)から，c について次の式が成り立つ． j
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 各境界・内部計算点ごとに成り立つ式(2.12)をま
とめれば， n+m 個の式が得られる．ψ の２乗

和を最小にすることにより，c を決める．それを式
(2.3)，(2.4)に代入すれば，境界・内部未知量の値を
得る．計算点解析法の１つの長所は，すべての境

界・内部選点に関する大きい方程式系を用いずに，

を

)( ji c

j

jc nm + 個の計算点だけで決定することにある． 
 
３. FGMの熱伝導問題 
 

FGMの定常熱伝導問題の支配方程式は次のよう
に与えられる． 

 
0)( =∇∇ uλ                  (3.1) 

 
ここで，λは熱伝導率であり，FGM では場所の関
数となる．またuは温度である．式(3.1)を変形する
と次のようになる． 
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したがって，2次元問題であれば， 
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を非同次項とする Poisson方程式で表される．なお
上式は未知数 の導関数を含むものである． u
 
４. 計算例 
 
ここでは２つの計算例を取り上げ，解析法を検討



する．なお以下ではすべて無次元量として扱うもの

とする． 
 
＜例題 1＞ が 方向の関数の場合 λ x
 Fig. 1のような正方形領域Ωの問題を考える．こ
こでは熱伝導率は 方向に線形に変化するものとし，

とおく．e を 80と固定し，d を-20，
-100として解析を行う． 

x
xde 11 +=λ 1 1

1e =80, =-20のとき，式(3.2)の解析解はつぎの
ようになる． 

1d
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また， =80, =-100 のとき，解析解はつぎのよ
うになる． 
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境界要素としては直線で表される線形要素を用い，

各辺ごとに 10 個の要素によって離散化する(合計境

界要素数 =40)．境界計算点(BCP)は等間隔に 20 点

(

n
n =20)とし，内部計算点(ICP)は 5,9 点( =5,9)
とした．Fig. 2 に境界節点および内部計算点の配置
を示す． 

m

上記の計算条件で，得られた結果を Fig. 3,4,5に示
す．Fig. 3の横軸は領域 において =0のときの
座標である．また Fig. 4 の横軸は領域 において

=0のときの 座標，Fig. 5の横軸は =0.5のとき
の 座標である．図に厳密解と比較されているよう

に，mは大きな影響を与えずに，妥当な結果を得る
ことがわかる． 
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＜例題 2＞ が半径方向の関数の場合 λ
軸対称なリングの問題を扱うために，リングの一

部分，すなわち Fig.6のような領域 の問題を考え

る．ここではλ  (

Ω

rde 22 += 2y+= 2xr ) とお
き，e =125, =-250として解析を行う．内外周のu
を 300,150とすれば，式(3.2)の解析解はつぎのよう 
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Fig. 1   Example 1 

 

20BCP 5ICP 9ICP

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2  Boundary computing points 
         and internal computing points 
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Fig. 3  Result of  u
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 4  Result of  at  q 0=x
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になる． 
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境界要素としては直線で表される線形要素を用い，

各辺ごとに 4,10,20 個の要素によって離散化する

(合計境界要素数 =16,40,80)．境界計算点(BCP)は

それぞれ等間隔に 8,20,40 点(

n
n =8,20,40)とし，内

部計算点(ICP)は 9 点( =9)とした．Fig. 7に境界節
点および内部計算点の配置を示す． 

m

上記の計算条件で，得られた結果を Fig. 8に示す．
なお，境界要素数と境界計算点をそれぞれ 3種類と
っているが，図上ではこれらによる結果の違いは区

別できない．Fig. 8の横軸は領域 において =0の
ときの 座標である．図に厳密解と比較されている

ように，この場合においても例題 1と同様，妥当な
結果を得ることができる． 
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Fig. 6   Example 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 7  Boundary computing points 
               and internal computing points 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 8  Result of  u
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５. まとめ 

 

 本研究では，計算点解析法を傾斜機能材料の熱伝

導問題に適用し，未知数の導関数を非同次項に含む

問題において，方法が有効であることを確認した．

ここで扱う問題は熱伝導率が線形に変化する場合で

あるが，より複雑に変化する場合への応用も原理的

には同様に可能である．  
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