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Convective heat transfer in incompressible laminar 
ow is numerically studied. Special

attention is paid to convection-dominated heat transfer. A scheme for discretization

of convection terms of both convection-di�usion and momentum equations, VONOS,

is implemented, which is non-oscillatory, peak-preserving, mass-conservative and less

di�usive. Two-dimensional convective heat transfer downstream of a backward-facing

step for various Prandtl numbers is solved. Even in the range of high Prandtl numbers

(102 - 103) and high Peclet numbers (104 - 105), numerical solution of high resolution is

successfully obtained with moderately �ne grids.
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1 序論

対流熱伝達は様々な工学分野において重要な応用

を持つ現象である．例えば近年、コンピュータなど

の電子機器には、その小型化のために構成部品のよ

り密な実装が求められているが、それらの部品から

発生する熱の除去法として、強制対流熱伝達による

方法が簡便で効率的な方法として研究されている [1]．

強制対流熱伝達を特徴づけるパラメータはレイノル

ズ数Re、プラントル数 Prおよびそれらの積である

ペクレ数 Peである．対流熱伝達において、対流優

位である、すなわち高Re数の場合および高 Pr数流

体の場合、Peは大きくなり、対流熱伝達の支配方程

式である対流拡散方程式において対流項が拡散項に

比べて支配的になる．

一般に対流拡散方程式の対流項の離散化スキー

ムは次のような性質が求められる．(1) 数値解の安

定性、(2) 数値解が非現実的な振動を引き起こさな

い (non-oscillatory)、(3)数値解の局所有界性 (peak-

preserving)、(4)数値拡散が小さい、(5)質量、エネ

ルギーの保存性．これらの中で特に熱伝達が対流優

位の場合には、数値拡散による見かけ上の熱伝導が本

来の熱伝導と比べて無視できなくなることがあるた

め、数値拡散が小さいスキームが必要とされている．

本論文ではこのような対流優位な熱伝達の場合に

も有効な対流拡散方程式の数値解析法を実現するた

めに、non-oscillatoryで peak-preservingかつ数値拡

散が小さい対流項の離散化スキーム [2]を導入する．

この方法で、広い範囲の Pr 数の流体による対流熱

伝達を解析し、そのパフォーマンスを検討する．



2 定式化

非圧縮性流体中の対流熱伝達の無次元化された支

配方程式は、

div u = 0 (1)

@u

@t
+ u � grad u = �grad p+

1

Re
�u+ f (2)

@T

@t
+ u � grad T =

1

Pe
�T (3)

と書かれる。ここで、u; f; T はそれぞれ速度ベクト

ル、外力、温度である．

本研究では (3)の対流拡散方程式の高精度な解析

法を確立するために、序論で述べたような望ましい

性質をもつ対流項の離散化スキームを導入する．そ

の準備として、スキームの局所有界性を考える．離散

化スキームは次の性質をもつとき、局所有界性をも

つという（ここでは１次元の場合について述べる）．

「離散化スキームを用いてグリッド Iで定義された

物理量 �I を新たに計算または更新するためには（グ

リッド I の近傍の）いくつかのグリッドで定義され

た �j(複数個)が用いられる．これらの �j に対して

min�j � �I � max�j (4)

が成り立つ、すなわち、I の周辺での局所的最大値

最小値を超えない．」

次にコントロールボリュームを用いた離散化で得

られる対流スキームの局所有界性を考える．今考え

るコントロールボリュームは Fig.1に示したような

連続する４個のコントロールボリュームのセルであ

る．i番目のセルの中心も iと参照することにする．

またセル界面を i� (1=2) = i� 1+ (1=2); i+(1=2);

i+1 i+2i-1 i

i+1 i+2i-1 i

cf

cf

up2 up1 dn1

dn1 up1 up2

ucf

ucf

Fig.1 De�nitions of grid indices

i + (3=2) = i + 1 + (1=2) で参照する．セル中心

i、セル界面 i+(1/2)における物理量 �をそれぞれ

�i; �i+(1=2) で表す．スカラー量（本論文では温度）

はセル中心で定義されており、対流項の離散化に際

して、何らかの方法でセル界面でのスカラー量の値

を定める必要がある．ここでは、i+ (1=2)での値を

定めることを考える．この界面を cf と名付ける (cf

は cell faceの略)．ベクトル量である速度はセル界面

上で定義されており、例えば ui+(1=2) = ucf は既知

である．ここで記述を統一的にするために添字に次

のような別名をつける (Fig.1参照)．

ucf > 0のとき、
8><
>:

up1 = i

up2 = i� 1

dn1 = i+ 1

ucf < 0のとき、
8><
>:

up1 = i+ 1

up2 = i+ 2

dn1 = i

局所有界性の条件は normalized variable

�̂` =
�` � �up2
�dn1 � �up2

` = cf; up1; dn1 (5)

を用いて次のように表される [3]．
8><
>:

�̂cf = �̂up1 if �̂up1 � 0

�̂up1 � �̂cf � 1 if 0 < �̂up1 < 1

�̂cf = �̂up1 if �̂up1 � 1

(6)

この条件を満足するスキームとして、Varonosらは次

のハイブリッドスキームを定義し、VONOS(variable-

order non-oscillatory scheme)と名付けた [2]．なお、

ここでは一様なグリッドに対する場合を示した．

�̂cf =

8>>>>>><
>>>>>>:
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3
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3
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1
2

3
2 �̂up1 if 1
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2
3

1 if 2
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(7)

本論文では方程式 (1),(2),(3)の離散化に、対流項に

はこの VONOSを、その他の項には中心差分を用い

た．また、時間積分には Euler陽解法を用いた．流れ

の方程式 (1),(2)を解くアルゴリズムには fractional

step 法 [4]

u
� � u

n

�t
+ u

n � grad un =
1

Re
�un (8)



u
n+1 � u

�

�t
= �grad pn+1 (9)

div un+1 = 0 (10)

�pn+1 = div u�=�t (11)

を用いた．ここで f = 0とした．また、nは時間ス

テップである．このアルゴリズムの概略は次の通り

である．式 (8)から div u� が求まり、式 (11)から

pn+1が求められる．次に式 (9)から u
n+1が求めら

れる．圧力 pに関する Poisson方程式 (11)の解法に

は SORを用いた．

3 数値解析例

3.1 バックステップ流れ中の熱伝達

前節で述べた方法で、２次元非圧縮性流体のバック

ステップ流れにおける対流熱伝達の解析を行った．解

析領域は [5]で取りあげられた領域と同じとし、Fig.2

に示した．ステップの高さ BCを hとし、流入部の

高さ FAは 2hとした．すなわち、ステップ部の拡大

比 (Expansion Ratio)は 2h+h=2h = 1:5である．流

入部からステップまでの長さABは 5hとした．この

間に、流入した流れは十分発達する．また、ステッ

プから流出部までの長さ CDは 15hとした．流出部

で流れはやはり十分発達しており、流出部の流れは

ステップの後方にできる循環流部分に影響を与えな

い (Fig3参照)．
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Fig.2 Computational domain

ここでは、[5]で取りあげられているレイノルズ数

Re = h�u=� = 100の場合の流れを解析した．ここで

u = (u; v)、�uは流入部 FAにおける水平方向の平均

流速、�は流体の動粘性係数である．

境界条件として、流れに関しては、流入部FAでは

発達した流れ（uは放物線状の速度分布．Re = 100

となるように �uを定めた．また、v = 0である）とし、

流出部 DEでは自由流出、その他の境界は noslipと

した．温度については、FAで T = 0、CDで T = 1

とし、その他の境界では、

@T

@n
= 0 (12)

とした．

初期条件は領域全体で

u = v = 0; T = 0 at t = 0 (13)

とした．

領域の離散化は、x方向、y方向それぞれについて

一様とした．コントロールボリュームのサイズはす

べて �x = h=8;�y = h=16とした。また、時間ス

テップは �t = h=256とした。

3.2 流れの解析結果

Fig.3は上述の条件のもとで解かれた定常に達した

速度の分布を示したものである．CDの中央付近に示

した三角形は reattachment point(Bからでる流線が

CDと出会う点)を示している．Cから reattachment

pointまでの距離は約 6:2hである．これは [5]に示さ

れた解析の結果 (約 6:3h)および [6]で報告されてい

る実験結果 (6h)と一致している．

Fig.3 Velocity �eld and reattachment point. Re = 100
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Fig.4 Velocity �eld around circulating region
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Fig.5 Temperature contours for Pr= 0.7, 10, 100, 1000, Re= 100



Fig.4はステップ後部の循環流の構造を捉え易くす

るためにこの部分を拡大して示したもので、ステッ

プから下流方向に 7hまでの領域を示してある．この

部分の流れの循環やよどみが熱伝達を特徴づけるこ

とになり、多くの応用で重要となっている．

3.3 対流熱伝達の解析結果

x3.2で得られた速度場 (Re = 100)における対流熱

伝達の解析を行った．Pr数は Pr=0.7, 10, 100, 500,

1000(Pe=70, 1000, 10000, 50000, 100000)とした．

Pr = 0:7は数値解析が特に困難な場合ではないが、

よく用いられる流体である空気の場合であるので代

表的なケースとして取りあげた．

Fig.5に定常に達した温度場の等高線を示した．等

高線は T = 0から T = 1まで 0.1間隔に示した．な

お、数値解は境界条件から決まる温度の上限 T = 1

下限 T = 0を超えることはなかった．

Pr = 0:7と Pr = 10の場合、T = 0:1の等高線

（点 Bからでる等高線のうち一番上にある）が、ス

テップの下流の領域で盛りあがっている．これはこ

の程度の Pr 数の範囲では熱伝導が対流熱伝達に対

して支配的あるいは同程度であることを示している．

この Pr 数の範囲では対流スキームの数値拡散の影

響は目立つことはなく、スキームの違いによる数値

解の差異はほとんど見られない．

Pr � 100では対流熱伝達が支配的になり、流れ

のパターンが等高線の形状からも読み取れるように

なっている．この Pr数の範囲では Pr数が大きくな

るにつれ、数値拡散の大小が解に反映され始め、そ

の違いが等温線の分布からも見て取れるようになっ

てくる．Pr = 1000の場合、本解析では点 Bから下

流に向かっての等温線の突き出しは非常に小さいが、

K-K schemeを用いた解析では下流に向かって大き

く突き出した解が得られる [5]．Pr = 500の場合には

本解析でも、この突き出しが見られる．Pr = 500の

場合は Pr = 1000の場合に比べると熱伝導の寄与が

大きく、この突き出しは熱伝導（拡散項）が大きく

なるにつれて大きくなる．したがって、K-K scheme

を用いて得られる解は熱伝導を大きく評価しすぎて

いる、すなわち数値拡散が VONOSに比べて大きい

と考えられる．

Fig.6はステップ下流部底面CDにおける局所ヌッ

セルト数、

Nu = �
@T

@y

����
y=0

h=�T (14)

の分布を示したものである．ここで �T は CDの境

界温度 T = 1と FAの境界温度 T = 0の差である．

Nu数はいずれの場合にも Cから下流に 6hのあた

り（すなわち reattachment pointの付近）で最大と

なる．それは特に Pr � 100のとき顕著であり、こ

のような高 Pr 数の範囲では、対流（循環流）が壁

面 CDでの熱伝達に強く影響を与えていることがわ

かる．
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10 -1 10 0 10 1 10 2 10 3 10 4
10 0

10 1

Pr

N
u

m
a

x

slope=0.393

Fig.7 Maximum Nu versus Pr



Fig.7は各 Pr数に対する局所Nu数の最大値の変

化を示したものである．図中の slope=0.393は Prと

Numaxの間に

Numax / Prn; n = 0:393 (15)

の関係があることを表している．対流熱伝達におけ

る (15)のような Numaxと Prのべきの比例関係は

様々な場合について報告されているが、本解析の数

値解でもこの関係が 0:7 � Pr � 1000の範囲でよく

成り立っていることがわかる．

これらのことから、ここで取りあげた 100 � Pr �

1000の場合のような対流が支配的な熱伝達の場合に、

本解析方法は従来の高次の風上スキームよりも数値

拡散の影響を受けにくい有用な方法である言える．

4 結論

本論文では、広い範囲の Pr数の流体における対流

熱伝達を解析するために、高精度で non-oscillatory、

peak-preservingかつ数値拡散が小さい対流項の離散

化スキーム (VONOS)を導入した．

この方法を用いて１つの代表的な熱伝達問題であ

る２次元バックステップ流れにおける熱伝達問題を

広い範囲の Pr 数 (0.7 - 1000)の場合について解析

した．

その結果、Pr � 10 (Pe � 1000)では、本方法

による解析結果は高次の風上法 (K-K scheme など)

による対流項の離散化によるものと変わらなかった．

一方、Pr � 100 (Pe � 10000)では、風上法が数値

拡散の影響と思われる温度分布が得られるのに対し

て、本方法では数値拡散の影響は小さく、解の振動

やオーバーシュート、アンダーシュートを引き起こ

すことなく大きな温度勾配も再現できることが示さ

れた．

本方法は高 Pe数（高 Schmidt数）という条件が

より厳しいものとなる対流物質移動解析に対しても

有効であると考えられる．
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