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境界領域要素法による弾性板の自由振動解析システム
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Free Vibration Analysis System of Elastic Plates Using Boundary-Domain Element Method 

M11'l!lt11k-11 TANAKA, Toshiro MATSUMOTO, Akira SHIOZAKI, and Keiji YAMAMOTO 

This paper is concerned with the boundary-domain element method used for the analysis of free 

vibration of thin elastic plates. The fundamental sol暉onof the biharmonic operator is used for the derivation of 

the in記gral equation formulation. The in記gral equations for the deflection and the rotation are so regularized 

that all integrals can be evaluated by the standard Gaussian quadrature. The resulting integral equations are 

discretized by means of the boundary-domain element method. The system of equations includes the nodal 

unknowns on the boundary and those of displacement in the inner domain. Elimination of the unknowns except 

for nodal displacements can lead us to the eigenvalue equations. Nwnerical analysis is carried out for several 

examples and the computational properties of the proposed method are investigated in detail, whereby its 

usefulness is demonstrated. 
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1. 緒言

機械構造物などの動特性を調べる振動解析は，動的設

計の手段として重要である．本研究では，主要な構造要

素である弾性板の曲げ自由振動解析に対する解析システ

ムを開発した．

境界要素法の定式化に必要となる，この問題の厳密基

本解は，変形Bessel関数とその導関数を用いて表され(I)'

きわめて複雑である．また振動数が基本解の中に陰的に

含まれており，自由振動解析が容易ではない．すなわち，

未知の振動数を少しずつ変化させて係数マトリクスの行
列式を零とする振動数を捜し出す方法に頼るほかない．

しかも，同じ境界条件に対しても振動数を変化させるた

びに係数マトリクスを計算し直さなければならず，境界

だけで離散化できるにもかかわらず効率が悪い(2)(3).

そこで本研究では，境界領域要素法による定式化を提

案する (4)·-(8)0 弾性板の静的曲げ問題の基本解を用いて

積分方程式を導出する．さらにこの積分方程式中のすベ

ての積分を通常のGaussの数値積分公式で評価できる
ォーダーまで正則化する．，この正則化された積分方程式

を，高次の境界要素と領域要素により離散化する解析法
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について述べる．この定式化と解法では，周波数が方程

式系の係数マトリクスに陽的に含まれることになり， 自

由振動問題が代数固有値問題に帰着されるので，標準サ

プルーチンによる解析が可能となる．

本定式化に基づいて開発した自由振動解析システムを

用いて，いくつかの例題について振動解析を行い，その

有効性について検討する．

2. 解析手法

均質等方性材料からなる一様な板厚の弾性板に，座標

系を定義すると，自由曲げ振動問題に対する支配微分方

程式は次式のように表わされる（り）-(14). 

a袖
DV4w+ph-=0 

み2

(I) 

ここで， w(x,t) は点 x, 時刻 tにおける弾性板のたわみ，

pは密度， hは板厚，▽・は重調和作用素を表す．またDは

曲げ剛性を表し，縦弾性係数(Young率）E, Poisson比v,

板厚hと次式で関係づけられる．

Eh3 
D=  
12(1-v2) 

〒380 長野市若里500,

〒380 長野市若里500,

〒 380 長野市若里500,

T旦 0262-26-4101

TEL 0262-26-4101 

T旦 0262-26-4101

(2) 

ー 7-



角振動数を 0とし，たわみを w(x,t)= W(x)ei邸とおく

と，式(1) よりたわみの時間に依存しない部分W(x)に関

する微分方程式が次のように得られる．

DV4W(x)-ro2 phW(x) = 0 (3) 

上式が本論文で取り扱う自由曲げ振動問題の支配微分方

程式である．

さて，本研究では積分方程式の定式化に際して，式

(3)の重調和作用素，すなわち静的曲げ問題に対する基

本解を用いる．この基本解をw'" とすれば次の微分方程

式を満足する．

DV切"(x,y)=8(x-y) (4) 

ただし， y は弾性板内の 1 点であり，ソース点と呼ぶこ

とにする．また， 8(x-y) は Diracのデルタ関数である．

式(4) より， W'は次のように導かれる．

w*(x,y) 
1 2 =— r lnr, 

8冗D
r=lx-yl (5) 

式(5) の基本解を用いると，弾性坂内の 1 点のたわみ

と境界上の諸量および領域内のたわみとを関係づける積

分方程式が，次式のように得られる(15)(16).

W(y) = fr{W"(x,y)Vn(X) ー到(x,y)Mn(X)

+M沿，y)e土）ー巧(x,y)W(x)}dr 

Kc Kc 

-I[w" (x,y)Mn1(x) ]k心[Mぷx,y)W(x)]
k=l k=l 

ぶph!討(x,y)W(x)df2, ye .Q (6) 

上式で r, n はそれぞれ弾性板の境界および領域を表し，

L[ Dk は括弧内の関数値のかど点における不連続量の全

かど点数Kcに関する総和を表す．また en, Mn, Mnt, 

％はそれぞれ，境界の法線方向たわみ勾配，曲げモーメ

ント，ねじりモーメント，相当せん断力を表し，次式に

よりたわみWと関係づけられる．

洲
0戸ー＝児n;an 
Mn =-Dv~;;-D(l-v)~ij叩j

Mnr = -D(l-v)~ 心j

Qn =-Di+:w乃

Vn=Qn+ 
aM nt 
as 

(7) 

ただし， ni, ti はそれぞれ弾性板境界の単位法線ベクト

ル，単位接線ベクトルを表わす．また， Sはある点から

測った境界の弧長であり， ao位s=aり／みである．式(6)

に現われる基本解到， M:, M:, v: は炉に対して式
(7)で関係づけられ，その具体形は次式のようになる．
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Q; 1 み
=-

2冗ran
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ただし Kは点 xにおける境界の曲率である．

式(6)でソース点 y を境界に近づける極限をとると，た

わみの境界量に関する積分方程式が得られる．このとき，

基本解巧の特異性のオーダーが ljr であるから，巧に関

する積分はCauchyの主値の意味で評価しなければならな

ぃ．

また，このときかど点を除いてW, en, Mn, Vn とい

う 4 つの境界量を扱うことになる．そのうち 2 つが境界

条件として与えられるので，境界上の 1 点における未知

量は 2 つとなり，このままでは式が不足して問題を解く

ことができない．そこで通常は，たわみの境界量に関す

る積分方程式をソース点y における n(y)方向に微分した，

たわみ勾配の境界量に関する積分方程式をさらに組み合

わせて解析に用いる．この積分方程式は，たわみの境界

量に関する積分方程式を微分したために特異性が 1 階高

くなっており， o(l/r) と o(l/r2)の特異核，超特異核が存

在している. o(lf r) の特異核はCauchyの主値の意味で評

価しなければならない. o(l/r2)の超特異核に関しても，
たわみWの点 y におけるHolder連続性を仮定すると，や

はり Cauchyの主値のオーダーとなることがわかっている

(15). 前者のたわみの境界量に関する積分方程式は容易

に正則化することが可能であるが，後者のたわみ勾配に

関する積分方程式では高次要素による主値の評価は困難

である．そこで本研究では，文献(15)の静的曲げ問題解

析と同様の手続きにより，以下に示すように通常の積分

が可能なオーダーまで正則化された積分方程式を導出す

る．



まず，著者らが静的曲げ問題解析で示した正則化の方

法と同じ手続きによって，式(6)を次にように可積分の

ォーダーまで特異性を落とした形に正則化する．

fr[::v,-弘+M:e心{W-W(y))+M:誓］江
ー L[W'"Mnt]k +m2phfnかWdD=0 (9) 
k=l 

上式は，すべての積分を通常の意味で評価することがで

きる．

式(9)をソース点 yの座標で微分し，点 yで定義される

ベクト）レ n(y) を両辺に掛け，さらに静的曲げの問題解析

で示したのと同様に，通常の意味の積分が可能なオーダ
ーまで正則化すると，次式が得られる．

Ir[炉Vn-鉱＋況{en -~iy)nk} 

心{W-W(y)-rk叱(y)}+叫誓—w心）tk}]江
Kc 

-I阿Mnふ +m2phfnw*wdn= 0 (10) 
k=l 

ただし，

ao 
()=— ni(Y) 

みi
'(11) 

である．式(10)の積分も，すべて通常の意味の積分とし

て評価が可能である．

式(9), (10)の領域積分項には内部節点におけるたわみ

の未知量が含まれているので，さらに内部節点の数だけ

ソース点 yが領域内部にある場合の式(6)を必要とする．

式(6)において，巧に関する積分は内点 yが境界に近づ

いた極限においてCauchyの主値のオーダーとなる．そこ

でこれを避けるために，内部‘／一ス点 y から最も近い境

界上の点 XoのたわみW(x。)を用いて，式(6)を変形した次

のような積分方程式を用いる．

W(y) = JAw*vn -到Mn+M亙
＊洲

心{W-W(xo)}+Mnrー ]dr+ W(x0) 
み

+m2phf w*wdn-i[w*Mnr]k (12) 
!2 k=l 

3 式を境界領域要素を用いて離散化する (6)-(8)• この境

界領域要素法を用いて，境界条件を適用すると境界の未

知節点値と領域内部の領域内部の節点たわみに関する連
立代数方程式系が得られる．

まず，式(9), (10)でソース点を境界節点ごとにとり，

境界領域要素法により離散化して，境界条件を適用する

ことにより次式を得る．

Wr 
[A]{X}+[Aw ]{Wr}ふ[C B]い}= {O} (13) 

次に，式(12)でソース点を内部節点ごとにとり，同様に

離散化して境界条件を適用すると次式を得る．

[a]{刈 +[aw]{Wr }-{wり＋研c b]{ Wr Wi} = {O} (14) 

式(13), (14)で， {X} はたわみ以外の境界未知量ベク卜

ル， {wr}は境界上のたわみの未知量ベクトル，｛炉｝は

領域内部のたわみの未知量ベクトルを表す．また {O} は

零ベクトルを表し，その他はそれぞれのベクトルの係数

マトリクスを表している．式(13), (14)を連立させた連

立同次方程式系から代数固有値方程式を導<.

式(13)で，係数マトリクス [A] は（行数）~(列数）であ

る．そこで {X} を消去するために， [A] を正方マトリク

ス [Ai) とその他の部分 (A2] とに分割し，式(13)を次のよ

うな 2 式に分ける．

囚{X}+[A叫{wr}+研C1 Bi]似}= {O} (15) 

囚{X}+[Aw2]{Wr}+研C2 島］巳｝＝｛〇} (16) 

式(15) を {X} について解くと次のようになる．

{X}= ー[Ai) ―1[Aw1 o]戸｝ー研Ai] ―l[C1 B1位｝
(17) 

次に，式(14), (16)を組み合わせて次式を得る．

『:}x} + [~:2 一り]{~}+ ro2[~2 ; ]{~} = {O} 

(18) 

式(18)に式(17) を用いて整理すると次のようになる．

[R]{~} =砒[S]似｝ (19) 

Qいま o(l/r) としてふるまうが，上式を用いればQ: の擬 ただし，
似特異性を緩和することができる．上式が，自由曲げ振

動問題の内点のたわみに関する特異性を弱めた積分方程

式である．

これまでに導出した式(9), (10), (12)に現われるすベ

ての積分は，通常の意味で評価することができる．以上

-9-

[R] = [~2 JAd ー1[Aw1 0] -[~:2 一り］

[ S] = [~2 ; ]-[~2]い］ーl[C1 且］

(20) 

(21) 



式(19)より固有値面と固有ベクトル{wr w平が求めら
れる．

式(19)は，係数マトリクス [R] および [SJ に固有値を含＇

まない一般固有値問題となっており，既存の固有値解析
用のサブルーチンが利用できる．ただし，式(20), (21) 

で表される [RJおよび[SJはいずれも実非対称マトリクス
であることに注意する必要がある．

3. 解析例

本研究の定式化に基づき解析プログラムを開発した．

これを用いていくつかの例題の解析結果を示す．なお，

固有値解析のサブルーチンには，東京大学大型計算機セ

ンターの数値解析ライプラリプログラム NUMPACの

HEQRVDを利用した．ただし，このサブルーチンは実非

対称係数マトリクス [A] に対して [A]{X}= 入{X}の形をと

る標準固有値問題に対して提供されているので，ここで

は式(19)の両辺に [SJの逆行列を掛けた形で利用した．

3.1 長方形板モデル ここでは， Fig.I に示すよう

な外形a= l[m], b = 0.75[m], 板厚h=O.Ol[m]の全周単

純支持長方形板の解析結果を示す．板材の材料定数は

Fig.I に示す値とした．角振動数 (I) は無次元化して

入 =a((l)2ph/D炉として考える．要素分割は以下の 2 通

りを考えた．

i) 境界要素 14, 内部セル要素 12, 節点 51

ii)境界要素 28, 内部セル要素 48, 節点 173

Fig.2に境界要素 28の場合の要素分割図を示す．

X2 

E = 2.0 X 1011[Pa] 
v=0.3 

p=7.8X 1叶廷l祠

Xt 

Unit: [m] 

Fig.I Simply-supported rectangular plate 

Fig.2 Boundary-domain element mesh with quadratic 

interpolations (24 boundary elements) 

Table 1 に第j番目の固有振動数の無次元パラメータの

計算値みとその解析解 I1 ooiおよび相対誤差

杓一勾I/勾を示す. Fig.3 には，ふ，,½, 入3および知：：
対応する固有モードを解析解(10)と比較して示す．図中，

シンボル（口）， (0) がそれぞれ境界要素14, 境界要素28

で要素分割した場合を示し，実線が解析解を示している．

Table 1からもわかるようにFig.3に示す 5 番目のモードぐ

らいまでであれば，どちらの要素分割でも精度良い解が

得られている．しかしTable 1から，より高次のモードで

は，粗い要素分割では急に計算精度が悪くなることがわ

かる．これに対し，細かい要素分割の場合には高次のモ
ードでも精度良い解が得られている. Fig.4に境界要素

28の要素分割で計算したときの， Fig.3(a)~ (d)に対応す

る固有モードの鳥諏図を示す．

Table 1 Eigenfrequencies for simply-supported 

rectangular plate 

i) 12 boundary elements 

入1 入2 'ｽ 入4 入5 入6

Analytical 5.236 7.551 8.947 10.314 10.472 12.610 

Present 5.241 7.576 9.006 10.367 10.425 12.145 

Error(%) 0.095 0.331 0.659 0.514 0.449 3.688 

ふ Ai 入3 A.4 入5 ｼ 

Analyli.cal 5.236 7.551 8.947 10.314 10.472 12.610 

Present 5.236 7.554 8.952 10.324 10.483 12.635 

Error(%) 0.000 0.040 0.056 0.097 0.105 0.198 

{
 

.ta 

ii) 24 boundary elements 

X
 I
 

(a) 1st mode 

x ー
(b)2ndmode 

-10-



X2 

X2 

(c) 3rd mode 

x ー
(d) 5th mode 

x ー

Fig.3 Eigenmodes of simply-supported rectangular plate 
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(c) 3rdmode 

0.00 

)`
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(( •• 

ー

1,

` 

(d) 5th mode 

Fig.4 Sketch for eigenmodes of simply-supported 

rectangular plate 

x ー

(a) lstmode 

3.2 円板モデル ここでは， Fig.5 に示すような半

径R = l[m], 板厚h= O.Ol[m]の全周固定円板の解析結果

を示す．板材の材料定数はFig.5に示す値とした．角振

動数叫まここでも無次元化して A= R(ro2ph/D)lf4 として

考え，要素分割は以下の 2 通りを考えた．

i) 境界要素 12, 内部セル要素 36, 節点 109

ii) 境界要素 20, 内部セル要素 100, 節点 301

Fig.6に境界要素 20の場合の要素分割図を示す．

0.00 

x 2 

o

o

 

•• ー
。

0.75 . 
1.00 

X 
1 

(b) 2ndmode 

E = 2.0x 1011[Pa] 

V=0.3 

p= 7.8 X 103[kg/m打

Unit: [m] 

Fig.5 Clamped circular plate 
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Fig.6 Boundary-domain element mesh with quadratic 

interpolations (20 boundary elements) 

Table2に第j番目の固有振動数の無次元パラメータの

計算値勾とその解析解勾 (10)および相対誤差

|冗パ11/えを示す．円板の場合も長方形板の場合と同様
に．粗い要素分割では急に計算精度が落ちており，細か

い要素分割の場合には，高次のモードでも精度良く計算

できることがわかる．

Table 2 Eigenfrequencies for clamped circular pl血

i) 12 boundary elements 

ふ ,ｽ A.3 入4 入5 入6

Analytical 3.196 4.611 5.906 6.306 7.144 7.799 

Present 3.195 4.617 5.944 6.321 7.250 7.905 

Error(%) 0.031 0.130 0.643 0.238 ).484 1.359 

ii) 24 boundary element 

ふ ~ 入3 入4 入5 入6

Analytical 3.196 4.611 S.906 6.306 7.144 7.799 

Present 3.196 4.612 5.910 6.308 7.160 7.811 

Error(%) 0.000 0.022 0.068 0.032 0.224 0.154 

4. 結言

弾性板の曲げ自由振動問題に対して，静的曲げの基本

解を用いて積分方程式を導いた．得られた積分方程式を

可積分のオーダーまで正則化することにより高次要素に

よる離散化を容易にし，この境界領域要素法による解析

法を示した．この定式化に基づいて開発されたプログラ

ムにより，いくつかの例題を解析し，本手法による解析

システムで精度良い解が得られることを確認した．
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