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境界要素法による低レイノルズ数の三次元非圧縮性粘性流体および磁場の連成解析の定式化

河村隆ニ

Formulation of Three-Dimensional Coupled Incompressible Viscous Flo胃 at Lo冒 Reynolds Nu置ber

and Magnetic Field Analysis by Boundary Element Method 

Ryuji KAWAMURA 

The three-di璽ensional vorticity and stream fllnction method(w-17> method) is applied to 

inco霞pressible viscous fluid problems at low Reynolds numbers by bo11ndary eleme.nt 薗ethod.

The strea置 function is governed by a simple Poisson equation and the vorticity equation 

is transient advection diffusion equation. The time integration of the fundamental solution 

has been performed in advection diff11sion. This w-17> 畔thod is coupled to magnetic problem 

冒 i th flo胃. The "'-If> -A 証thod is formulated for coupled three-di齢nsional inco重pressible

viscous fluid and magnetic field analysis. 
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Lo冒 Reynolds Nu• ber, Max冒ell Equation, Magneto-Hydoro Dyna璽ics

1 まえがき

Havier-Stokes 方程式により支配される非圧縮

性粘性流体解析は差分法、有限要素法により有効

性が発揮されている。しかしながらメッシュ数が

膨大なため計算時間が増大し、計算機の容量が小

さいとき簡易計算をする場合には難点がある。

そのため境界要素法にょり、三次元で非線形項を
右辺のソース項とする定式化がなされている (l)•

(I) 。二次元の場合流れ関数のポアッソンの方程

式と渦度輸送方程式を用いたHavier-Stokes方程

式の解法の定式化が行われ、移流項のない基本解

で近似し、簡単なモデルに対する流れに適用して

いる（●)。ー方Skerget等 (4) は三次元で流速と渦

度により定式化を行っている。先の論文で三次元

渦度および流れ関数 ("'-q,法）による定式化を

行い、戸高等が用いた例題を三次元化し、その

有効性を確かめた<•>。この方法は丁度流れ関数

は三次元ポアッソンの方程式に支配され、渦度

移動方程式は三次元移流拡散方程式に相当してお

り、後者の場合三次元Navier-Stokes方程式と連

続の式から導出され、さきの移流拡散方程式の基

本解の時間積分＂）がそのまま利用できる。

磁性体内の運動物体の磁場解析についてはFEM

、 FDMにより数多く試みられている。 BEM の場合

Max胃ell の方程式においてEddy電流を考慮するこ

とにより、定式化Tl , I) が可能である。基本解

の時間積分が可能•>となったので上述の非圧縮性

粘性流体と運動物体の磁場の連成解析の定式化を

行なう。 FEM、 FDMの場合いずれもPeel et数の大き

い場合は非物理的な解が出る場合がある。 BEMの

場合はPeclet数が大きくても解が安定である。本

論文では境界要素法による定式化を行う。
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2 定式化

三次元の非圧縮性粘性流体において流れ関

数および渦度輸送方程式はそれぞれ磁場の

影響をロ一レンツカとすると、次式で与え

られる。

• 20=-(L) 

u = (▽ x 叫

``’,‘`'’ 
1

2

 

、
,
\
‘
,
｀
`

a w/8 t+(u ・▽）如(w • •) u = JI • 2w 

+[• X( • XB)XB]/pｵm (3) 

ここで、 u: 流体速度 (Ux, Ur, Uz) 、

演算子▽= (8 I 8 x, 8 I 8 Y. 8 I 8 z) 、

<I> : 流れ関数 (<I> 寡. <I> 1. の s). (J) : 渦度

(w x, (J) 1• (J) z>. lJ : 動粘性係数<=µIP> 、

ｵ: 粘性係数、 p: 流体の密度、 /J, m: 透磁率

である。磁場内の運動物体の Max冒ell の方

程式より、変位電流を無視し、 Eddy 電流を

考慮し、ォームの法則から運動物体がある

場合の三次元磁場の方程式は次式で与えら

れる。

aA 
at + (uo• •) A = v m厄▽＼

ー (u·. •) A+(A ・▽）uｷ+ J 。 Ia. in Q (6) 

となり、 (1)式はポアッソンの方程式であり．

(4) および (5) 式は‘ノース項のある移流拡散

方程式である。 (4) および (5)式の右辺第 2

項、第 3 項はソース項として考える。速度が

大きくなるとこの項の体積積分値が大きくなる。

また次式を満足している。

(J) =• XU  

• . 6J =O 

であり、初期条件は

w (x, Y, z, O)=w 1 (x. Y, z) 

A(x,y,z,O)=A 。 (x, Y, z). 

Dirichlet境界条件は

(l) (xo, Y 。, Zo, t) =(l) 。 on r 11 

fJJ (Xo, Yo, Zo, t)=w 。 on r 12 

8A 
(J [— +(u• ▽)Aー (A· •) u] = JJ m• zA + J 。,at 

in Q (4) 

ここでレ m=l/JJ.m 、 (J : 導電率 (1/Q m) 、

JJ, m: 透磁率 (H/m) 、

JJ m: 磁気抵抗率 (m/H) (=1/ JJ. m) 、

運動物体速度 u=(u 裏， u1, u,.) 、 H: 磁界の

強さ (A/m) 、 B: 磁束密度 {Wb/mり、

E: 電場の強さ {V/m) 、

A: ベクトルポテンシアル (Wb/m) 、

Jo: 強制電流密度 (A/m り、 J.: 渦電流密度

{A/が）、 t: 時間である。

(3)式および (4)式で平均速度と偏差の速度

の和u=u。面に分けられ、

86> 

at + (u, • •) (J) = JJ ▽ 2か (u'. • )0 

A(x1, Yi, Zt, t)=A1, on r 18 

(Dirichlet condition) 
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Neumann境界条件は

Pn=—• Cl> • n=p 。

q=-11• "'. n=q 。

on f'21 

on r 22 
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qn = -K• Aｷn = qmo , on r z a 

(Neumann condition) (16) 

ここでK=JJm/U である、また r ぃ、

ru, ru 、 ru 、 rza, r 2 。はそれぞれ

境界で、 r =r 11+r ぃ =r u+r 22 丑., u+r aa 

である。 (1)式の基本解は

+((.t) • •) uｷ+ {• X {B• •) Bl pｵml in Q (5) 
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1 
〇 *(x, y, z)=ｷ1  

4冗 r

拿
(rｷn) 

p (x,y,z)= 
4冗 r3

• 1 

(4)式および (5)式の演算子は

［ー責ぶ—(u。·▽) Cd*—µ▽2 心］

=1• o 8 (x-xｷ) o (て -t)

および

a 
[-—-lp'*ー (uo·▽)可拿]- K• zw• 
at 

=1·o• (x-xｷ) o (て一t)

ここで 1=(1.1.1戸である。 (19)式および

(20)式の基本解は

6J*(r. t:r1, て） =1·exp[-(u。・ r')/2 /.I 

(17) 91w(rぃて）一点 fr ず (r, t; r1. て） "'(r, t)df dt 

(18) =—点 fr w*(r,t:r1,-r) q(r,t)drdt 

+ f (}ぶ (r, 0; r 1. て）<u1(r)dQ 

(19) 

(20) 

対 fo w"'(r, t;r,, i-ｷ) (u'. •) w (r, t) dQdt 

＋点 fo w"'(r,t;r ぃて） (w • •) uｷ(r, t) dQdt 

吋 Io w"'(r, t;r ぃて）｛▽ X (B• •) B/ Pｵm} dQ dt 

(24) 

0 1A(r ぃて）ーIi Ir が (r, t; r ぃて）A(r, t)dr dt 

=-ft fr W*(r, t;r ぃて）q(r,t)drdt 

+f。曹拿 (r, O; r ,, て )A 。 (r)dQ

-u 。 2t'/4JJ ーr'2/4vt']/(4 冗 JJt')I/I (21) —点 fn 11 拿 (r, t;r,, て) (u'. •) A(r, t) dQdt 

および

W*(r, t:r,. て）=1ｷexp[- (ug•r')/2K 

-u 。 2t'/4K -r·2/(4Kt'•)]/(4 冗 Kt'} 3/2 (22) 

ここで t'= て一t r'=r-r10 

(1) 式、 (15)式および (16)式についての

境界積分方程式は各々次式となる。

9 1 Cl> (rd-fr が (r,r,) Cl>(r)dr 

=-fr Cl>*{r, r,)p(r)df 

+fn cl>*(r,r,)6>(r,t)dQ (23) 

＋点 fn 11 拿 (r, t: r ぃて） (A ・▽）u'(r, t) dQ dt 

吋 In 官 *(r, t:r ぃて） J 。 (r,t)/u dQdt, (25) 

ここで 9, は観察点r, で決まる定数である。

が (r, r 1) = 1·{ —• cI> * (r, r,)• n} 

(26) 

ず (r, t; r ぃて）=1 • {-JJ• w*(r,t:r1, て）

拿-u 。 w (r, t;r1, て）｝・ n. {27) 

~m*(r,t;r ぃて） =1• {-K • W*(r. t;r,. て）

-u。官 *(r, t:r1, て）｝・ n. (28) 
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(21) 式及び (22)式で小さいてに対し w, P, q, 

Aの変化が小さいとして、 w·. q• 、官＊、 <I>.

の時間積分を実行6) できる。

(23) 式、 (24)式及び (25)式についての境界積分

方程式は各々次式となる。

9 ,<I> (r,)-f r P*(r, r,)<1> (r)dr 

=-fr <l>*(r. ri)p(r)dr 

+fg <I>*(r,ri)w{r, て）dQ (29) 

および

9 16) (r,, て)-fr qt" (r, ri) (JJ (r, て)dr 

= -fr (JJ *て (r, ri) q(r, て）d r 

+f。 (J)t(r,O;r,. て) (J) 。 (r)dQ

-f。 (J)* て (r, ri) (u'ｷ •) 6J (r. て) dQ 

+In 〇＊て (r, ri) (6Jｷ •) uｷ(r, て) dQ 

+In (J)* て (r,r,){▽X (B• •) Bl Pｵm} dQ 

(30) 

9 ,A(r,. て) -fr p*m(r,-r. て)A(r, て）dr 

= -fr が (r,-r, て）q(r, て）dr 

-f n A* て (r, r,) (u'ｷ •) A(r, て） dQ 

+f n A* て (r,r,)(A· •) uｷ(r, て） dQ 

+fa 1.lJ'*(r,O:r,, て）Ao(r)dQ 

+fa A*(r,-r, て )J 。 (r, て）/u dQ. (31) 

(29) 式、 (30)式及び (31)式を離散化し、連立方

程式を解くことにより、 (2) 式より速度が求

まる。 次に (7) 式より 0 を求め、これを (30)

式の新たな境界値として代入し、 (30)式の結

果を (2) 式に代入して、 (6)式より新たな境界

値を求め、 (29)式を解き、磁束密度B=▽ XAを

求め再び (30) 、 (31) 式を繰り返し計算を行う。

3 結論

境界要素法により、三次元w -cl>-A法による非

圧縮性粘性流体と磁場の連成解析の定式化を行

った。レイノルズ数Reが大きくなると、 0 の分

布が広がっていることが判る。 Re=lOO以上にな

ると積分方程式に含まれる体積積分がおおき<

なり、速度が境界値より大きくなり、最終的に

は解が発散する。このことからこの手法では

Re>lOO の場合では安定な解は得られない。

二ュートンラプソン法等を用いて適切な解を得

る手段を考えなければ"'-cf>-A法で高レイノルズ

数の場合安定な解は求めることは出来ない。本

解析ではレイノルズ数が100程度まで解析が可能

であり、流れ関数の解析で非斉次項の計算にお

いて最適計算が可能であれば更に高レイノルズ

数まで解析が可能となろう。この定式化では境

界条件はすべて0 、 O 、 Aは直接観測可能な値で

でない、境界値を与えるときはu,Bから換算して

きめなければならない。
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