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NUMERICAL FLOW CALCULATION BY VELOCITY INTEGRALS 
ON BOUNDARY 
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Two dimensional incompressible viscous fl.ow calculation h認 been presented. Flow field is divided 
to small sub-domains, vorticity a.nd vortical velocity distributions in the sub-domain a.re calculated usin 
B.E.M.(Bounda.ry Element Method) simila.r to J.C.Wu's formulation, then,vortical velocities 紅e superposJ 
with potential fl.ow to obtain overall fl.ow field. 皿ects of vorticity distribution outside of sub-domain boundｭ
a.ry a.re ta.ken into calculations by boundary integrals of velocity. Vorticity diffusion is treated as transient 
potential fl.ow problems by B.E.M.. The transport of vortices is considered 邸 the instantaneous vortex 
source .distributed in the fl.ow field. Calculations of viscous fl.ow on fl.at plate at Re = 103 and 106, a.nd 
fl.ows 紅ound a. circular cylinder at Re = 1000 and 1200 紅e presented. Merits to divide for sub-domains a.re 
expl滋ned,referring spa.rse but I紅ge size ma.trices. 
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1. 緒 言

J.C.Wu等の手法(1)ー(3)と同様な境界要素法を用いて

流れの場を計算することを試みる。 J.C.Wu等が定式

化した手法はガウスの積分によって境界よりも外に

存在する渦度等の影響を境界上の速度の積分に変換

する意味を持っているので．余り大きくない領域を設

定して領域内の渦度分布により誘起される速度を計

算すると同時に，境界の外の遠くに存在して影響の

少ない渦による影響をまとめて境界上の速度の積分

値として計算に取り込むことができる。この様な観

点から．比較的小さな境界を設けて小規模の計算を

行い，これを繰り返して全体の流れを求めることを

試みた。また, J.C.Wu 等の計算よりは高いレイノル

ズ数の流れの計算を試みる。

主な記号

t : 時間ステップ及び時刻， ti;(及びベクトルu) : 速度

8 : デイラックの衝撃関数， II : 動粘性係数

w(及びベクトルw) : 渦度， d : 円柱直径

U: 一様流速度

添字

i : 座標軸，二次元では i = 1,2 

p: 観測点に於ける値，. q: ソース点に於ける値

V: 渦で誘起された速度成分 (Vortical Velocity) 

2. 解析方法

Fig.1 に示すように流れの場を閉じた境界 Si:区切

り流れを速度と渦度を用いて解析する手法をとる。

速度をポテンシャル流れ（渦無し流れ）部分とソレノ

イダル部分に分解 (L.Morino等の表現(4)では Helmholtz

Decomp⑳ ition) して取り扱うこととする。逆に云う

と，固体壁面でスリッブしている渦無し流れをまず想

定し，次いで，壁面上でスリップしないために生じた

渦による流れ（速度のソレノイダル部分，以下の説

明では L.Morino 等と同様に Vortical. Velocity と呼ぶ）

を導入する。渦度分布から Vorti叫 Velocity を先ず計

算し，次に，得られた Vortical Velocity にポテンシャル

流れを合算することで特定の点の速度を求め，これ

を各点毎に繰り返して流路全体の流れを求める。

流れがスリップしないために固体壁近傍に必要と

なる渦層が領域内部に広がってい＜過程は，境界要素

法を用いた拡散問題として取り扱うこととする。

Fig. 1 Flow Domain and Boundary. 

＊非会員
＊＊非会員 京都大学大学院工学研究科，

〒 612 京都市伏見区竹田中島町 1-2-501,
〒 606-01 京都市左京区吉田本町，

一 57-

TEL 075-645-4181 

TEL 07ふ753-5245

5
3

オ
ふ
，
、
炉9‘
ご
'
‘
.
:
q
f
..
 ;
p. 



2.1 基礎方程式

2.1.1 速度の積分表示式 ガウスの発散の定理から

容易に導かれる恒等式

j{P ・（▽ x • X Q)-Q ・（▽ X • x P)}dA 
A 

= f (Q X • xP-Px • x Q)ｷndS (1) 
s 

P,Q: 領域 Aで単値，有限かつ，第二次微係数

まで連続なベクトル

n: 境界Sに垂直な外方向単位ベクトル

S: 領域A を区切る閉じた境界

から出発して速度Uと渦度0の関係を記述する式を誘

導すると次のようになる。

j(▽海 +wx)GdA
A 

＝が(u• n) 一 (uxn)x}GdS (2) 
s 

G= • {~ 叫）｝（二次元）＝—五
r: 観測点からソース点に向かう位置ベクトル

2 

r = lrl, r2 = L(x; ―ら）2
i=l 

な｀ノース点の座標， ＆：観測点の座標

〇：速度ポテンシャル，▽博= 0 (非圧縮性流れ）

ソース点と観測点が一致する特異点の計算から，観

測点の速度の値が次のように表示できる。

叫）＝一／（▽2q, + wx)GdA 
A 

+f {(u-n) 一 (u x n)x} GdS (3) 
s 

/3 = 1: P(e;) が領域の中にある場合
/3 =ｽ: P(e;) が滑らかな境界上にある場合

角を持った境界上においてはf3は流体領域側の角度7

を％で割った値である。

式 (2),(3) を渦によって誘起された速度 (Vortical Veｭ

locity) uvに適用すると

lw  x GdA= が(uv·n) ー (uv x n)x}GdS (4) 

紐v(e;) = -J w X GdA 
A 

サ {(uv·n) -(uv x n)x} GdS 
s 

(5) 

となる。 Gとnの演算をまとめて書くと

紐v(~.) = -j (w x G)dA 
A 

となる。この式は J.C.Wu 等の提示した式(1)である。

なお．煩雑さを避けるために，渦で誘起された流れ

を区別する目的で付けた添え字 Vを省略するが，以

下の検討は飽くまで固体壁が置かれたために付加的

に発生する Vortical Velocity についての検討である。

2.1.2 渦の拡散方程式次の運動方程式
au . 1 

at —+u• • U= ——• p+v▽油
p 

p: 圧力， p: 流体の密度• V: 動粘性係数

両辺の rot をとり整理すると

18w 1 
▽知—――-= --{• x (u x w)} 

V 8t V 
(7) 

を得る。ー方，時刻Tの時に位置らに付加された時間依

存渦源が，時刻 t の時に位置叫こ及ぼす影響を記述す

る関係式は
a2a 1 aa 1 

—- =—— 
ox沿X; ッ祝 v 

8(の， t,;{,r) {8) 

G: グリーンの関数，= G(z, t; {, r) 

t : 観測時刻， X;; 観測点の位置

＆：瞬間的な単位ソースの置かれた位置

T ; 瞬間的な単位ソースの置かれた時刻

であり，これを満足する G(z,t;{,r) は

G(z,t;e,r) = 
exp{-r2 /[4v(t -r)]} 

[41rv(t -r)]m 
2 

社= 1:(xi ーら）2
i=l 

であることが知られている(1)。（二次元では， m= 1) 

この G(z,t;{,r) を式 (7) の両辺に乗じ，叫こついて

部分積分を 2 回行い更に時間 t についても部分積分

（たたみこみ積分）を行うと次式がえられる。

匹(~,,t) =VJ 叶(Gn· • w-wn• • G)dS 
0 S 

+ lo 丑{G▽ x (u x w)}dA + l[Gw]r=odA (9) 

右辺の第 2 項をベクトル演算の公式により展開す

ると，
t 

匹(~;,t)= VJ 叶(Gn• • w-wn• • G)dS 
0 S 

t 

+j 叶 G(w• • U-Uｷ • w-w • •u)dA 
0 A 

寸[Gw]r=odA
A 

(10) 

となる。式 (10) のW· ▽uは渦糸の方向に流体の微小部

分が引き伸ばされるために渦度が上昇することを意

味する項であるが二次元問題ではこの項はゼロであ

る。また， W▽〇は流体が圧縮されれば渦度が上昇す

ることを示す項であるが，非圧縮性を仮定している

のでこの項もゼロとなる。更に，二次元であるから渦

度ベクトルwはスカラーWで書き表すことができ，式

(10) が簡単な式 (11) となる。なお， Wは二次元平面上
+f {(G·n) 一 (G x n) x} uvdS 

s (6) で反時計廻りを正とする。
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• 

a-w(e;, t) = I/ J 叶(Gn• • w-wn• • G)dS 
.S 

+ lo。 drl G(-u• • w)dA + l [Gw],,.=odA (11) 

a-= 1: P(<;) が領域 A の中にある場合

a= 0: P(e;) が領域A の外にある場合

2.1.3 基礎方程式の考察式 (4) を Fig.I の領域 Bに

適用すると固体壁の外側の鏡像渦ならびに領域 Bの

流路に分布する実像渦の点P(e;) に及ぼす影響は境界

上の速度の積分で表されることがわかる。すなわち，

領域 Aの境界S上の速度の積分値は領域Bの渦度（鏡

像渦を含む）の点 P(ら）に対する影響を集約したもの

に等しい。この関係を利用するのが本研究の狙いの

ひとつである。

ところで，式 (10) の右辺の積分の第 2 項は， J.C

Wu(l)(3)は w[u• ▽G] としている。しかし，ベクトル演

算の公式を利用し，かつ，▽ ·W= ••• xu=O であ

ることを考慮して，式 (7) の右辺を

• x (u x w) = w• • U-U ｷ  • w+u • ·W —o • ｷU 

と展開したので各々の項の物理的な意味が理解でき

て一般の流体力学の立場からは理解し易い。

移送項の大きい一般の流れの場合には，着目してい

る格子点の近傍で速度ベクト）匝の方向の Gの勾配

を求めてその点の速度との積を求めるよりも， Fig.2

のような考えで渦の移送量を求める方が適切である。

tt羨/c,t 
\)"9S~c,.)T) 
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Fig. 2 Vorticity Transport. 

2.2 方程式の離散化

2.2.1 速度の積分表示式の離散化 式 (6) を二次元

の場合について展開し，微小線分あるいは微小三角

形の中を積分して以下の式が得られる。

｛雰：｝＝ー［＿震] {w}+ [ _;; is] :: }(12) 

[E,] は Ef"=-L. ~ 岳~(が）~. ~~ 
をpq要素とする (m+n)x(m+n) サイズの行列， n は

境界上の格子点の総数， m は領域内の格子点（内点）

の総数， M(が）は領域内の三角形要素の内挿関数であ

る。 [Fs] と [Fv] は

pPq 
s 

= _ j ((f -xVn1 + ((~- x~)n2 
21rr2 • Sq 

N(が）dSq 

Fpq=-1 ぼー xnの一 (e~- X枷1
V 21rr2 • S 

N(が）dSq 

を pq要素とする (m+n) x n サイズの行列， N(が）は境

界上の線分要素の内挿関数である。

2.2.2 渦の拡散方程式の離散化 式 (11) を二次元の

場合について展開して微小線分あるいは微小三角形

の中を積分して以下の式が得られる。

{aw(r', t)} = [A]{w} -[B]{恥｝

+[C]{-uｷ • w} + [D]{[w]r=o} (13) 

恥＝ーn• • w (渦度の境界上の流束）

である。 [A] と [B] は

炉= v j dr j F(研， t; む）N(が）dSq 
〇△s, 

炉= v j dr j G(が， t; 和）N(が）dSq 
〇△s, 

をpq要素とする (m+n) x n サイズの行列である。また

F(が， t;和）＝宝岳＝ーn· • G 

G(x,t;~,r) = 
exp{-rツ[4v(t -r)]} 

知(t -r) 

である。 Tについて部分積分を行って整理すると

炉 =~1△s, exp (—五）竺~tn; N(が）dAq 

加 =;f;l△s, E1 (五） N(が）dSq 

E1(w) = j 00 exp(-w) 
dw (積分指数関数）

w w 

観測点とソース点が一致した p=qの場合には APqは

弱い特異点となるので， Cauchy の主値計算を行って

Free Term を，特異点を除外した数値積分の値に加算

する必要がある。 [C] と [D] は

cpq = fa。 dr 1• A, G(が， t沼， r)M(が）dAq 

炉= J G が， t; 包 O)dAq
• A, 

( 

をそれぞれpq要素とする (m+n) x (m+n) サイズの行

列である。 rについて部分積分を行って整理すると

Cpq= 
1 r2 戸△A9 E1 (司 M(が）dAq 

となる。次に示す [D] は [A], [B], [C] のようなたたみこ

み積分ではない。

IY'q = J exp(-r2 /4vt) 
• A9 41r11t 

dAq 
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2.3 境界上の値の決定

Fig.3 のように固体壁に沿った流れの方向を X1軸の

方向に取ると固体壁上で流体がスリップしない条件

は式 (12) から

[E'. 叫｛西｝＝ー{/3u1} ー [E叫{w1}

+[Fs]{u1} + [Fv]{む｝ (14) 

において，固体壁上でスリップを許した時のボテン

シャル流れと Vortical Velocity u (正確に云うとuv) の

和がゼロになるようにWBを定めることである。なお，

添字 Bは境界上の値， Iは領域内の値を示す。

Fig. 3 Determination of Vorticity on Solid Wall Boundary. 

ー方，式 (13) で P(~.) 点を流路領域側から境界に近

づけると， P点が領域内にあるのでa=l であって

{w(f", t)} = [A]{w} -[B]{恥｝

+[C]{-u. • w} + [D]{[w],.=o} 

と書くことができる。渦度が固体壁境界上で (14) 式

によって決定されるので渦度の流束の方は，次の式

(15) を満足する様に定めねばならない。

[B]{恥｝＝ー｛咋}+ [A]{咋｝

+[C]{-u. • w} + [D]{[w],,.=o} 

ここでWBは境界上の渦度の値である。

(15) 

Fig.4(a) のように小さな領域A を取り囲んだ境界 s

を設定すると，緒言の中で言及した通り，境界上の速

度の積分によって固体壁境界の場合の鏡像渦のみな

らず， Fig.4(a) の上流と下流の渦度分布の影響をも取

り込むことができる。すなわち，速度を境界 S上で積

れるので，限られた範囲の格子点のみを考慮にいれ

た小さな支配方程式で計算を行い，境界Sで囲まれた
領域 A を順次移動させて流域全体の流れを求めるこ

とができる。

+ 

. . . . ....... . 
• I• • • • • • • • • • • • 

(a.)Flow Domain (b)Matrix 

Fig. 4 Small Domain and Corresponding Small Matrix. 

2.4 内点の計算

未知数であった境界上の渦度が式 (14) から決定でき

るのでこれを式 (12) に戻すと領域内部の任意の格子

点の速度が計算できる。また，境界上の渦度が既知

になれば式 (15) から境界上の渦度の流束が決定でき

るので，これを式 (13) に戻すと領域内部の任意の位

置の渦度が計算できる。このように渦の拡散式と速

度の式から流れを求めることができる。

3. 計算

先ず，要素内を積分して行列の要素を求めるに際

し，領域内は三角形要素に分割した。要素内では渦

度分布が線形であると仮定し，多点のガウスの求積

法を用いて計算した。渦度の拡散方程式の積分指数

関数は Abramowitz 他のハンドプックの級数展開によ

る方法(5)で計算した。

物理量の変化の少ない流れの方向の格子間隔を流

れに垂直方向の格子間隔に較べてかなり粗くしてい

る。そのような場合でも，ガウスの求積法が適切な

計算値を生むように配慮をした。すなわち，渦度の

拡散計算では着目している格子点の極近傍だけが意

味のある数値を持って寄与する。そこで三角形要素を

サプの三角形に分割して，着目している格子点の極

近傍のサプ三角形の計算を行い，その結果を元の三

角形要素の格子点と関係づけて計算を行った。

半無限長の平板を， Re 数が 103 と 1炉の場合につい

て計算した。速度分布が平衡状態になるまで，すな

ゎち，初期には Rayleigh の流れで覆われていた平板

分すれば，固体壁境界の鏡像渦だけではなく上流と が Blasius 型の流れで覆われてしまうまで計算を繰り

下流の固体壁面近くの渦層の影響も計算に取り込ま 返し行った。
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円柱の計算は解析例あるいは実験結果が公表され

ている Re 数が 1000 と 1200 について出発流れの計算

を行った。格子を円柱の中心点を通る放射状の直線と

同心円で構成し，円柱に近い部分では半径方向の格

子間隔を円周方向の間隔よりも狭い目に設定し，円

柱から遠い部分はほぼ正方形状の格子になるように

計画した。分割数は円周方向の半円周分を 120 分割，

半径方向を 127 分割とし，流れが上下対称であると

いう仮定のもとに上半分のみの計算を実施した。

4. 計算結果と考察

4.1 平板

Fig.5 は Re 数が 103 と 1びの平板の計算結果で．計

算を行った区間のほぼ中央の速度分布と Blasius の解

を比較した図である。今回の平板の計算では流れの

方向にはクーラン数を 1 以下にするのに充分な粗さ

の格子間隔を設定し，ー方．渦度の粘性拡散を精度

よく計算するために流れに直角な方向の格子間隔は

充分細かく設定して，かなり高い Re 数のもとでの計

算を実施した。計算の結果得られた境界層内の速度

分布は, Blasius の解にかなり近いものである。これ

らの計算例は．境界要素法によって粘性流れの全体

をどの程度示せるかを検討するために実施したもの

で，境界層内の速度分布の細部を論じることを目的

にはしていないが， Re= 103 と面の平板近くの速

度勾配の違いは Bl函US の速度分布の Re数依存性(6)

でおよそ説明できる大きさのものであり，粘性流れ

の解析法としてほぼ妥当と思われる。

流れの方向の格子間隔を大きくとったため Fig.4(a)

の境界 Sの上流と下流部分から内部の格子点までの

距離が非常に大きくなるので，式 (15) を解いて定め
る渦度の流束の影響は内部の格子点には及ばなくな
る。従って．式 (15) は固体壁面上のみで解けばよく，

支配方程式が非常に小規模となる利点がある。
a, , , , , , , , , , , , 
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1 
Velocity u/U 

Fig. 5 Velocity Profile on Fla.t Plate a.t Mid Point. 

4.2 円柱

Re= 1000 の Ut/d= 0.5 ~ 2.0 の計算結果と TaPhuoc

Loe の差分法による結果(1)の比較を肉g.6 に示す。双子
渦の長さの成長の様子を Fig.7 に示す。流線や双子渦

の成長の様子は， Kawamura.等8)や C.L.Rumsey 等(9)の

差分法による計算結果，および， Taneda.c10Jの実験結

果とよく一致している。

次に，剥離点の移動の様子を Kawamura. 等8}ゃ

C.L.Rumsey 等(9)の差分法による計算結果と N略a.ta等

(11}の実験結果とともに Fig.8 に示す。時刻 1 :5 Ut/d 

以降では剥離点は 10• ~ soｷ となり， Kawamura. 等(8)ゃ

C.L.Rumsey 等(9)の結果よりは剥離点の角度が若干小

゜

• : Present Method, 釦= 103 

o : Present Method, Re = 105 

U:FreeSいeam Velocity 

:i: : Distance from Fiont End 

II : Distance from Plate 

v : Kinematic~iscosity 

0.5 

———---
___ー----三こ=---==---- U t/ d = 1. 〇
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Fig. 7 Time History of Wa.lce Region Size. 

ん氏 =-12.-00)
さいが, Ut/dの小さい 刻に後方よどみ点近傍で剥

離を起こし時間の経過とともに前方に移動して行く

過程の最初の部分は, C.L.Rumsey等®の計算結果，ぉ

よび， N略a.ta.等(11)の実験結果に近い値となっている。

J.C.Wu等が Re=40 程度の円柱回りの流れの計算例

を示していたのに比べて今回の計算例がかなり高い

Re数を達成できたのは，流れに直角方向の格子間隔

を極度に狭くし．それに伴って非常に細長くなる三角

形要素等の中を更にサブの小さな三角形に細分する

等の工夫を行って，数値積分の精度を確保することが

できたためであろう。

4.3 領域を分割したことの効用

計算例では円柱の回りに細長いセクター状の小さ

な領域Aを設け，その領域内の渦度がセクターの中央

の格子点に及ぼす影響の面積積分の結果と．領域A

を囲む境界 S上の Vortica.l Velocity が中央の格子点に

及ぼす影響の線積分の結果を合算して中央部の格子

点の Vertical Velocity を算出している (Fig.4(a.) 参照）。

このことは，大型の行列の対角線近傍のみを切りとっ

た小型の行列 (Fig.4(b) 参照）で計算を行うことを意

味し，しかも．行列の中の遠い点の影響を示す部分

を境界 S上の線積分で完全に補っている。この様な観

点から，小規模の計算の繰り返しを行って流域全体の

流れの解析を行ったものである。

5・結語

流れの方向にはクーラン数の条件を満たす格子間

隔を選び，流れと直角方向には渦の粘性拡散を捕捉
するのに充分な細かさの格子間隔を選ぶことによっ

てかなり高い Re 数の流れを扱うことができた。

円柱回りの出発流れの双子渦の生成等の状況は差

100 

に
.. .. .. A A • • 

6 

60, 

工宝曇戸
40「]

• : Present Method 

20卜 1 ◇
•: Ka.wa.mura-Kuwah紅a

.. : Rumsey 

•: Nagata 

゜
1 . 2 Ut/d 3 

F屯 8 Time llistory of Sep&r&iion Angle. 

C Re. =-心80)
分法による解析例や実験結果とおよそ一致するが．

時刻 1~ Ut/d 以降での剥離点は差分法による他の計
算例より若干小さい結果が得られた。
領域を分割して小さな境界を設け，境界上の速度の

積分によって境界よりも外の渦度の影響を取り込む

方法をとったので．小さな支配方程式で取り扱うこと

ができ．各回の計算量を減らすことができた。
本研究に際し，助言を頂いた京都大学の赤松教授

に御礼を申し上げます。
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