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ー はじめに

2
 境界要素法 (BEM) に代表される境界型の数値解析法

は、差分法や有限要素法のような領域型の方法に比べて

有利な点がある。ことに、解析空間の次元を 1 だけ下げ

て問題を扱えることは目立っ、た特長である。しかしなが

ら、従来から知られているように、固有値解析について

は、境界型の解法は必ずしも有利となっていない。•この

理由は、従来は固有値の決定が係数行列の 0点の直接探

索によって行われることが多かったので、計算効率が高

くないこと 1こよる。また、 Helmholtz 方程式の基本解は

複素数であるから、計算が複雑になることも関連があ

る。以下では、このような事情 Iこかんがみ、最近になっ

て、固有値の決定のために行われたいくつかの研究を、

その定式化とそれに関連する固有値決定法の見地から、

方法の概要とそれらの長所·短所を検討する。

2.1 

Helmholtz 方穏式の固有値問題とその

解法

問麗の蓑示と従来法

2 次元あるいは 3 次元閉領域0におけるスカラ一値

Helmholtz 方程式は次のように与えられる。

• 2u+k2u = 0 (in 0) 

ここで Kは波数である（炉=>.と表されることが多い）。

この方程式について、次の同次境界条件

u=O (onfi) 珈l加 =O (on む）｝

(1) 

(2) 

のもとで、固有値 Kが決定される。なお n は境界rにおけ

る単位法線を表す。

* 

** 
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式 (1) は Helmholtz 方程式の基本解

v•(<,x)-{ 和炉（わ） (2D) —exp(—ikr) (3D) 
41rr 

(3) 

を用いれば、次のような積分方程式に変換される [1,2,3] 。

av• 
c(Ou(e)+ J ー(e,x)u(x)dr - v*(e x)一(x)dr = o (4) 

r on 
j , au 
r on 

なお、式 (3) におけるく、 z はそれぞれソース点、場の点

であり、それらの間の距離が rである。また、 H炉は 0 次
の第 2 種 Hankel 関数である。式 (4) の C は‘ノース点の位

置によって決まる定数である。

式 (4) を境界要素によって離散化すれば、境界節点に

おける値でできたベクトル {u} 、 {ou/on} について、次

の方程式を得る。

[H]{u} = [G]{ou/on} (5) 

ここで、行列 [H] と [G) は、境界要素上で U およびou/on

の内挿関数に基本解を掛けたものを積分することによっ

て得られる。これらの成分は、固有値問題では未知数で

ある Kを陰に含む形となる。

知= h,,(k), g,3 = g,3(k) (6) 

式 (5) に境界条件 (2) を用いれば、 0 でない U と 8u/8n

の境界値のベクトル {x} について次の固有値問題が得ら

れる。

[A]{x} = [B]{O} (7) 

したがって、固有方程式は次のようになる。

det[A] = 0 (8) 

式 (8) により固有値 Kを決定する方法は、 Kを少しづつ

変えて、 det[A] の Kに関する分布を求め、それによって

det[A] の 0 点を求めることによる [2,3)。ただし、実際には

厳密に 0 点を求める代わりに det[A] の極小値を求めるこ

とによって代用されることが多い。この方法で問題にな

るのは、行列 [A] の成分が Kの陰な関数として表されて

いるから、 Kを変えるごとに数値積分を行い、その上で

行列式 det[A] を計算しなければならないことである。し

たがって、計算効率が低くならざるを得ない。

式 (4) とは異なる積分方程式を用い、それに対して式

(8) と同様な固有方程式を導出し、それについて、反復

法を用いる方法が Zhoul61 、 DeMey14,51 によって考えられて

いる。この方法においても異なる k に対する行列成分

は常に計算しなおす必要がある。なお、 DeMayl51は基本

解、式 (3) の代わりに実数の Green 関数を用いる方法も

示している。
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2.2 従来定式における改良解法

上記の従来の方法は、離散化が境界だけに限定される

にもかかわらず、固有値の決定は、 Kが分離されていな

いために効率よく遂行されない。

Kirkup と Amini171が最近提案した方法は、式 (8) までの

式の導出によっているが、そのあとで次のように近似す

る。すなわち考える Kの範囲を小さく限定すれば、その

範囲において行列 [A] の成分、すなわち元来の行列［町、

[G] の成分は Kに関する多項式で表示できるものと考え

る。すなわち

[A]= [A0] + k[が］＋炉[A2]+ ・・・ (9) 

このように表される行列は多項式行列あるいは入行列と

呼ばれ、その行列式が 0 になる固有方程式は次のように

変換できることが知られている。

図{y} =炉[T]{y} (10) 

ここで行列 [SJ と [T] は [A] の多項式展開成分によって定

義され、ペクトル {y} は式 (7) の {x} によって表示される

ものである。式 (10) はいわゆる一般化固有値問題である

から、これは既存の固有値決定‘ノルバーが利用できる。

文献 [7] では式 (9) を低次に限定して解析した例が示され

ている。この方式は多項式近似の適否が解に大きい影

響を及ぼすこと、求めようとする Kのおおよその値ごと

に多項式近似をしなおす必要があることを指摘する。

3 別の定式化

Helmholtz 方程式の基本解を用いて積分方程式を導出

する方法は、本質的に未知数 Kを含む形となる。した

がって、元来の方程式が線形であるにもかかわらず、固

有値の決定は容易でない。そこで考え出された方法が、

Laplace 方程式の基本解 uiiを用いるものである。

咄,.,)=Ut·~ 
47rr 

(11) 

このとき、積分方程式は次のようになる。

c(()u(() +｣  詈(e,X)u(x)dr -Ir'IL加）芸(x)dr

= k21。 U訳， x)u(x)dO (12) 

上式の左辺は境界積分であるが、右辺は未知数 U を含

む領域積分であるから、境界要素分割だけによりこの

方程式を解くことはできない。右辺の領域積分を計算

する方法として、 1) 内部セルを用いる方法、 2)2 重相反

法、 3) 多重相反法などが提案された。固有値解析に限定

して、以下にそれらを個々に説明する。



3.1 境界要素／内部セル法

境界積分を計算するために境界を要素分割する以外

に、領域積分を計算するために領域をセルに分割する。

すると式 (12) に対応した離散定式を得ることができる。

しかしこの式には領域内未知量が含まれるので、領域内

点における関数値を境界値と関連づける式を用い、こ

れも同様に離散化する。このようにして得られた 2 種類

の式から、 0 でない境界値のベクトルを消去すれば、内

部未知量ベクトルに関する固有値問題を得る。この係

数行列は非対称であるが、標準型の問題となる。この方

法は、積分方程式は用いているが、領域のセル分割を必

要とするので、 BEM の利点が十分に生かされていない

といえよう。

3.2 2 重相反法

式 (12) の右辺の領域積分を計算するために、 Green の

公式を用いるものであるから、先に式 (12) を導出する際

を含め、合計 2 度 Green の公式が用いられることになる。

そこで、 2 重相反法 (DRM) の名がつけられている[8)。こ

のために、右辺の未知数を

▽2心(x) = u(x) (13) 

と表せば、領域積分はゆに関する境界積分として表示さ

れる。ただし、 U は未知数であるから、これを境界およ

び領域内のいくつかの点によって内挿する方法が用いら

れ、通常これらの点との距離によって影響関数的に表さ

れる [9~12]。問題によってはこのために境界点だけを用い

ることもあるが、一般に精度を上げるためには通常不

十分である。したがって、境界点以外にいくつかの内点

が必要になる。また、未知関数の内挿に用いられる関数

の適切なとり方には一般的方法がないようである。た

だしこの定式化の利点は、領域分割が不必要なうえに、

固有値問題が標準型になることである。

3.3 多重相反法

多重相反法 (MRM) では、式 (12) の領域積分に現れる

Laplace 方程式の基本解 uijを次のようにおく。

• 2ui(t x) = u忠， X) (14) 

これを式 (12) に代入し、 Green の公式を用いれば、境界

積分項とともに u(e)ui(e, x) の領域積分項が現れる。そ

こでさらに式 (14) と同様に

• 2u;+1(e,x) =ぢ(e,x) (15) 

を満たすいわゆる高次の基本解を用いて、順次 Green の

公式を用いてゆく [13,14) 。 Helmholtz 方程式について、こ

れを十分多数回行えばその際に残される領域積分は十

分小さくなることが証明されるので[15,16] 、実用計算で

はこの項を無視して、境界積分だけの計算ができる。な

ぉ、式 (15) を満たす基本解は次のように与えられる。

吋((,x)-{ 士畜(ln, ―芦 j-) (2D) 
1 1 
- .. r 2j-l 
471" (2か

(3D) 

(16) 

ただし、 j=O のとき、 2 次元公式の最後の項は 0 とする。

このようにして得られた離散方程式は次のようになる。

区(-k叩[H,]{u}= 1:(-k叩[G,]{珈／珈} (17) 
j=O j=O 

すなわち、式 (5) のように表したとき、行列 [HJ と [G] は

炉に関する多項式となる。したがって、固有方程式表示

における行列 [A] と [BJ も炉の多項式で表される。この

定式化にもとづ＜固有値決定法が、 Kamiya らによって
示されている(17~20) 。

この章でここまでに説明した方法は、 Laplace 方程式

の基本解およびその高次基本解を用いるものであるが、

これとは違い、前章の Helmholtz 方程式の基本解を用い

た式をもとにして、これに高次の基本解を利用する方法

が Itagaki と出ebbia[21,22) によって提案された。この方法

では、べき乗法による反復解法を用いる。固有値あるい

は境界値をあるソース分布ごとに計算するための領域

積分は、 MRM によって境界積分の無限級数として表示

された。この方法はあらかじめべき乗法による固有値決

定のアルゴリズムにもとづいて定式化をすすめている

のが特長である。各反復計算ごとに境界値問題を解く

必要がある。なお、ぺき乗法であるから必ず（波数に関

して）最小の固有値に収束することが保証されている。

3.4 Trefftz 法

Trefftz 法は、境界型解法のオリジナルであり、解はあ

らかじめ支配方程式を満足する関数 (T-complete 関数と

よばれる）の多項式あるいはそれを重み関数として重み

っき残差法によって定式化することができる[23] 。閉じた

領域に対する Helmholtz 方程式の T-complete 関数 Wmは次

のように与えられる。

{Jo(kr),Jm(kr) cos(m, 0),Jm sin(m, 0)} (2D) 叫＝｛佐(kr)P:!,(cos 0)e町 (3D)
{18) 

ここで Jは Bessel 関数、 jは球 Bessel 関数、 Pは陪 Legendre

関数である。ただし、 r、 Oは 2 次元球座標である。解は

u ='LamWm (19) 
m 

のように定義され、選点法あるいは重みっき残差法に

よって境界条件を満足するように係数 amが決定される。
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これに同次境界条件を用いれば固有値問題を得る。この

とき、 Bessel 関数あるいは球 Bessel 関数が Kに関する多

項式で表されることを考慮すれば、式 (8) の行列 [A] は K

の多項式となる。したがって、先に述べた方法と同じょ

うに、一般化固有値問題に帰着させることができる [24] 。

MRM による多項式展開よりも、本方法の方が kに関す

る収束性は高い。

3.5 変分定式

孫、加川[25,26] は変分原理にもとづく境界要素法定式を

行い、境界だけで固有値を決定できる方法を示した。こ

の方法によって得られる固有値は 2 種類あり、解の上下

界を与えることから、両者を求めれば、比較的要素数を

少なくしても解を正確に求めることができる。元来こ

の方法は行列式の 0 点（極小値）を探索する方法であるが

回、 DRM との組み合わせにより効率化されることを示

した[26] 。

4 固有値決定のアルゴリズム

固有値を決定するような代表的な数値計算は、できる

かぎり既存のサプルーチンによってプラックボックスと

して決定されることが望ましい。ただし、このようなこ

とができるのはいわゆる標準固有値問題あるいは一般

化固有値問題として定式化された場合に限られる。こ

のようなことが可能であるのは先に述べた定式化にお

いて、

Kirkup らの行列の

多項式近似[7]

境界要索法／内部セル法

2 重相反法[9~12]

一般化固有値問題

標準固有値問題

• 標準固有値問題

一般化固有値問題多重相反法の一部[18~20] • 

その他の方法は独立に固有値決定アルゴリズムを求

めなければならない。なお、 Itagaki らの方法(21,22] はあら

かじめべき乗法を用いるように MRM を用いた定式化

を行っているので、それについてはすでに述べた通りで

ある。

したがって、あとに残されるのは行列 [A] の行列式が 0

あるいは極小値をとる Kの値をいかにして定めるかであ

る。最もプリミテイプな方法は det[A] の Kに関する分布

を直接に求め、それから必要な値を決定する方法であ

る。この方法はすでに述べたものであり、効率を問題に

しなければ、簡単に使える方法である。

MRM 定式を用いたあとで上記のような探索を行うこ

とも可能である [17]。 1 度［が］の行列成分を計算しておけ

ば、これらは Kを含まないので、あとは Kを変えて行列

式の値を逐次計算することは容易で、しかも効率良く

なる。またかなり粗い初期推定値がわかっていれば、こ

れに Newton 法を用いて反復計算ができる [27]。なおこの

際みかけの固有値を消すように Kamiya ら [17~19] は次のよ

うな定式化を用いた。

det[A] 
rJ =亨= 0 (20) 

ここで行列 [R] は [A] の任意の列ベクトルを [B] のそれで

置き換えたものであり、このようにしたときも、反復計

算は容易である。

さらに、もとの Helmholtz 方程式の基本解を用いた固

有値問題の定式化を実数部と虚数部に分けたものと、

MRM による定式化の関連から、新しい複索定式の固有

値解析法が提案された[28]。この方法は標準型に変形す

ることもできるが、行列の元数が大きくなるので、これ

について直接 det[A] の極値を探索する方法がとられた。

この反復計算は MRM 定式の結果として得られる Kの多

項式表示が計算効率を高くしている。これは式 (20) のn

を用いる方法における行列 [R) の決め方によって、場合

によって生じる計算の不安定性[29)を避けるために大きい

寄与をすることがわかった。ただし、 n法に比べて計算

の時間はやや長くなる。

上記の方法はすぺて、固有値を固有方程式から定める

方法であったが、これとは違って、特定の境界値問題を

Kを変えて順次解いてゆき、特異点から固有値を求める

方法がある [30]。これは特定の境界値問題にはそのまま使

えるが、境界条件が変われば、対応する応答は異なる。

5 まとめ

Helmholtz 方程式の固有値を決定するために提案され

た境界型解法の種々の定式化を関連する計算アルゴリズ

ムを解説した。従来 BEM が不向きであると考えられて

いた固有値解析は、最近かなり大きい進歩があったとい

えよう。また BEM による固有値解析にアダプティプ解析

法を取り入れた研究も新たに提案された[29) 。
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