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境界要素法による熱弾性問題の設計感度解析
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BOUNDARY ELEMENT DESIGN SENSITIVITY ANALYSIS 

OF THERMOELASTIC PROBLEMS 

Tashiro MATSUMOTO, Masataka TANAKA, Noboru ISHII and Masaki HATAGUCHI 

This paper is concerned with the design sensitivity analysis in thermoelastic problems. The domain 

integral originated from the thermal strain term of the governing equation results in boundary integral terms 

if there is no heat source. The boundary integral equation for thermoelastic problems regularized up to 

non-singular order is frrst presented. It is then differentiated with respect to the design variable and a 

sensitivity boundary integral equation is derived. Some numerical results are presented to show the 

effectiveness of the method. 
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1. 緒言

熱応力を受ける弾性体の最適設計においても設計

感度解析が有益である．内部発熱を有しない定常熱

弾性問題は境界積分方程式に領域積分項を含むが，

Galerkinテンソルを用いることにより領域積分を境

界積分に変換することができる(!). 境界要素法によ

る感度係数の効率的な求め方として，境界積分方程

式を設計変数で直接微分することにより感度係数に

関する境界積分方程式を導出し，さらにそれを離散

化して解く直接微分法がこれまで提案されている (2)

-(7). 熱弾性問題においても離散化された代数方程

式を設計変数で直接微分する方法がすでに提案され
ている (8).

本研究では熱弾性問題について境界積分方程式を

設計変数で直接微分することにより，すべての境界

値の感度係数を関係づける境界積分方程式を導出し

なさらにその境界積分方程式を離散化することに

より，すべての境界値の感度係数を求める方法の定

式化を行った．また，理論に基づいた 3 次元 BEM熱

弾性設計感度解析プログラムを開発し，数値解析例

によりその有効性を検討した．

2. 熱ひずみを有する弾性体の境界積分方程式

一般に熱ひずみを有する場に関する静弾性問題の

支配境界積分方程式は，次式で表される．

Jバ{u;-u;(y))dI'
= fru氾r+(3入十 2µ)fぶ，;T(x)d!2, y E !2 (1) 

ただし入，µ は且meの定数である．ここで，式 (l)の

右辺第 2 項の領域積分を境界積分に変換するために，

次の Galerkin テンソル G;; を導入する．

G 
• l+v 
I] •• =―rふ

4旭 If
(2) 

ただし， v は Poisson比， E は Young率， rは 2 点 x と y

の距離， 8;}は Kroneckerのデルタである．このとき，

基本解外は次式により Galerkinテンソルと関係づけ
られる oi_

叫 =G;,kk ―可¼GふJ (3) 
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式(1)の右辺第 2 項を次のように置く．

Fj =(3入 +2µ)iぶ，iT(x)dD (4) 

式(4) に式(3) を代入して 2 回部分積分すると，次式

を得る．

F-=旦{f (0Z. 訊kT-G試叫dI'
1 2(1-v) r 

+fn心匹｝

変位と表面力の感度係数に関する次の境界積分方程

式を得ることができる．

(5) 

ここで発熱項を有しない定常な温度場を仮定すると，

次式が成り立っ．

T_kk =炉T=O (6) 

このとき，式 (5)は次のように境界積分のみで表す

ことができる．

Fj = 2(門v)fr(Gij,; 訊kT-Gij,iq)dr 

ただし，

q = nk石

G 
* l+v ー＊
如
... =— a ... 

4吐;: 1),1 

G 
* 1 + V ー＊
IJ,tk ... =— a ... 

4祀
り,lk

ただし，

(7) 

(8) 

と置いた．ここで式(7) における Gふ Gi;,ik を次式の
ように置いて， czのうち材料定数を含まない部分を分
離して表現しておく．

(9) 

(10} 

fぶui ― lり (y)両 =fru氾r

-{f riZ{u、 -u、 (y)}dI'+ f t;{u、 -u、 (y)岡｝
r 

+{fふ江+Jふ叫＋り

ただし， ドット（．）は設計変数による微分を表す．

ここで任意の設計変数に対する，基本解の設計変数

による微分 u~, i; , および F- の設計変数による微

分内の具体形を以下に示す．

まず的は以下のように表される．

な＊＊

u; =心(iバ）＋竺E+竺v
dE dv 

ただし， xk, Yb E, v はそれぞれ，点 Xk, Yk の座

標感度， Young率， Poisson比の感度である．式(16) の

各微分項は次式で表される．

* -1 I +v 勁，k=―□ _ 細r2 (1-v) 
{(3 4v)D;J':k 

知j ― DJk':i +3,: 訊J':k}
duZ -I (l+v) 

= -
dE 8盃r (1-v) 

{(3 4v)8iJ +,:i,:1} 

du; I I 
瓦= 4iiEr戸{(2v2 -4v + I)8iJ 五｝

次に¢ は次式で表される．

＊・＊＊t; = Cmiklukj,lnm + Cmik/Uk},lnm + Cmikl知，,nm

式(20)の各微分項は以下のようになる．

(15) 

(16) 

‘,'/‘,'‘‘,'/ 
7

8

,

 

ー

1

ー

((( 

(20) 

況＝り
句，ik =~(8Jk ―り':k)

(11) 

{12) 

Cmikl =竺血虹＋竺五恥
dE dv 

* * " " dukJ,l . dukJ,t . 
Ukj」= Ukj,tm(知ー Ym)+ —-E+—―V

dE dv 

(21) 

(22) 

である． このとき，式(7) は次式となる．

a(l+v) 
P.= —-J (句，ikn江ー可，iT.叫dI'
J 8冗(1-v) r 

結局，境界積分方程式は次式で表される．

f戸仇ui -ui(y)JdI'=fr心直+FJ

3. 直接微分法を用いた感度解析

(13) 

(14) 

式(14) を任意の設計変数で微分することにより，
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式(20) の rimの具体形は，離散化された要素の局所座

標 ~1' らを用いると簡単に表現することができる．
まず nmは次式で表される．

nm=~ 
IGI 

ただし，

み·み
Gm=E町K

J k 

ag1 ag2 
I 

IGI=(生こ色五旱色色:
ag1 a;2 迷1 a;2 a;1 a;1 a;2 a;2) 

{23) 

(24) 

(25) 



であり， emjk は交代記号である．式(23) を設計変数で

微分すると知が得られる．すなわち，

叫GI-Gml61
nm= IGl2 

(26) 

料，名は勾を用いて書くことができる．
式(13) を設計変数で微分した内は次式で表される．

如 +v)
ft, = J (句，iknkT 勾，iq)drj 枷(1-v) r 

+ 
a(l+v) 

8冗(I-v) r J {(句，I氾K 勾，IK叫T-互泣}dr
a(l + v) 
8冗(1-v)

+ f阻，砂Kた叩）dI' 

a(l+ v) 一＊
+ 8rc(l-v)fr(Gii,iknk←叩）df (27) 

ただし，

....:_*ー＊

GiJ,i = GiJ,ik伍ー幻

句，ik =可，ikl(勾咄）

(28) 

{29) 

である．

Fiの評価には境界全体のT, q, t, qが必要となる．
これらは熱伝導問題の感度解析叫こより求めることがで
きる．

式 (16), (20), (28), (29)の積分核の特異性は，

実際の計算では問題とならない．たとえば，

u;,k = o(r —2) , uZj,lm = o(r —3) (30) 

であるが，ソース点を含む要素内の任意の点x とソース

点yの感度の相対量が

勾ー Yi ""O(r) 

であることから結局，

的 =O(r―1) . iZ = oい）

である．またりについても，

句 =O(r)

を考えると，

叩 =0い），句，ikl = o(r —2) 

以上のことから，式(15)は元の積分方程式と同じ特異

性のオーダーを有する被積分関数のみからなっており，

通常の数値積分が可能なことがわかる．式(15) を離

散化して整理すると，境界の変位，表面力，それぞ

れの感度係数を関係づける次の代数方程式に帰着す
る．

[H){u} = [G]{i}-[C]{u}+[D){t}+[P) 

邑
．
I

(36) 

式(36) において未知量を左辺に，既知量を右辺に集

めると次式のように書．くことができる．

{31) 

[A]{v} = [B]{w}-[CRu}+[D]{t}+[P] (37) 

この式を解くことにより全ての境界の感度係数を求

めることができる．

4. 数値計算例

本手法の有効性を確かめるために，上記の理論に

基づいて開発したプログラムを用いて実際に計算を

行ない，厳密解と比較して精度を調べた．解析モデ

ルとしてFig.1 の厚肉円筒を考え，内・外壁で一定の

温度差を有する軸対称な問題を解析した．問題の対
称性から 1/4 領域を計算対象として， 2 次アイソ

パラメトリック要素を用い， Fig.2のように要素分割

を行なった．境界条件としてFig.3 のように上面と下

面を全てコロ受けとし，内壁の温度を 1oo·c, 外壁

の温度をo·cであるとした場合を考える. Young率

を E=200[GPa] , Poisson比を v=0.3, 線膨張係数を

a=18X10 —6[/°C], 熱伝導率を A=20[W/mK] として

計算を行った．また，円筒の上面と下面は断熱とし

た．この条件のもとで設計変数を Young率， Poisson

比，線膨張係数としたときの感度解析を行った．

Fig.4から 6 には，各設計変数に対する辺AB上の半径

方向応力の感度係数の計算結果を示す．いずれの場

合も，厳密解と良く一致した精度の良い解が得られ
ていることがわかる．

(32) X3 

(33) ｣=200.0GPa 

(34) 

となる． したがつて， . 
J 
Fの全ての被積分関数は可積分

となる．

Fig. l Thick cylinder 
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5. 結言

本研究では，直接微分法を用いた定常非連成の熱

弾性問題における境界の変位や表面力の感度係数の

導出法を開発した．そしてその理論に基づきプログ

ラムを開発し，その有効性を確認した．
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