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双対相補変分原理による正則境界積分法

― 2 次元ラプラス問題への応用一—
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REGULAR BOUNDARY INTEGRAL SOLUTION WITH DUAL AND COMPLEMENTARY 
VARIATIONAL FORMULATIONS APPLIED TO TWO-DIMENSIONAL LAPLACE 
PROBLEMS 

Yukio KAGAWA and Yonghao SUN 

Regular Boundary Integral Elements are employed for the dual and complementary variational 

formulations of Laplace problems. In this method, the problems are defined only on the boundary as 
usual, but like in the Charge Simulation Method(CSM), the source terms are 血皿ged outside the 
domain so that the singular integrals can be avoided. Some Laplace problems are analyzed and the 
usefulness is discussed in comparison with direct BEM. The scalar potential and electric displacement 
vector potential functions are used in the dual and complementary formulations, with which the upper 
and lower bounds of the system energy or the capacitance can also accura記lybe evaluated. 
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Energy, Upper and Lower Bounds 

1 • 緒言

境界要素法 (BEM) と代用点荷法(CSM)(l)は多くの

共通点を持っているが，その境界表現の取り扱いが異
なっている. BEMでは境界積分方程式を直接積分する

ために境界上にとられた節点間を内挿関数で近似し，

節点に関する連立 1 次方程式の形の近似境界積分式を
得るの対し, CSMにおいては仮想電荷点を境界の周囲
に配置し，境界上にとられた節点でだけ境界条件を満

足する様なグリーン関数の 1 次結合で近似する選点型
の境界表現を得る．境界要素法においてもこれと類似
に基本解のソース点を対象領域の外に取り，特異積分

を避ける正則境界積分がPauerson ら (2)により提案され，

流体問題及び静弾性問題に適用されている．本間ら(3)

はまた移流拡散問題などへの応用を試みている． この
方法はソース点を領域外にとる以外は通常の境界要素
法と同じである．そのためCSMと同様特異積分を回遥
できるのが正則境界積分の特徴である．

通常のBEMと正則直接法は境界付近で誤差が大きい
ことが知られている. CSMは境界上の選点では誤差は
少ないが，選点以外では誤差が大きくなる．しかも，
ソース点（仮想電荷点）の選定によって誤差が異なり，
適切な位置に配置しなければ精度の高い解が得られな
いことがある．

著者らはさきに変分原理による境界要素法を提案し，

その有効性を確認してきた(4).(5)_ しかしそこで現れる

特異積分の評価は必ずしも容易ではない．本論文では
理論解の得られる二つのLaplace場を解き，計算精度に
ついて検討を行う．まず，変分原理に基づいた境界要
素表現を示し，特異積分を避けるために正則境界積分
を導入する．次に，変分原理によって定式化された二
つの双対相補境界積分形解法により系エネルギー及び
静電容量の下限と上限を求める．最後に精度のよい系

エネルギー及び静電容量が下限と上限の平均値として
求められることを示す．

2. 変分原理による境界要素法の定式化

静電界問題において，ポテンシャルを¢とし，媒質の

誘電率をeとすると，ラプラス場は次の式で与えられる．

支配方程式と境界条件は
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ここで， nは境界の法線方向単位ベクトル， I'=(I'+ r) 
1 2 

は領域9を囲む全境界， iは境界rl上のポテンシャルで

既知， q は境界r2上のフラックスで既知である. (1)式

に対するエネルギー汎関数は

II(<p) =ｽJ J (• tp)2dD-Jが肛r

¢を領域9で定義されるポテンシャル，か q を境界r

だけで定義されるポテンシャルとフラックスとすれば，

(2)式を次のようにハイプリッド形の変分表現で表すこ
とができる (5).

II(｢, 和， q)= .1 e (V｢/dn 

-il:-~)qdI'-J:,~ 肛r
ここで， qは境界r2に加わる駆動項であり， r1上では§

の拘束が課せられている. (3)式を t/J,¢,q に関してそれ

ぞれ変分を取れば，

ラプラス支配方程式
2 

eV </)=0 

境界条件式

~
｢
^
｢
~
q
 

=== 
｢
~
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inn 

on r 

on r1 
on r 

(2) 

(3) 

q=q on I'2 

が得られる. (3)式の第一項を部分積分すれば，領域積
分は消滅して，境界だけに関する汎関数

Il(t/),~,q,q) =ｽJ / </) q dI' 

-fre<か紐r-L~~紅

｢i ={N~}屯}m

炉{Nq)頃｝」
である．ここで二次元場を対象にすれば，境界は一次

こ こ で ’ 

(6) 

元となり，要素 rm は 2 節点である．従って，

｛叱＝｛転ふ2},{叱＝｛妬1 如｝．一定要素を採用す
れば要素内ポテンシャルとフラックスは要素内の位置

によらないから，内挿関数{N礼{ Nq} の成分は 1/2であ

る．一定要素の場合 ~i'Qiはそれぞれ境界要素mの節点

1 と節点 2 の平均のポテンシャルとフラックス値にな

る. (5), (6)式を (4)式に代入すれば，

II(/3,~,q) =が｛吋[H]{/3}-e{/3}斤G]{q}

舟r[L]{q}-e{~r[N]{q} (7) 

(4) 

が得られる．次に境界要素法による離散化表現を考え

る .L個の仮想電荷/3jを領域の外側に配置すれば，領域

内部の任意の点IX.i)におけるポテンシャルはそれぞれ

の/3jについて既知関数の一次結合として次の形の試験

関数を想定することができる．
L 

炉匹ふ｛吋{/3}
j=l 

ただし，

｛外＝｛ふ '2i...... q,lj} {/3} = {/3i. f3i ...... /3L} 

である. tPji はソース点をj としたときのラプラスの基

本解， /3.はソース点iに対応する未知仮想電荷である．

境界を境界要素I'm(m=l,2,.. ,M) にM分割すれば，境界要

素r 上の点IX.i)についてポテンシャル，フラックスは
m 

それぞれ

(5) 

{~} = {~4'2 ……如}, {q}={Q1Q2…... 如｝

柑}={q1qz ...... 如},(Ns;M) 

である．マトリックス [H], [G]の成分はそれぞれ
M 

H心I 心竺~dI'm
m=l I'm み

Gjm= f t/>;m年 (j,k=l,2,... ,L, m=l,2, ... ,M) 
I'm 

であり， [L] と [N] は対角マトリックスで， [L]の成分は

境界r上の要素の長さ， [N]の成分は境界I'z上の要素の

長さである．

(7)式を {P} と{ q} で変分oII(p, q)=Oすれば，系全体に

関する離散化方程式が求められる．

oIIp = e[ F]{/3}-e[ G]{ q} = 0 (8) 

匹 =e[L]{~}-e[Gf{/3}={0} (9) 

(8) と (9)式から

[K]{~}-{Q} = {O} 

が得られる．ここで，

[K] = [Rf [F][R] 

[R] = {[G]ザ[L]
{Q}=[L]{q} 

(10) 

1 M 

Fjk = 2 L J~jm合I'm応J~Zm~叩
m=l 心 2m=l I'm 枷

(j ,k = 1,2, …. • L) 
である．

3. 双対相補原理による定式化

双対変分原理は電磁界問題などの有限要素解析にも
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用いられている．この原理によると，互いに双対相補

な変数で表現されたエネルギー汎関数が有限要素法な
どの離散化拘束下解に対して上限値，下限値をとるこ

とが知られている (6,7). 前章では変分原理による境界

要素の定式化をポテンシャル~. フラックスqに対して

示しt~-ここではこれに対して双対相補原理を利用し

た表現を示す．電気変位ベクトルポテンシャル1/f(電束

密度D= ▽X Vf) を定義する．電位~(電界の強さ E= ▽~) 

と炉り対応を 2 次元ラプラス場の場合について，示し

ておくと，法線nを領域境界の外向きに，接線てを境界

内側に沿って左まわりにとると，次式で与えられる(8)_

~=e~ 祝＝ーe~
みみみみ

支配方程式と境界条件はそれぞれ

1 2 
-V vr=O in D 

; ~/::tan : 〇:;2)
(11) 

(12) 

になる．この場合電気変位ベクト）レポテンシャルvを

変関数としたエネルギー汎関数(7)は

ll(l/f) =ー古Jn(Vl/f)2dn+ fr1~ 詈dI' (13) 

で与えられる．これがエネルギー汎関数(2)式の双対相

補表現である．文献(5)でも同じ形の汎関数を使ったが

双対相補定式化はwではなく同ーの電位¢を利用して行
った．従ってその解は完全な双対相補解ではない．通

常のBEMではソース点を境界上に取る必要があるので，

特異積分が存在し，特に電気変位ベクトルボテンシャ

ルwを導入した場合この積分をうまく処理できなっか

たためである．ここではソース点を領域外に配置した
ため特異積分の必要がなくなり，電気変位ベクト）レポ

テンシャルwを導入しても問題が生じない．

(13)式のハイプリッド形の変分表現を次のように表
すことができる．

II(l/f紅）＝一社fn(Vl/f)2dn 

廿(1/f屯）紅+J 泣dI'
r1 み (14)

(14)式を部分積分すれば， (4)式と同様の境界のみに関

する表現

Il(l/f紅）＝古fr1/f pdI' 

廿 (V, — ft)紅+J 泣dI'
r r1 み (15)

が得られる．ここで， p=iJv,/iJn, p=iJftlみである．

領域内部の任意の点D(i) における電気変位ベクト）レポ

テンシャル 1/1;は仮想電荷/3j を係数とする既知関数の一

次結合として次の形の試験関数を想定することができ

る．

L 

防=L戌＝｛吋{/3}
j=l (16) 

ただし，

｛祈t ={l/f;、 l/f;i.…••五｝
である．境界要素rm上の点IX.i) について

正{Ny,}7{礼lmP;={Nが{P}m } (17) 

である．ここで {v,}m= {V'ml V/m2}, {P}m = {Pml 加2}.

一定要素を採用すれば内挿関数{Ny,},{Np} の成分は 1/2

である．一定要素の場合Vii• Pi はそれぞれ境界上の要素

rmの節点 1 と節点 2 の平均値になる．

(15) 式に試験関数(16), (17) を代入すれば

叩紅）＝古｛町[A]{/3}サ{/3f[U]{p}

紐}7[L]{p}+{詈r[M]{~}
になる．マトリックスの成分はそれぞれ

M 

Ajk = Lf 心,~dI'm
m=l I'm み

(18) 

Ujm = J 1/fら d広 (j,k= 1,2 , ... ,L ,m= 1,2 , ... ,M) 
I'm 

であり， [M]は対角マトリックスで， [M]の成分は境界

I'l上の要素の長さである．

(18)式を {/3},{ jJ} で変分oII(/J, jJ)=0すれば

of1i叶[S]{/3}廿[U]{fJ}= {O} (19) 

鴨＝ー悼]{lji}廿[Uf{/3} = {O} (20) 

(19),(20)式から，系全体に関する離散化方程式

[Z]{v,} 一 {P}={O}

が得られる．ここで

[Z] = [Bf[S][B] 

[B]=([U]ザ[L]
{P} = [L]{fJ} 

(21) 

臼含Irm←号r号各lふ号Tm
(j ,k = 1,2, .... , L) 

試験関数がとザはラプラス場の基本解であるが，そ

れぞれ複素グリーン関数の実部と虚部

<P;m =-¼In(記） (22) 

心＝ー古arctan(f) (23) 

に選べば，これらは互いに直交する．ここで

X=xm-Xj, Y=ym—Yi 

ソース点と観測点とをいずれも境界上にとると特異積

分に際し特別な配慮が必要となるが，ここでは
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Pattersonにならって試験関数のソース点を対象領域の

外に取り，特異積分を避ける． ところで，系のエネル

ギ一をIIとすると

II(</))~II~II(l/f) 

の関係が常に成り立つことが知られている (6). 従って，
1 

II= -{II(</))+ II(l/f)} 
2 (25) 

の関係を利用することによって離散化誤差を改善でき
ると期待される．

(24) 

4. 計算例

Fig.I に示す閉領域におけるポテンシャル分布をBEM

と本法でそれぞれ計算してみよう．境界分割と仮想電
荷の配置なども図に示してある． ここでは境界を32個
の一定要素で分割し，同数の仮想電荷を要素近傍（外
部領域）に配置した．領域内の等ポテンシャル線とポ
テンシャルの相対誤差をFig.2, 3 に示す. (a), (b) はそ
れぞれ通常のBEMと本法で計算したものである．計算
結果を比較してみると，同じ計算条件で本法は計算誤
差が少ないことが分かった．誤差の最大値は境界上に
現れるが，本法での最大誤差は4.06% なのに対して，
BEMでは26.99% である．

* 
* * * 

Simulated charges 

I¥ * * 

Boundary nodes 
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Figure 1 An example of Laplace field with boundary elements, 
nodes and simulated charges 
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(a) Equal~lines of (b) Equal~lines of the 
the BEM solution solution of the proposed method 

Figure 2 Potential distributions 

0.02% 

(0.0, 6.0) 

(a) Error distribution of the BEM solution 

0.2釘％

(6.0, 6.0) 

(0.0, 6.0) 

(b) Error distribution of the solution of the proposed method 

Figure 3 Potential error distributions 

次にFig.4(a)に示す同心円筒間のポテンシャル分布を
通常のBEMと本法でそれぞれ計算する. Fig.4(b)に示す
ように 1/4の領域境界を一定要素で分割し，仮想電荷を
配置する．ここでは境界を24個の一定要素で分割し，
同数の仮想電荷を配置して計算を行なった．領域内の
等ポテンシャル線をFig.5 に示す. (a), (b)はそれぞれ
BEM と本法で計算したものである．この場合も本法の
計算誤差が少ないことが分かった．

変分原理によって得られた離散化方程式， (10)式と
(21)式は双対相補の関係になるので，閉領域及び同心

円筒間におけるポテンシャル¢の問題を電気変位ベク卜

ルポテンシャル彫り問題として計算することができる．
境界条件などをFig.6(a)に示す．境界要素の分割と仮想

電荷の配置はポテンシャル¢の問題と同様である. (21) 

式によって得られた領域内の等電気変位ベクト）レポテ

ンシャル線vをFig. 6(b) に示す． これは¢と直交し， vと
は(11)式の関係にある．

系のエネルギー及び静電容量は次のように計算する
ことができる．まず(10)式により境界上のポテンシャ

ルを計算する．次に， (9)式によって求められたpを (5)
式に代入すれば領域内のポテンシャルが得られる．系
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(a) A pair oflong coaxial conductors (b) Boundary elements, n叫es and•inn1l.r«I charges 

for a quarter of血 ctOIIS-<IOCtion

Figure4 細therexample of Laplace field 

(a) Equal 9 lines of the BEM solution (b) Equal ,. lines of lhe solution of lhe proposed method 

Figure 5 Potential dislributions 
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Simulated charges 

I¥ 
*******  

＊＊＊そ＊骨＊＊＊
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* 
* 
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*****  ** 
(a) Boundary conditions for a square closed domain (a') Boundary conditions for a quarter of the cross-section 
with respect to the electric displacement vector potential v, with respect to the electric rii"(llorffl1"1t vector potential v, 

(b) Equal electric displacement 
vector potential yr lines 

(b') Equal electric di叩lacement
vector potential y, lines 

Figure 6 Problems and solulioos calculated by 山eproposed method 
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のエネルギーの上限は離散化された (7)式を使って求め
る．同様に(21)式と (18)式により境界上及び領域内の電

気変位ベクト）レポテンシャルを計算する．系のエネル

ギーの下限は離散化された(18)式を使って求める．
Fig.1 に示す閉領域における系のエネルギ一を計算し

てみよう．エネルギーの理論値は45000e (eは媒質の誘
電率）である. (7)式と (18)式に基づき系のエネルギー

の上限と下限を計算した．エネルギーの収束の様子を

Fig.7 に示す．

Fig.4に示す同軸の静電容量の理論値はC=6.857ボツm]

である. (24)式より静電容量の関係式は次の様になる．
2 2 ｷ2  

II=ｽ'P Cexact Il(tp) =令tp Cupper ll(l/f) =ｽ'P Clower 

(4)式と (15)式に基づく静電容量の上限と下限は

Cupper ;'2: Cexact 以 Ctower

である．静電容量の収束の様子をFig.8 に示す．
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Figure 7 Convergence in energy with the number 
of elements increased (closed square) 
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Figure 8 C onvergence m capacitance with the number 
of elements increased (coaxial conductors) 

s. 結言

静電界解法に対して変分原理に基づ＜正則境界積分
法を提案して，簡単な問題について等ポテンシャル分

布，系のエネルギー，静電容量を計算し，その有効性

を検討した．正則境界積分法は通常のBEMと CSMの特

徴を併せ持っているため，特異点を含む積分の処理な

-18-

どに特別な工夫の必要がなくなり，数値計算が簡単で
精度も高いことが示された．ただし本法はCSMと同様
に解の精度は仮想電荷の配置に依存するので，精度を

よくするためには境界の形状に応じて仮想電荷点を適

切に選ぶ必要がある．その位置は境界の節点から領域
の外に要素の大きさにとればよいことも確認された(1).

また，双対相補原理に基づ＜系方程式の導出もスカラ
一ポテンシャルだけでなくこれに直交する電気変位ベ
クトルポテンシャルに関する定式化が有効になり，上

限，下限の評価が可能になった．さきの報告（文献(5))
は要素分割数に対する上限，下限の収束が対称になら

ない問題点があった．その理由は，双対相補エネルギ

一関数の評価において，被積分関数として直交関数w
を選んだ場合特異積分の評価が不可能であったため，

代わりにがを採用したためである．そのためエネルギ

一関数の評価が双対相補のものになっていなかったた

めと考えられる．

今後，ポアソン，ヘルムホルツ問題についても本法

を適用し，その有効性を調べて行きたい．
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