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偏微分方程式の境界値問題の境界型近似解法
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Boundary-type solution methods for the approximate solution of the boundary-value problem

of partial differential equation are proposed in this paper. Solution procedures are developed

on two integral expressions of the boundary-value problem, which are the weighted integral

formulation and the inverse form. The first method based on the weighted integral formulation

is constructed with a boundary-type solution procedure and the Trefftz expression of the unknown

function. Introduction of this expression on the unknown function can be considered as the use

of so-called node-free element. The second method is a boundary-type solution procedure based

on the inverse formulation and boundary element with the dual reciprocity treatment of the

inhomogeneous function. Discussion and construction on the methods are developed with the

boundary-value problem of Poisson equation. Application to elastostatics is also discussed.
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1 はじめに

偏微分方程式の境界値問題や初期値問題の近似解法とし

て様々な解法が展開されているが，差分法，有限要素法お

よび境界要素法が代表的な手法として多用されている (1)．

これらの各手法にはそれぞの特徴を有しているが，境界要

素法は上記の 2つの手法が領域型解法であることに対し，

境界型解法であることに大きな特徴を有している．

現在，偏微分方程式の近似解法の境界型解法として境界

要素法の他に，トレフツ (Trefftz) 法が存在している (2)．

境界要素法では偏微分方程式の随伴微分作用素の基本解を

用いるが，トレフツ法では，偏微分方程式の同次解を用い

ることになり，基本的な相異がある．基本解に含まれる特

異性の処理に関する取り扱いを避けることから，トレフツ

法を再評価し，様々な問題に適用しようとする研究も活発

化している (3, 4, 5)．

本論では基本解の代わりにトレフツ法の基礎である未知

関数の偏微分方程式の同次解および特解に基づいた境界型

解法の提案と展開を示す．ポアソン方程式の境界値問題に

対して提案する境界型解法を具体的に示す．

まず初めにこの境界値問題の積分表現として，重み付き

積分定式化とそれから導かれる逆定式化を設定する．次に

この 2つの積分表現に含まれる領域積分項を境界積分項に

変換するための関数の近似表現と重み関数の選び方によっ

て境界型解法が構築できることを示す．さらに，ポアソン

方程式の境界値問題の拡張としての連成偏微分方程式とし

ての弾性問題への適用についても言及する．

2 境界値問題とその積分表現

ポアソン方程式の次の境界値問題を考える．

∇2u(x) + b(x) = 0 in Ω (1)

u(x) = bu on Γu (2)

q(x) ≡ ∂u

∂n
(x) = bq on Γq (3)

ただし，u(x) は未知関数，b(x) は非同次関数，n は境界

Γ の外向き単位法線ベクトル，bu と bq は各境界上の規定値
とする．

この境界値問題に対して，次の重み付き積分表現を与え



ることができる．Z
Ω

{∇2u(x) + b(x)}v(x) dΩ

+

Z
Γu

(u(x)− bu)τ(x) dΓ−
Z

Γq

(q(x)− bq)v(x) dΓ = 0

(4)

ただし，v(x) は重み関数とし，τ(x) はこの v(x) を用い

て q(x) に対応する次式で与えるものとする．

τ(x) ≡ ∂v

∂n
(x) (5)

積分表現 (4) に 2回発散定理を適用することによって，

次の逆定式化 (inverse formulation) を得る．Z
Ω

u(x)∇2v(x) dΩ +

Z
Ω

b(x)v(x) dΩ

=

Z
Γ

τ(x)u(x) dΓ−
Z

Γ

q(x)v(x) dΓ (6)

3 境界型解法

3.1 重み付き積分表現に基づく境界型解法

積分表現 (4) に基づく境界型解法を考える．式 (4) の

左辺の第 1項に注目し，未知関数 u(x) をポアソン方程式

(1) の同次式の一般解 uh(x) と特解 up(x) との和

u(x) = uh(x) + up(x) (7)

として選ぶことにすると，式 (4) は次の境界積分項のみか

らなる次の積分表現となる．Z
Γu

(u(x)− bu)τ(x) dΓ−
Z

Γq

(q(x)− bq)v(x) dΓ = 0 (8)

ここで，ラプラス方程式の一般解 uh(x)を，調和関数 φi(x)

の次のような線形結合によって近似する．

uh(x) '
NX

i=1

aiφi(x) (9)

この近似および v(x) = φi(x) とを境界積分式 (8) に代

入することによって，未知係数 ai に対する次の決定方程

式を得る．

Aijai = dj (10)

ただし，

Aij =

Z
Γu

φi(x)
∂φj(x)

∂n
dΓ−

Z
Γq

∂φi(x)

∂n
φj(x) dΓ

(11)

dj =

Z
Γu

(bu− up(x))
∂φj(x)

∂n
dΓ

−
Z

Γq

(bq − ∂up(x)

∂n
)φj(x) dΓ (12)

未知係数 ai に関する連立 1次方程式 (10) を解くこと

によって ai を定め，これを式 (9) に代入し，式 (7) を考

慮することによって，未知関数の近似 eu(x) が得られる．

以上の近似解法は，未知関数の同次解 uh(x) の近似に

伴う未知係数 ai を境界積分方程式 (8) を用いて決定しよ

うとするものであるから境界型解法となる．なお，この解

法において，同次解の近似 (9) は調和関数 φi(x) の線形結

合として表現されていて，その未知係数 ai は特に関数の

節点値としての意味を有さないので無節点要素近似 (6, 7)

となっている．さらに，任意の点 x における関数および

その導関数は，次式を用いて容易に計算できる．

u(x) ' eu(x) =

NX
i=1

aiφi + up(x)

q(x) ' ∂eu
∂n

(x) =

NX
i=1

ai
∂φi

∂n
(x) +

∂up

∂n
(x)

9>>>>>=>>>>>; (13)

3.2 逆定式化に基づく境界型解法

次に逆形式 (6) に基づく境界型解法を展開する．逆定式

化 (6) の左辺に注目し，重み関数 v(x) としてラプラス方

程式の同次解，すなわち，∇2v(x) = 0 を満たす関数 v(x)

を選ぶことにすると，式 (6) は次式となる．Z
Γ

τ(x)u(x) dΓ

Z
Γ

q(x)v(x) dΓ =

Z
Ω

b(x)v(x) dΩ (14)

上記の非同次項の領域積分に対し，2 重相反法 (dual

reciprocity method)(8)を導入して境界積分項に変換する．

非同次項 b(x) を適当な関数 fj(x) の線形結合として次の

ように近似する．

b(x) '
N+LX
i=1

αjfj(x) (15)

ただし，fj(x) は，各 j に対し，

∇2ψj(x) = fj(x) (16)

となる ψj(x) を定めるものとする．以上より，b(x) は次

のように近似表現されることになる．

b(x) '
N+LX
i=1

αj∇2ψj(x) (17)

この表現を式 (14) の右辺に代入すると，Z
Ω

b(x)ev(x) dΩ '
Z

Ω

 
N+LX
i=1

αj∇2ψj(x)

!
v(x) dΩ

=

N+LX
i=1

αj

�Z
Γ

∂ψj(x)

∂n
v(x) dΓ−

Z
Γ

ψj(x)
∂v(x)

∂n
dΓ

+

Z
Ω

ψj(x)∇2v(x) dΩ

�
=

N+LX
i=1

αj

�Z
Γ

∂ψj(x)

∂n
v(x) dΓ−

Z
Γ

ψj(x)
∂v(x)

∂n
dΓ

�
(18)

となる．



以上より，逆定式化 (14) は次の境界積分方程式となる．Z
Γ

τ(x)u(x) dΓ−
Z

Γ

q(x)v(x) dΓ

=

N+LX
i=1

αj

�Z
Γ

∂ψj(x)

∂n
v(x) dΓ−

Z
Γ

ψj(x)
∂v(x)

∂n
dΓ

�
(19)

ここで，境界上の未知関数 u(x) と q(x) とを求めるた

めの離散化手法を考える．まず境界 Γ を M 個の弦 el

(l = 1, 2, . . . , M) の和によって近似すると，式 (19) は次

のようになる．

MX
l=1

�Z
el

u(x)τ(x) dΓ−
Z

el

q(x)v(x) dΓ

�
=

MX
l=1

N+LX
i=1

αj

�Z
el

∂ψj(x)

∂n
v(x) dΓ

−
Z

el

ψj(x)
∂v(x)

∂n
dΓ

�
(20)

さらに，u(x) と q(x) とを el 上でたとえば一定値，すな

わち一定境界要素

u(x) ' eu(x) = eu(xl) ≡ eul

q(x) ' eq(x) = eq(xl) ≡ eql

9=; (xl ∈ el) (21)

を導入する．この結果，式 (20) は次のようになる．

MX
l=1

��Z
el

τ(x) dΓ

� eul −
�Z

el

v(x) dΓ

� eql

�
=

MX
l=1

N+LX
i=1

αj

�Z
el

∂ψj(x)

∂n
v(x) dΓ

−
Z

el

ψj(x)
∂v(x)

∂n
dΓ

�
(22)

上式から，境界上の M 個の未知量 eul と eql とを決定す

るためには式 (22) から M 個の方程式を構成しなければ

ならない．そこで，重み関数 v(x) を既に示したラプラス

方程式の同次解 φi(x) (i = 1, 2, . . . , M) と選ぶことにす

ると，次の離散化表現を得る．
MX

l=1

(Hlieul −Glieql) =

MX
l=1

N+LX
j=1

αj(Alji −Blji) (23)

ただし，

Hli ≡
Z

el

∂φi(x)

∂n
dΓ(x) (24)

Gli ≡
Z

el

φi(x) dΓ(x) (25)

Alji ≡
Z

el

∂ψi(x)

∂n
φi(x) dΓ(x) (26)

Blji ≡
Z

el

ψj(x)
∂φi(x)

∂n
dΓ(x) (27)

b(x) と境界条件 (2), (3) および関数 fj(x) に対して得

られる離散化式 (23) を解くことによって eul と eql とを求

めることができる．なお，離散化式 (23)に含まれている非

同次項の展開係数 αj は，具体的に与えられた関数 fj(x)

に対し式 (15) から決定されている．

4 静弾性問題への適用

4.1 境界値問題とその積分表現

等方等質弾性体の混合型境界値問題への適用を与える．

問題とその積分定式化は次のようになる．

• 釣合式

Sij,j + bi = 0 (Sij = Sji) in Ω (28)

• 応力-歪関係式

Sij = µ(ui,j + uj,i) + λul,lδij (29)

• ナビェ方程式

µui,jj + (λ + µ)uj,ji + bi = 0 (30)

• 境界条件

ui = bui on Γu (31)

si = Sijnj = bsi on Γs (32)

ただし，Sij は応力テンソル，ui は変位ベクトル，bi は物

体力ベクトル，µ と λ はラメ定数，si はトラクションと

する．

• 重み付き積分定式化Z
Ω

(Sij,j + bi)vj dΩ +

Z
Γu

(ui − bui)τi dΓ

−
Z

Γs

(si − bsi)vi dΓ = 0 (33)

• 逆定式化Z
Ω

Tij,jui dΩ +

Z
Ω

bivi dΩ

=

Z
Γ

τiui dΓ−
Z

Γ

sivi dΓ (34)

ただし，Tij は重み関数（擬変位ベクトル）vj に対する擬

応力ベクトルとし，τi は Tij による擬トラクションとする．

4.2 境界型解法

重み付き積分定式化 (33) に基づく境界型解法について

示すことにする．

変位ベクトル ui(x) を非同次ナビェ方程式 (30) の同次

解 uh
i (x) と特解 up

i (x) との和

ui(x) = uh
i (x) + up

i (x) (35)

として与えるものとすると，式 (33) は次のように境界積

分方程式となる．Z
Γu

(ui(x)− bui)τi(x) dΓ−
Z

Γs

(si(x)− bsi)vi(x) dΓ = 0

(36)



ナビェ方程式 (30) を満たす変位ベクトル uj(x) はナ

ビェ方程式の微分作用素行列 Lij とその転置余因子行列

Mij とを用いることによって，次のようにポテンシャル

φl(x) 表現として与えられる (9)．

uj(x) = Mjlφl(x) (37)

ただし，各ポテンシャル φl(x) は次の微分方程式の解で

ある．

Lφ(x) ≡ M(λ + 2µ)∆2φi(x) = −bi (38)

このように解としての各ポテンシャル φi(x) を L 個の x

の多項式 mil(x) の和として

φi(x) ' eφi(x) =

LX
l=1

clmil(x) (39)

と近似することによって変位ベクトルの近似 euj(x) が構

築できる．

近似変位ベクトル euj(x) と重み関数 vj(x) = mjl(x)

(l = 1, 2, . . . , L) を式 (36) に代入することによって，未

知係数 cl に関する離散化表現を得る．

なお，逆定式化 (34) に基づく境界型解法に対しても，

ポアソン方程式に関する 3.2節で示した考え方に順じて構

成することができる．すなわち，重み関数 vi(x) として式

(38) の同次解を選び，外力ベクトル bi(x) に 2 重相反法

を適用し，未知関数 ui(x) と si(x) に境界要素を用いる

ことによって離散化式を得る．

5 おわりに

偏微分方程式の境界値問題の近似解を求めるための境界

型解法について述べてきた．

本論での境界型解法は，従来の境界要素法とは異なり，

微分作用素の基本解を利用する代わりに対象とする微分方

程式の特異性を含まない同次解（またはトレフツ関数）や

特解を利用することに特徴を有する．

そのような境界型解法をポアソン方程式の境界値問題と

いう具体的な問題を対象として展開した．その境界値問題

の積分表現として重み付き積分定式化（境界値問題の重み

付き積分表示）とそこから得られる逆定式化とを設定した．

次に，その 2つの積分表示に基づく境界型解法を与えた．

重み付き積分定式化に基づく解法は，非同次微分方程式

の同次解と特解から構成された未知関数とその導関数の近

似表現を基にした境界型解法である．この解法では，特に

特解の構成が問題となる．与えられた非同次関数に対応し

た特解の構成は種々の手法を用いて行う必要がある．なお，

このような未知関数の近似表現は，従来の節点値による補

間による境界要素の導入ではなく無節点要素の採用を意味

している．

逆定式化に基づく解法は，未知関数の境界要素による近

似表現と非同次項の領域積分の 2重相反手法による境界積

分項への変換とを導入し，同次解を重み関数とした離散化

手法である．

ポアソン方程式および弾性方程式に対して提案した境界

型解法による数値計算例を通した有効性の検証は今後の課

題である．
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