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固体中のクラックによる水中遠方散乱振幅の解析と計測

CALCULATION OF SCATTERING AMPLITUDES IN WATER FROM A CRACK IN SOLID
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A method to calculate the scattering amplitude in water from a crack in solids is formulated to

simulate the immersion types of ultrasonic testing for the material with defects. The method

is based on the Fourier transform and the scattering amplitude is calculated in the frequency

domain by the combined method of the BEM and the far-field integral representation. The

scattered waveform in the time domain is obtained from the inverse Fourier transform by giving

the time history of the incident wave. The calculated waveforms are compared with the mea-
sured waveforms and the fairly good agreement is confirmed from the calculated and measured

waveforms.
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1. はじめに

構造部材内に存在する欠陥の位置及び形状に関する
情報を得ることを意図して，欠陥による散乱波動場を解
析するための境界要素法の開発が進められている(1),(2)．
また，溶接部に存在するクラック状の欠陥を検出する
ために，クラック近傍における波動場の可視化が試み
られている(3)．欠陥がクラック状である場合，クラッ
ク端部からの回折波，クラック面による反射波，またク
ラック面に沿って伝播する波動の影響により，探触子で
受信される散乱波形には複数の波形が混在するものと
予想される．クラック端からの回折波の影響が卓越し
た波動場を計測することができれば，これをクラック
長の推定に活用することが可能となる(4)．水浸法によ
りクラック状欠陥からの散乱波形を計測する場合，水–
固体間においても，モード変換，反射，屈折が生じ，計
測散乱波形とクラックとの関係は自明ではない．
　本論文では，水中の固体内に存在するクラックから
の散乱波形を水浸法により計測する場合を想定し，境
界要素法を用いて固体中のクラックによる水中遠方圧
力場の時間域波形を求めることを試みる．境界要素法
により時間域波形解析を行う代表的手法として，フー
リエ変換法(5),(6)，ラプラス変換法(7)(8)等があげられる
が，ここではフーリエ変換法を用いる．初めに非定常
解を求める過程を述べた後，固体中に存在するクラッ
クにより生じる水中遠方圧力場の散乱振幅を得る過程
(9)を要約する．その後，後方散乱振幅の解析例を示す．
また，解析とほぼ同じ条件となるように水中に設置し
たアルミニウム製供試体を用いた計測実験による後方
散乱波形を示し，解析結果と計測結果を比較する．

2. フーリエ変換と入射波

後の数値解析において，水中で計測される散乱波の

性質を時間域と周波数域の両域で議論する．このため，

圧力場 p(x, t)の時間に関するフーリエ変換と逆フーリ
エ変換を次のように定義する．

p̂(x, ω) =
∫ ∞

−∞
p(x, t)eiωtdt (1)

p(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
p̂(x, ω)e−iωtdω (2)

ここで，ωは角周波数 (角振動数)であり，上付のハッ
トは周波数域の量を表す．

　水中において，p方向に伝播する平面圧力波は水中

の音速を cF として時間域で次のように表すことがで

きる．

p(x, t) = p0f(t− p · x/cF ) (3)

この平面波を式 (1)によりフーリエ変換すると次のよ
うになる．

p̂(x, ω) = p0e
iωp·x/cF f̂(ω) = p0e

ikF p·xf̂(ω) (4)

ここで，kF は水中の波数である．上式より，式 (3)で
表される平面波は，周波数域において，p0e

ikF p·xで表
される時間調和な平面波と時刻歴 f̂(ω)の積で表される
ことがわかる．このことから，周波数域において境界

積分方程式を解く過程で，入射波を p̂I(x) = p0e
ikF p·x

と与えて定常解を求めておき，これに周波数域で入射
波の時刻歴のフーリエ変換 f̂(ω)をかけた後，逆フーリ
エ変換を行うことにより時間域の非定常解を得ること

ができる．



3. 水中の固体内に存在するクラックによる
散乱解析

本節の解析は周波数域で行うため，p̂(x, ω)を p(x)
と記述する．他の物理量についても同様である．

3.1 問題設定

ここでは今後 2層材料界面に存在するクラックを扱
うことを考慮して Fig.1に示す 3 層の領域を考える．
D0 は水，D と D̄ は固体とし，D0 中で圧力 pはスカ
ラー場の波動方程式を，D，D̄中の変位場u，ūは動弾
性の基礎方程式を満たす．いま，領域D0より pI(x) =
p0e

ikF p−F ·xの時間調和な平面圧力波が入射角 θ0で入
射しているものとする．
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Fig.1 Crack S on the boundary B1 and incident wave pI

in water

これらの 3層は平行な境界B0とB1で接しており，境
界 B0上の境界条件は次のようになる．

n · u = (ρFω
2)−1n · �p (5)

n · t = −p (6)

s · t = 0 (7)

ここで，pは水中の圧力，ρF は水の密度，ωは角振動
数，nと sは境界 B0 上の単位法線ベクトルと接線ベ
クトルである．また境界 B1 上における境界条件は次
のように書ける．

ti = −t̄i (8)

ti = sij(ūj − uj) (9)

上式で ui と ti は境界 B1 上の領域 D 側の変位と表面
力，sij は境界B1上に分布したバネのバネ定数であり，
上付のバーがついたものは領域 D̄側の変位と表面力で
ある．
　ここでは境界 B1上に長さ 2aのクラックが存在する
ものとし，クラック表面 S で sij=0，クラック以外で
は sij → ∞と考えることとする．

3.2 自由場の表現

境界 B1 にクラックが存在しない場合の波動場を自
由場と呼ぶこととする．Fig.2に自由場とその境界で生
じる波の波動成分を示す．
　境界 B0に関する自由場は次のように表現できる．

pfree = p0e
ikF p−F ·x + p0R

FF eikF p+F ·x in D0 (10)
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Fig.2 Free wave field gnerated by boundaries

ufree
i = p0

∑
α=L,T

R−Fαd−α
i eikαp−α·x in D (11)

ここでは境界B0とB1の間隔が十分に離れており，領
域D内での多重反射を考慮しなくてもよい場合を想定
している．このとき，B0と B1を分離して考えること
ができ，B0のみを考慮した場合の自由場が式 (10),(11）
である．後に示す計測においても，この条件が満たさ
れる場合を考える．式 (10)の RFF は水中 D0 への反
射率，式 (11)の R−Fα(α=L, T )は固体Dへの縦波と
横波の透過率である．また，kβ=ω/cβ (β=F, L, T,又
は L̄, T̄ )は各波動モードに対応する波数，cβ は波速で
ある．p±β と d±β はそれぞれ波動の進行方向を表す伝
播ベクトルと変位の振動方向を表す偏向ベクトルであ
り，ζ=sin θ0を用いて次のように表される．

p±β(ζ) = (cβζ/cF ,±νβ(ζ)) (12)

νβ(ζ) = [1− (cβζ/cF )2]1/2, (�(νβ) > 0) (13)

d±β(ζ) =
{

p±β(ζ) for β = F, L and L̄

e3 × p±β(ζ) for β = T and T̄
(14)

反射率 RFF と透過率 R−Fα(α=L, T ) は，これらの関
係を式 (5)～(7)に示した境界 B0 の境界条件に代入す
る事により決定できる．
境界 B0を透過した入射波は透過 L波と透過 T 波と

なり固体Dへ入射し，境界B1により固体Dへ反射 L

波と T 波，固体 D̄への透過 L̄波と透過 T̄ 波を生じる．
よって境界 B1 に関する自由場は次のように書ける．

ufree
i =

∑
α=L,T

{
p0R

−Fαd−α
i eikαp−α·x

+p0R
−Fα

∑
β=L,T

R+αβ d+β
i eikβp+β ·x

}
in D (15)

ūfree
i =

∑
α=L̄,T̄

{
p0R

−Fα

×
∑

β=L̄,T̄

R−αβd−β
i eikβp−β ·x

}
in D̄ (16)

上式のうち透過率 R−Fα(α=L, T )は式 (10),(11)に示
す自由場の表現を，式 (5)～(7)に代入する事より既知
とでき，これらを用いて反射率 R+αβ(β=L, T )と透過
率R−αβ(β=L̄, T̄ )は式 (15),(16)の表現を境界B1に関
する境界条件 (8),(9)に代入して境界 B1上のすべての
点で sij → ∞とすることにより得られる．



3.3 界面クラックの開口変位
領域 D における全波動場 ui は，自由場 ufree と界

面クラックによる散乱場 usc
i の和として次のように表

される．領域 D̄についても同様である．

ui = ufree
i + usc

i in D (17)

ūi = ūfree
i + ūsc

i in D̄ (18)

　本論文では固体領域 D の厚さが D 内での多重反射
を考慮しなくてよい程度に厚い場合を対象としている
ので，境界 B1 に関する自由場の表現式 (15)および式
(16)を境界 B1 に存在するクラックに対する入射波と
して与えることにより，クラックの開口変位を以下の
境界積分方程式により求めることができる．

1
2
ui(x) −

∫
B1+S

Uij(x,y)sjk {ūk(y)− uk(y)} dsy

+p.v .
∫
B1 +S

Tij (x,y)uj (y)dsy = g free
i (x)

x ∈ B1 ∪ S (19)

1
2
ūi(x) −

∫
B1+S

Ūij(x,y)sjk {uk(y)− ūk(y)} dsy

+p.v .
∫
B1 +S

T̄ij (x,y)ūj (y)dsy = ḡ free
i (x)

x ∈ B1 ∪ S (20)

ここで，Uij(x,y)は基本解，Tij(x,y)は表面力核，x

と yは位置ベクトルである．gfree
i および ḡfree

i は自由
場の積分からなる次のような既知量である．

gfree
i (x) =

1
2
ufree

i (x)−
∫

B1+S

Uij(x,y)tfree
j (y)dsy

+p.v .
∫
B1 +S

Tij (x,y)ufree
j (y)dsy

x ∈ B1 ∪ S (21)

ḡfree
i (x) =

1
2
ūfree

i (x)−
∫

B1+S

Ūij(x,y)t̄free
j (y)dsy

+p.v .
∫
B1 +S

T̄ij (x,y)ū free
j (y)dsy

x ∈ B1 ∪ S (22)

上式で自由場による表面力は，表面力作用素を T n
ij(∂y)

として tfree
i (y) = T n

ij(∂y)u
free
j (y)である．境界積分方

程式 (19),(20)を離散化して数値積分を実行して解くこ
とより，境界上のクラック Sの開口変位 [ui] = ui − ūi

を決定できる．

3.4 水中遠方圧力場の表現
境界 B1 上に存在するクラック S の開口変位

[uj(y)] = uj(y) − ūj(y) により生じた水中 D0 の散
乱圧力場 psc(x)は次のように表現できる．

psc(x) =
∫

S

{T n
jk(∂y)Gk(x,y)}[uj(y)]dsy (23)

上式で Gk は固体 D内の点 y に作用する xk 方向の集
中力による水 D0 内の点 xにおける圧力を表すグリー
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Fig.3 Wave components of Green function

ン関数である．いま，固体内の点 yから水中の観測点
xへの各波動成分の伝播経路は Fig.3のようになる．
このときグリーン関数は多重反射の影響がない仮定の
下で次のように書ける．

Gk(x,y) =
∑

α=L,T

{Dα
k (x,y)+

∑
β=L,T

Rβα
k (x,y)} (24)

上式で Dα
k は点 y から境界 B0 に直接到達する波動成

分 (L, T )であり，Rβα
k は界面 B1 で反射してから境界

B0 に到達する波動成分 (LL, LT, TL, TT )である．こ
れら，Dα

k と Rβα
k は次のように表すことができる．

Dα
k (x,y) =

i

4πµ
(
cT

cα
)2

∫ ∞

−∞
(να)−1RαFd+α

k

×eikαp+α·ye−ikF p+F ·xdζα (25)

Rβα
k (x,y) =

i

4πµ
(
cT

cβ
)2

∫ ∞

−∞
(νβ)−1RαFRβαd−β

k

×eikβp−β ·ye−ikF p+F ·xdζβ (26)

ここで，ζα,β=cα,βζ/cF であり，µは固体D内のせん
断剛性，RαF は界面B0による透過率であり，B0上の
境界条件 (5)～(7)を用いて決定できる．Rβαは界面B1

による反射率であり，節 3.2で求めたものと等しい．
　上のグリーン関数の表現式 (25)と (26) 中の無限積
分は，計測点 xが |x| � |y| (y ∈ S)かつ kF |x| � 1
とみなせる遠方に位置している場合には，最急降下法
(10)により次のように近似的に評価できる．

Dα
k (x,y) ≈√

2
πkF |x|e

i(kF |x|−π
4 )Ďα

k e
ikαp+α·y |ζ=sin θx (27)

Rβα
k (x,y) ≈√

2
πkF |x|e

i(kF |x|−π
4 )Řβα

k eikβp−β ·y |ζ=sin θx (28)

ここで，θx=sin−1(−x1/|x|) であり，これらの近似式
を式 (23)と (24)で表される散乱波の積分表現中のグ
リーン関数に代入することにより，次のような遠方散
乱圧力場の表現を得る．

psc(x) ≈
∑

α=L,T

√
2

πkF |x|e
i(kF |x|−π

4 )Ωα
F (kF ) (29)



ここで，Ωα
F (kF ) (α=L, T )は次のようになる．

Ωα
F (kF ) =

∫
S

T n
jk(∂y){Ďα

k e
ikαp+α·y

+
∑

β=L,T

Řβα
k eikβp−β ·y}|ζ=sin θx [uj(y)]dsy (30)

上式は水中の遠方における散乱圧力場の円筒波成分を
除いた振幅を表しており，散乱振幅と呼ぶ．クラック
の幾何的情報はすべて散乱振幅に含まれている．指標
αは水中の散乱圧力場の生成に寄与した固体D内の波
動モード (α=L, T )を示している．また Ďα

k と Řβα
k は

式 (27),(28)の近似より生じる係数である．

4. 時間域波形の解析と計測

ここでは周波数領域で得られた散乱振幅 Ω̂α
F (kF )を

用いて，与えられた任意の入射波形の時刻歴に対する
散乱振幅の時刻歴を以下の逆変換式より求める．

Ωα
F (t) =

∫ ∞

−∞
Ω̂α

F (f) f̂(f)e−i2πftd f (31)

ここで，f̂(f)として実験で求められる時間域波形を用
いることとし，解析条件とほぼ同等の計測実験より実
測される時間域波形と比較する．なお，Ω̂α

F (f)は関係
式 2πf=kF cF をもとに，式 (30)の解析結果から得ら
れる．

4.1 計測実験用アルミニウム製供試体
用いた供試体をFig.4に示す．供試体は高さ 40mm，

幅 50mm，長さ 400mmのアルミニウム製の角棒であ
り中央部に長さ 4mmおよび 6mmの 2次元模擬クラッ
クを幅方向に放電加工で製作した．模擬クラックの位
置は表面から 20mm，模擬クラックの厚さは実測でお
およそ 0.5mmである．計測は水中に設置した同一の探
触子を用いて超音波の送信と受信を行う水浸パルスエ
コー法とし探触子は公称中心周波数 5MHzのものを用
いた．供試体を水槽中の PC制御されるターンテーブ
ルに固定し超音波の供試体への入射角 θ0を操作した．
　水中から供試体表面に鉛直に超音波パルスを送信し，
供試体表面で反射した波形を受信したものを Fig.5に
示す．データは 0.016µs 間隔で 2048 データを計測し
た．この波形には受信探触子の特性も含まれているが，
アルミニウム表面で反射した波形の位相は入射波形の
位相と同じであることから，本論文では入射波形 f(t)
として用いることにする．用いたフーリエスペクトル
f̂(f)の絶対値を Fig.6に示す．最大値が１となるよう
に正規化し，以降の数値解析に用いた．

4.2 数値解析条件
製作した供試体をモデル化して数値解析により散乱

振幅 Ω̂α
F (f)を求める．Fig.7に解析モデルを示す．ここ

では領域D0を水，領域Dおよび D̄をアルミニウムと
する．アルミニウム中の縦波波速を cL=6420m/s，横
波波速を cT=3040m/s(11)とすると領域Dおよび D̄に
おける波長は λL=1.28mm，λT =0.61mmとなる．ま
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た縦波が供試体表面とクラック間 20mmを往復するの
に要する時間は 6.23µsと計算され，Fig.5に示したパ
ルスのおよその継続時間 0.4µsに比較して十分に長く，
供試体表面とクラックとの多重反射を考慮しなくてよ
い．また，アルミニウムの密度を 2700kg/m3，水中の
音速を cF=1480m/s，水の密度を 1000kg/m3とした．
領域D0より入射角 θ0で Fig.5に示す時刻歴を持つ中
心周波数 5MHzの平面圧力波が入射する．計測はパル
スエコー法とすることから，θ0=θx である．クラック
長 2a=4mm，入射，観測角 θ0=4◦，および 2a=6mm，
θ0=8◦として数値解析を行った．

4.3 数値解析結果
Fig.8に 2a=4mm，θ0=4◦として得た縦波散乱振幅

Ω̂L
F (f)，および横波散乱振幅 Ω̂T

F (f)の絶対値を入射波
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の圧力振幅 p0で無次元化したものを横軸を周波数軸と
して示す．Fig.9は 2a=6mm，θ0=8◦ とした解析結果
である．
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Fig.8，Fig.9より散乱振幅はかなりの低周波域から周
波数に対する振動特性を有していることがわかる．ま
た，|Ω̂L

F (f)|と |Ω̂T
F (f)|の振動特性は周波数に対して共

通していることがわかる．
　入射波の周波数特性 f̂(f) をかけた散乱振幅
|Ω̂α

F (f)f̂(f)|を Fig.10と Fig.11に示す．|Ω̂α
F (f)f̂(f)|

は Fig.5に示す時刻歴をもつ平面圧力波を入射波と
した場合の周波数域の散乱振幅の絶対値に対応して
いる．Fig.10が 2a=4mm，θ0=4◦ の場合，Fig.11が
2a=6mm，θ0=8◦ の場合に対応する結果である．
　用いた波速より欠陥モデルから表面までの距離である
20mmを伝播する時間は縦波で 3.12µs，横波で 6.58µs
となる．このことから欠陥で生じた縦波散乱波と横波
散乱波には水との境界に到達した時に 3.46µs の時間
差が生じる．この時間差はパルスのおよその継続時間
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0.4µsに比較して十分に長く，縦波成分と横波成分とは
分離して計測が可能である．以下ではクラックで散乱
された縦波成分のみを考えることにする．

4.4 計測による時間域波形との比較
式 (31)より Ω̂L

F (f)f̂(f)(Fig.10,11には |Ω̂L
F (f)f̂(f)|

が示してある.)を逆フーリエ変換することにより時間
域の散乱振幅 ΩL

F (t)が求められる．ここでは水浸法に
よる計測で得られたクラックからの散乱波形も示し，両
者を比較する．ただし計測値は電気信号に変換された
値 (Volt)を用いるため，比較上，大きさに意味は無く，
時間域の波形のみに着目する．
　 Fig.12にクラック長 2a=4mm，入射角 θ0=4◦の場
合に対し，数値解析により得られた縦波散乱振幅ΩL

F (t)
を示す．Fig.13に対応する計測によって得られた散乱
波形を示す．両図の横軸のスケール間隔は 0.5µsに統
一した．ΩL

F (t)の形状と模擬クラックからの散乱波形を
比較すると波形形状は概ね一致しているといえる．両
図中の波形は，位相がほぼ反転している 2つの波形か
ら成っているが，これらはクラック端部からの回折波
(端部エコー)を捕らえたものであると考えられる． 解
析に用いた波速 cF , cL と入射角 θx およびクラック長
より，2 つの回折波の観測される時間差を計算すると
0.38µsとなる．Fig.12に示した ΩL

F (t)の対応する 2つ
の波形のピーク間隔はこれと一致する．Fig.13の計測
による散乱波形ではピーク間隔は 0.29～0.31µsとなり，
解析結果と 0.08µs程度の差がある．
　次に 2a=6mm, θ0=8◦とした場合について，Fig.14
に数値解析による ΩL

F (t)を，Fig.15に計測による後方
散乱波形を示す．ΩL

F (t)を計測波形と比較すると，位
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相は概ね一致しているものの，ΩL
F (t)の波形形状は後

に現れる波形の振幅の方が大きくなっているのに対し，
計測波形では初めに現れる波形の振幅の方が大きい．
またこの場合の端部エコー間隔は 1.13µsと計算され，
Fig.14に示した ΩL

F (t)の対応する 2つの波形のピーク
間隔はこれに一致するが，計測波形では 1.00～1.03µs
となり解析結果と 0.1µs程度の差が生じた．
計測波形と数値解析値の差の原因として，供試体中

の波速，水中の音速が解析で用いた値と異なること，入
射角が正しく調整されていないこと，模擬クラックの

厚みが 0.5mm と比較的厚いこと等が考えられる．水
中の音速の実測値 cF=1469m/sとアルミニウムの縦波
波速の実測値 cL=6428m/sより求めた端部エコー間隔
は，解析で用いた音速より求めたものと 0.01µs程度の
差しか生じず，音速の差の影響は小さいと考えられる．
本計測は θ0=4◦と θ0=−4◦で得た波形が等しくなるよ
う供試体と探触子との角度を調整して行っているが，入
射角が正しく調整されていないと仮定すると，ここで
生じた端部エコー間隔の時間差は観測角で 0.9◦程度の
差となる．他に模擬クラックの厚さが 0.5mmと比較的
厚いことによる影響が考えられるが，今後の詳細な検
討が必要である．

5. 結論

水中の固体中に存在するクラックによる水中遠方圧
力場の散乱振幅を，境界要素法を利用して計算する過
程を要約し，フーリエ変換法に基づいた時間域応答解
析を行って，水中遠方圧力場の散乱振幅の時刻歴を得
た．得られた縦波散乱振幅の時刻歴は，解析とほぼ同
じ条件で行った計測で得られた後方散乱波の波形と概
ね一致した．
　解析と計測結果において現段階では，振幅と時間共
に若干の差が見られ，模擬クラックの厚さの影響等に
関してさらに詳細な検討が必要である．
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