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境界要素法による屈折型2次元共鳴トンネル導波路の解析
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In general, incident waves are certainly reflected by a bent waveguide. To realize perfect

transmission in a bent waveguide, we propose a bent two-dimensional resonant tunneling

structure. It is a square quantum dot to which two waveguides (an emitter and a collector)

are joined through potential barriers perpendicular to each other. In the present paper,

we present a numerical method to solve the transport problem through the bent resonant

tunneling structure. It can be performed by means of BEM for a usual waveguide just by

changing the boundary conditions at the orifices of the emitter and the collector.
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1. 緒言

電磁波導波管などの分野 (1)、また、半導体微細加工技術

により実現されるようになった、半導体中の 2次元電子系に

おける電子波導波路の研究において (2, 3)、曲がり部を持つ

導波路の伝導特性の研究が古くから精力的に行われている。

その研究の中で曲がり部の形状の工夫などで伝導特性の改善

が図られてきた。

本論文では、全く異なる方法で屈折した導波路の無反射伝

導を実現するデバイスを考える。

量子力学の教科書では電子のエネルギーよりも高いポテ

ンシャル障壁があったとしても、ある確率で電子波が通り抜

けるトンネル効果を教える。また、ポテンシャル障壁がある

程度の間隔を置いて２つ並んでいる場合、２つの障壁に挟ま

れた領域（ドット）に形成される準束縛状態と入射電子のエ

ネルギーが一致する場合に反射することなしに透過する、共

鳴トンネル効果がある。(4, 5, 6) 通常、これらを扱うのは１

次元系においてであるが、２次元系においても同様のことが

期待される。重要なことは共鳴トンネルの条件に出てくるの

は「エネルギー」だけだということである。運動量は関係な

い。したがって、エミッタとコレクタが角度を持って取り付

けられていたとしても、共鳴条件さえ満たしていれば無反射

での透過が期待できる。

本論文では、この可能性を調べるために、Fig.1に示す系

の伝導を考察する。Fig.1においては、導波路を形成する壁

を濃い灰色で、ドットを形成する（トンネルする）二重障壁

を薄い灰色で表している。このような系の解析はいくつかの

方法で可能である。モードマッチング法（固有関数展開法）

が最も一般的と考えられるが、この手法ではドット部の正方

形領域の波動関数を（ポテンシャル障壁がない場合でも）

ψ(�) =
∑

n

[
An sin k

(
x− d

2

)
sin nπ

d

(
y + d

2

)

+Bn sin nπ
d

(
x+ d

2

)
sin k

(
y − d

2

)]
(1)

のように展開する。(7, 8) しかしながら、この展開には数学

的根拠はなく、厳密には kに関する積分が現れる。この展開

関数は物理的考察から要請する近似的なものである。

他方、これを境界要素法を用いても解くことができる。そ

の場合、エミッタ部分、エミッタ側の障壁、ドット、コレクタ

側の障壁、コレクタ部分に分割し、各々の領域で自己無撞着

な積分方程式を立て、連立して解くことになる。しかしなが

ら、この方法は非常に煩雑で、また、計算精度を悪くする。

本論文ではポテンシャル障壁のない通常の導波路を取り扱う

プログラム (9) を用いた、より簡便な方法を説明する。

2. 定式化

二重障壁問題を解く場合、モードマッチング法にも見られ

るように、交差点（ドット）部分の取り扱いが最大の問題と

なる。本論文では、ポテンシャル障壁のない通常の導波路問

題同様、ドットのみを境界要素法で取り扱う。
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Fig. 1 A bent two-dimensional resonant tunnel-

ing structure and the definition of the co-

ordinate system.

x、y軸を Fig.1のように定義する。半導体ヘテロ界面の電

子はほとんど自由電子的であり、量子ドット内の電子に対し

て有効質量近似を用いるとシュレディンガー方程式は

1

2
(−i∇)2 ψ(�) = εψ(�) (2)

と書ける。ここで、εは電子のエネルギーを h̄2/m∗ でスケー

ルしたものである。このとき、全波数は K ≡ √
2εと表され

る。ただし、m∗ は半導体内ので電子の有効質量である。

方程式
(
i∇′

)2

G(�, �′; ε) = 2εG(�, �′; ε) + δ(� − �
′) (3)

を満たし、外向波を表わすグリーン関数 (10)
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を用いると、境界 Sで囲まれた領域の波動関数は境界に沿っ

た線積分を用いて

ψ(�) =

∮ [
G(�, �′; ε)∇′ψ(�′)

−ψ(�′)∇′G(�, �′; ε)
]
· �′dS′ (5)

と表せる。ここで�
′は領域から外向き単位法線ベクトルであ

る。また、H(1)
0 (z)は 0次の第 1種ハンケル関数 (11) である。

領域内の点 � を境界 S に近づけると、以下のような積分

方程式が得られる、

c(�)ψ(�) = p.v.
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ここで、記号 p.v.と ∂/∂n′ はそれぞれ Cauchyの主値積分と

外向き法線方向微分を表す。係数 c(�)はデルタ関数 δ(�−�
′)

の体積積分
∫

d�′ に由来しており、点 �が境界 S上にあるの

で c(�) = 1 ではない。境界上の点 � での境界の作る内角が

θ(�)であれば c(�) = θ(�)/2πである。(1) 境界が点 �で滑ら

かであれば c(�) = 1/2となる。

3. 境界条件と離散化

境界積分を実行するための境界条件と離散化方法を示す。

導波路およびドットの外側は無限に高いポテンシャルを仮

定する。

壁では波動関数 ψ(�′)の値は 0であり、式 (6)の右辺は第

1項目のみが残る。ドットの境界は入射波の波長の 1/6の長

さに離散化し、そこでの境界積分は波動関数の法線方向微分

を線形補間することにより計算される。各ノードでの波動関

数の法線方向微分 ∂ψ/∂n′ が未知変数となる。

トンネル障壁が存在しない場合、導波管内で α 番目の横

モードの電子波が入射する時、エミッタ内の波動関数は
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コレクタ内の波動関数は
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と展開され、エミッタ部分では反射係数 rαβ、コレクタ部分

では透過係数 tαλ が未知変数となっていた。(9)

本問題の場合、さらに、エミッタ側の障壁内、コレクタ側

の障壁内それぞれの波動関数を境界条件を満たす数学的一般

解を用いて
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のように展開する。これらを用いて、ドット開口部の境界条

件を与える。ここで、障壁内の無次元化した波数（実際には

減衰定数）κj は、h̄2/m∗ でスケールしたポテンシャル障壁

の高さを V とするとき、κj ≡
√

2(V − ε) + (jπ/d)2 と定義

される。波動関数の法線微分はこの関数系を微分することに

より得られる。

ここで、ポテンシャル障壁の厚さを aとすると、x = −d/2−
aにおける波動関数とその導関数の連続性の境界条件より

δαm + rαm = Aαme
κma +Bαme

−κma (12)
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を得る。ただし、δαmはクロネッカーのデルタである。また、

このとき、式（7）において xを x+ d
2

+ aとする変換を行っ

た。これらから
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となる。

また、y = −d/2 − aにおける波動関数とその導関数の連

続性の境界条件より

tαm = Dαme
κma + Eαme

−κma (16)
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を得る。この場合も、式（9）において yを y+ d
2

+ aとする

変換を行った。これらから
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となる。

式（14）、（15）、（18）、（19）を式（10）、（11）に代入する

と、ドットの開口部の波動関数およびその導関数は
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と与えられる。つまり、トンネル障壁がない場合の式（7）、（9）

の指数関数 e−ikα(−d/2) およびその微係数−ikαe
−ikα(−d/2) を

Cxp(α)、Dxp(α)に置き換えるだけでよい。

式 (6)の具体的な離散化の手順は、通常の導波路問題と全

く同様に、1次要素を用いた一般的な方法に従う。(1) 離散化

して得られる連立方程式を ∂ψi/∂n
′, rαβ, tαλ について解く。

エミッタでの反射確率、コレクタへの透過確率はそれぞれ
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Fig. 2 The transmission spectrum for V d2 = 0.

により計算される。

4. 計算結果

本論文の計算は任意形状の量子ドットにエミッタ、コレク

タを取り付けた系を解析するプログラムに数行の変更を加え

て行ったものである。そのため、ドットと導波路の接合部で

の特異性が現れるのを避けるため、ドットの一辺の大きさを

1.02 dとしている。

エミッタ側、コレクタ側のポテンシャル障壁の厚さ a、高

さ V は同じものとする。ここでは、a = d/5とし、V d2 を変

えた場合の透過スペクトル（透過率の波数依存性）の変化を

見る。入射モードは全て基準モードである。

まず、トンネル障壁のない V d2 = 0 の場合の透過スペク

トルを Fig.2に示す。直角に曲がった導波路の透過率は振動

しながら、波数が大きくなるにつれて減衰していくことが分

かる。

V d2 = 200の場合の透過スペクトルを Fig.3に示す。この

場合の透過スペクトルにはほぼ等間隔に鋭いピークが見ら

れる。これらのピークをKdの小さい方から順に第１～第６

ピークと呼ぶことにする。ピークの間隔はほぼ π (∼ 2.8)で

あり、これは以下のように解釈される。交差点部分と同じ大

きさの正方形の系内の固有エネルギーに対応する波数は

Kd = π
√
j2 + l2, (j, l = 1, 2, 3, · · · ) (28)

で与えられる。ただし、j、l はそれぞれドット内の x方向、

y 方向のモード数である。これを具体的に計算すると、

Kd =
√

2π, 2
√

2π, 3
√

2π, 4
√

2π

= 4.44288, 8.88577, 13.3286, 17.7715
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Fig. 3 The transmission spectrum for V d2 =

200.

の場合が縮退のない状態で、

Kd =
√

5π,
√

10π,
√

13π,
√

17π, 2
√

5π,

5π,
√

26π,
√

29π,
√

34π,
√

37π

= 7.02481, 9.93459, 11.3272, 12.9531, 14.0496,

15.708, 16.019, 16.918, 18.3185, 19.1096

の場合が二重に縮退していることが分かる。Fig.3と比較す

ると、障壁のポテンシャルの高さが有限であり、波動関数の

染み出しに依る準束縛状態のエネルギー低下を考慮すると、

Kd =
√

2π,
√

5π,
√

10π,
√

17π,
√

26π,
√

37π に対応すると

考えられるピークが現れている。これらはそれぞれ、(j, l),

(l, j) = (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6)に対応してい

て、一方のモードが 1になっていることが特徴的である。こ

れは、入射モードが基準モードであるため、エミッタからドッ

ト内へのトンネルにおいて、ドット内の l = 1のモードとの

結合が強くなっているためと考えられる。

第１ピーク付近を拡大した図を Fig.4に示す。共鳴はして

いるが、透過率の最大値は（横軸のメッシュの問題ではなく）

0.3に達していない。次に、第２、３、４ピーク付近を拡大

した図を Fig.5に示す。Fig.5から、第２、３、４ピークは全

て二重ピークになっていることが分かる。これらのピークが

二重縮退しているモードに対応していること、また、縮退し

ていない第１ピークは二重ピークでないことから、これらの

二重ピークはドットにトンネル障壁を介して導波管がついて

いる影響で縮退が解けた状態に対応すると考えられる。この

系は y = xに対して対称であるから、ドット内の準束縛状態

は y = xに関して対称なものか、反対称なものになる。これ

はリードがついていないときに、縮退していた (j, l)の状態

（ψjl と書く）と (l, j)の状態（ψlj）がリードが付くという摂

動を受けることにより、結合（ψjl +ψlj）、反結合（ψjl −ψlj）

状態を形成し、分裂したものである。また、第３、第４ピー

クは透過率の最大値がそれぞれ 0.991、0.958であり、非常に
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Fig. 4 The transmission spectrum for V d2 = 200

in the narrow range around the first peak.

効率のよい透過が実現している。

Fig.3の Kd = 8.303 ∼ 8.306、Kd = 10.57 ∼ 10.59の範囲

を拡大した図を Fig.6に示す。Fig.3では小さすぎて分からな

かったが、どちらの領域にも共鳴ピークが存在することが分

かる。前者が単一のピークであり、後者が二重ピークとなっ

ていることから、それぞれ、(j, l) = (2, 2), (2, 3)に対応する

ピークであると考えられる。

V d2 = 100の場合の透過スペクトルを Fig.7に示す。ただ

し、電子のエネルギーがポテンシャル障壁を越えないKdの

範囲のみを示している。この場合、ドットを形成するトンネ

ル障壁の高さが低くいため、波動関数の染み出しが大きく、

共鳴ピークは幅が広くなっている。他の、小さな構造も多少

大きくなっていることが分かる。また、第１，第２ピークは

V d2 = 200の場合に比べ高くなっており、ポテンシャルの高

さを変えることにより、ピークの高さも制御できる可能性を

示している。

5. 結言

境界要素法を用いて、共鳴二重障壁構造を有する L 字型

に屈折した導波路の伝導特性を調べた。複雑な構造ではある

が、リード、障壁部分を解析的に処理することで、屈折した

通常の導波路を解析する境界要素法の境界条件をわずかに変

えることで対応できた。モードマッチング法による同様の計

算との比較によると、このように非常に繊細な構造のスペク

トルにもかかわらず、同じ構造のスペクトル形状を示してい

る。しかしながら、共鳴状態にない場合は非常に良い計算精

度（確率の保存で評価）を示すが、共鳴ピーク付近では計算

精度が落ちる。これは、共鳴状態ではドット内の波動関数の

値が非常に大きくなることも原因と考えられるが、計算誤差

の主要因は任意形状のドットを解析するためのプログラムを

改変したため、ドットの壁の角などの構造を考慮することな

しに、等間隔で自動的に離散化していることにあると考えて



いる。

計算結果はトンネル障壁が直角をなす場合においても、共

鳴トンネルが起こり、ほぼ無反射での伝導を可能にする共鳴

状態もあることが分かった。また、共鳴ピークの高さはポテ

ンシャルの高さを変化させることで制御できる。ドットの形

状を設計することにより、共鳴ピークの位置、数は変更でき

るため、2 端子だけでなく、多端子系に拡張すれば、フィル

ター、スイッチング素子への応用が期待できる。ドットの形

状の設計においては本手法が有効である。
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Fig. 5 The transmission spectrum for V d2 = 200

in the narrow ranges around the 2nd, 3rd

and 4th peaks.
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Fig. 6 The transmission spectrum for V d2 = 200

in the narrow ranges of 8.303 < Kd <

8.306 and 10.57 < Kd < 10.59.
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Fig. 7 The transmission spectrum for V = 100.


