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Trefftz法と計算点解析法を用いたポアソン方程式の解法
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This paper describes the application of the Trefftz method to the solution of the non-

linear Poisson equation. The inhomogeneous term containing the unknown function is

approximated by a polynomial in the Cartesian coordinates to determine the particular

solution for the Poisson equation. The solution of the problem is approximated with

the superposition of the Trefftz functions of the Laplace equation and the particular

solution. Unknown parameters included in the approximate solution are determined so

that the solution satisfies the boundary conditions. The present scheme is applied to some

examples in order to study the numerical properties.
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1. はじめに

Trefftz法は、支配方程式を満足する Trefftz関数を用いた

境界型数値解析法であり、1926年に Trefftzにより初めて提

案された (1)。その後、Cheungら (2, 3)、Herreraら (4)、神谷

ら (5)、Zielinskiら (6) などによって研究が進められている。

これまで Trefftz法の適用対象は、ポテンシャル問題 (2, 6) や

2次元弾性問題 (3) など、主として同次方程式に支配される

問題に限られていた。これに対して、本論文ではポアソン方

程式の解析に Trefftz法を適用する方法について述べる。

これまで Trefftz法の解析対象が主として同次方程式を支

配方程式とする境界値問題に限られていたのは、ポアソン方

程式など非同次項を有する支配方程式に対する Trefftz関数

を導出することが困難だったためである。この問題を解決す

るために、真鍋ら (8) は境界要素法で用いられる二重相反法

(Dual Reciprocity Method, DRM)を Trefftz法に適用した手

法を提案している。これに対して、本研究では神谷ら (7) が

提案している計算点法を適用した方法を提案する。二重相反

法では Radial Bases Functionを用いて特解を近似するのに

対して、計算点法では領域全体についての完全多項式を用い

る点が異なる。また、真鍋らは解析対象として非同次項が座

標のみの関数である場合を扱っているが、本論文では非同次

項にポテンシャルを含む場合の定式化についても述べる。

本論文で提案する方法は以下のようである。まず、非線形

ポアソン方程式の非同次項を、未知関数を含んだままで完全

多項式で近似し、それに対応する特解を導出する。特解を用

いてポアソン方程式の境界値問題をラプラス方程式の境界値

問題に変換する。ラプラス方程式の境界値問題は Trefftz 法

で容易に解かれるので、その結果と特解より元の問題の解を

評価する。最後に、提案する方法を非同次項が未知関数を含

むポアソン方程式の数値解法に適用し、解析結果を厳密解と

比較することで有効性を検討する。

2. 選点法による Trefftz法の定式化

本論文で提案する方法では、２次元ポアソン方程式の境界

値問題が２次元ラプラス方程式の境界値問題に帰着されて解

析される。そこで、最初に、２次元ラプラス方程式の境界値

問題に対する Trefftz法の定式化について述べる。

2.1. 2次元ラプラス方程式の境界値問題と Trefftz関数

2次元ラプラス方程式の境界値問題は次のようになる。

∇2u = 0 (in Ω) (1)

u = ū (on Γ1)

q = q̄ (on Γ2)

)
(2)

ここで q ≡ ∂u/∂n であり、Ω,Γ1,Γ2 は解析対象領域、ポテ



ンシャル uとフラックス q の指定境界である。nは境界単位

法線ベクトル、(̄·)は既定値を示す。

Trefftz法では定式化に Trefftz関数 (T-complete function)

とよばれる非特異な関数群を用いる。Trefftz 関数は支配方

程式を満足するように決定されており、この場合次のように

与えられる (4)。

u∗T = {u∗1, · · · , u∗2µ−1, u∗2µ, · · · }
= {1, · · · ,<[rµejµθ],=[rµejµθ], · · · } (3)

ここで r, θ は平面極座標であり、原点は任意にとられる。

2.2. 選点法による定式化

ポテンシャル uを Trefftz関数 u∗j の線形結合で次のように

近似する。

u ' ũ = a1u
∗
1 + a2u

∗
2 + · · ·+ aNu∗N

= aTu∗ (4)

ここで N は Trefftz関数の総数を、a = {a1, · · · , aN}T は未

知係数ベクトルを示す。この式を境界の法線方向に偏微分す

れば境界でのフラックスの近似式を得る。

q ' q̃ ≡ ∂ũ

∂n
= a1q

∗
1 + a2q

∗
2 + · · ·+ aNq∗N

= aTq∗ (5)

これらを式 (2)に代入すると境界条件は完全には満足されな

いので残差が生じる。つまり、

R1 ≡ ũ− ū = aTu∗ − ū 6= 0 on Γ1

R2 ≡ q̃ − q̄ = aT q∗ − q̄ 6= 0 on Γ2

Trefftz法では境界条件を満足するように係数ベクトル aを

定める。選点法による定式化では境界選点 Pi で、上式の残

差を 0とおく。つまり、

R1(Pi) = aTu∗(Pi)− ū(Pi) = 0 (Pi ∈ Γ1)
R2(Pi) = aTq∗(Pi)− q̄(Pi) = 0 (Pi ∈ Γ2)

上式を整理すると、

Ka = f (6)

ここで、

K =



u∗11 · · · u∗1N
...

...

u∗M11 · · · u∗M1N

q∗11 · · · q∗1N
...

...

q∗M21 · · · q∗M2N


(7)

f = {ū1, · · · , ūM1 q̄1, · · · , q̄M2}T (8)

ただし、u∗j (Pi) ≡ u∗ij , q∗j (Pi) ≡ q∗ij , ū(Pi) ≡ ūi, q̄(Pi) ≡ q̄i で
ある。また、M1,M2 はそれぞれ Γ1,Γ2 上にとられた選点の

総数である。係数マトリックスK において、行数は選点総

数に等しく、列数は Trefftz 関数の総数に等しいので、選点

総数を Trefftz 関数の総数以上に取り、特異値分解を適用し

て連立方程式を解く (9)。

2.3. 2次元ポアソン方程式の境界値問題

2次元ポアソン方程式の境界値問題における支配方程式と

境界条件は次式で与えられる。

∇2u+ b(x, y, u) = 0 (in Ω) (9)

u = ū (on Γ1)

q = q̄ (on Γ2)

)
(10)

ここで、b(x, y, u)はポアソン方程式の非同次項であり、以下

では非同次項が uを含む場合と含まない場合にわけて、提案

する方法の定式化を説明する。

3. 非同次項が座標のみの関数である場合

3.1. 境界値問題

ここでは、ポアソン方程式の非同次項が、座標のみの関数

で与えられる場合を考える。このとき、境界値問題の支配方

程式と境界条件は次式で与えられる。

∇2u+ b(x, y) = 0 (in Ω) (11)

u = ū (on Γ1)

q = q̄ (on Γ2)

)
(12)

3.2. 支配方程式の変換

最初に、非同次項 b(x, y) を直交座標系 x, y の 5 次完全多

項式を用いて近似する。つまり、

b(x, y) = c1 + c2x+ c3y + · · ·+ c20xy4 + c21y5

= cTr (13)

ここで、cと r は未知パラメータベクトルと完全多項式の各

項から成るベクトルであり、それぞれ次式で与えられる。

cT = {c1, c2, · · · , c21} (14)

rT = {1, x, y, x2, xy, y2, x3, x2y, xy2,
y3, x4, x3y, x2y2, xy3, y4,

x5x4y, x3y2, x2y3, xy4, y5} (15)

未知パラメータ cを決定するために、境界上と領域内にいく

つかの評価点をとる。これらの評価点を、ここでは計算点と

呼ぶ。全ての計算点 Qi において、式 (13)を選点法的に満足

させることを考えると次の連立方程式を得る。

cTr(Q1)− b(Q1) = 0

cTr(Q2)− b(Q2) = 0

...

cTr(QMc)− b(QMc) = 0



ここで、Mc は計算点の総数である。この連立方程式は、行

数 Mc、列数 21 なので、Mc ≥ 21 として特異値分解を用い

て解析する (9)。

ひとたび係数 cが定まれば、解くべき支配微分方程式は次

式で近似される。

∇2u+ cTr = 0 (16)

式 (16)の同次解を uh、ri に対応する特解を upi とすれば、

境界値問題の解 uは次式で近似される。

u = uh + c1u
p
1 + c2u

p
2 + · · ·+ c21up21

= uh + cTup (17)

ここで cp = {c1, c2, · · · , c21}T である。また、ri は多項式で

あるから、upi を容易に求めることができる。

式 (17) を支配方程式と境界条件式に代入すると、境界値

問題は次式に変形できる。

∇2uh = 0 (in Ω) (18)

uh = ū− cTup (on Γ1)

qh = q̄ − cTqp (on Γ2)

)
(19)

ここで、

qp = {qp1 , qp2 , · · · , qp21}T

そして、qh ≡ ∂uh/∂n, qpi ≡ ∂upi /∂nである。

このように、最初の問題は同次解 uh についてのラプラス

方程式の境界値問題に変形されたので、先に述べた Trefftz

法の定式化に従って２次元ラプラス方程式の境界値問題を解

析すれば uh を決定することができる。そして、ひとたび uh

が決定されれば、解 uは式 (17)より決定される。

3.3. 解析アルゴリズム

アルゴリズムを示すと以下のようになる。

1. 非同次項 b(x, y) を５次の完全多項式で近似して、パラ

メータ cを決定する。

2. 式 (18)と式 (19)で与えられる境界値問題を解いて同次

解 uh を計算する。

3. 式 (17)より解 uを計算する。

4. 非同次項が uの関数である場合

4.1. 境界値問題

この場合、支配方程式と境界条件は次式で与えられる。

∇2u+ b(x, y, u) = 0 (in Ω) (20)

u = ū (on Γ1)

q = q̄ (on Γ2)

)
(21)

4.2. 支配方程式の変換

先に述べた定式化に従って、式 (20) の左辺第 2 項を未知

関数 uを含んだまま完全多項式で展開する。つまり、

b(x, y, u) = cT r (22)

上式を用いると支配方程式は次式に変換される。

∇2u+ cTr = 0 (23)

式 (23)の同次解を uh、ri に対応する特解を upi とすれば、境

界値問題の解 uは式 (17)で近似される。式 (17)を用いれば、

式 (20)と (21) で与えられる境界値問題は次式に変換される。

∇2uh = 0 (in Ω) (24)

uh = ū− cTup (on Γ1)

qh = q̄ − cTqp (on Γ2)

)
(25)

この場合未知パラメータ cは未知関数であるポテンシャル u

の関数となり、あらかじめ定めることができないので収束計

算が必要である。つまり、最初に cを仮定して解析を行い、

得られた u から非同次項を計算して、式 (22)を満足するよ

うに未知パラメータを変更することになる。この方法につい

て説明する。

4.3. 未知パラメータの更新法

まず、式 (22)を繰り返し計算 (k)と (k + 1)回目について

考えると次式となる。

b(x, y, u)(k+1) = rT c(k+1)

b(x, y, u)(k) = rT c(k)

左辺と右辺をそれぞれ引き算すると次式となる。

b(k+1) − b(k) = rT (c(k+1) − c(k))
≡ rT∆c (26)

そして、境界上と領域内に取られた計算点において式 (26)

を選点法的に満足するように ∆cを決定する。つまり、計算

点 Qi について式 (26)を考えると

rT (Qi)∆c = b(k+1) − b(k)

= b(u(Q
(k)
i ))− rT∆c(k)

≡ ∆b(Qi)

全ての計算点 Qi で上式を考えて連立方程式とすると次式に

なる。

D∆c = f (27)

ここでD と f は、それぞれ完全多項式の項から成る行列と

非同次項に関する係数ベクトルである。式 (27) を特異値分

解 (9) によって解いて ∆cを決定し、それを用いて cを次式

で更新する。

c(k+1) = c(k) +∆c (28)



Fig. 1 Numerical example 1

Fig. 2 Placement of collocation and computing points

収束判定条件を次式のように定義する。

η ≡ 1

Mc

McX
i=1

|∆b(Qi)| < ηc (29)

ここで、ηc はユーザーによって定義された正の定数である。

4.4. 解析アルゴリズム

アルゴリズムを示すと以下のようになる。

1. k ← 0として、c0 を仮定する。

2. 式 (23)と式 (25)で与えられる境界値問題を解き、計算

点での非同次項を計算する。

3. 収束判定を行う。条件を満足すれば結果を出力し、満足

しなければ次へ進む。

4. 連立方程式 (27)を解いて ∆cを決定する。

5. cを更新して k をインクリメントし、(3)へ進む。

5. 解析例

5.1. 例題 1

最初の例題として、支配方程式が次式で与えられる場合を

Fig. 3 Convergence property of η

Fig. 4 Convergence property of Eu

考える。

∇2u+ π2

2
u = 0

境界条件は図 1に示されたように与える。この問題の解析解

は次式で与えられる。

uex = sin
³π
2
x
´
sin
³π
2
y
´

解析のために、境界上に選点を 84個等間隔に配置する。ま

た、それ以外に内点をそれぞれ 0,1,5,17,21 個配置する場合

を比較する。境界点と内点の配置を図 2に示す。計算点とし

ては全ての境界点と内点をとる。また、パラメータ ci の初

期値は全て 0とする。

領域全体での計算精度を検討するために、25個の精度評

価点を境界と領域に均等に配置し、領域全体の計算精度を示

す指標として次式を用いる。

Eu =
1

25

X
|u− uex|

ηの収束状況を図 3に示す。Mc は計算点の総数を示し、こ

れは境界選点と内点の総数に等しい。横軸には繰り返し計算



Fig. 5 Distribution of potential value (Mc = 84)

Fig. 6 Numerical example 2

の回数を、縦軸には η の値をとり、異なる内点数での収束特

性の違いを比較する。これより、η は内点数によらず 6回程

度の繰り返し計算で、それぞれ収束していることが分かる。

また、内点数が少ないほど η の最終的な値は小さいことが分

かる。次に、Eu の収束状況を図 4 に示す。横軸には繰り返

し計算の回数を、縦軸には Eu の値をとり、異なる内点数で

の収束特性の違いを比較する。この場合も η と同じく、Eu

は 6回程度の繰り返し計算で収束しているが、この場合は内

点数が多いほど最終的な精度が良いことが分かる。内点無し

で解析を行い、十分収束したときの uの分布を図 5に示す。

横軸には、精度評価点の x座標を取り、縦軸には uの値を取

る。線は理論解を、記号は提案した方法で求めた数値解を示

す。このグラフより、数値解が理論解と良く一致しているこ

とが分かる。

5.2. 例題 2

次の例題として、支配方程式が次式で与えられる場合を考

Fig. 7 Convergence property of η

Fig. 8 Distribution of potential value (Mc = 84)

える。

∇2u+ u2 = 0

境界条件は図 6に示されたように与える。解析のために、境

界上に選点を 84個等間隔に配置する。また、それ以外に内

点をそれぞれ 0,1,5,17,21個配置する場合を比較する。境界点

と内点の配置を図 2に示す。計算点としては全ての境界点と

内点をとる。また、パラメータ ci の初期値は全て 0とする。

η の収束状況を図 7 に示す。Mc は計算点の総数を示し、

これは境界選点と内点の総数に等しい。横軸には繰り返し

計算の回数を、縦軸には η の値をとり、異なる内点数での収

束特性の違いを比較する。これより、η は内点数によらず 10

回程度の繰り返し計算で収束しており、内点数が少ないほど

η の最終的な値は小さいことが分かる。そこで、内点数 0と

21 個で解析を行い、十分に収束した場合の関数値の分布を

境界要素法による結果と比較する。比較した結果を、図 8と

図 9に示す。これより、内点数が 0の場合は境界から離れる

に従って誤差が大きくなるのに対して、内点数が 21個の場



Fig. 9 Distribution of potential value (Mc = 105)

合は全体に良い精度を得ている事が分かる。

6. まとめ

本研究では、２次元ポアソン方程式の境界値問題に対す

る Trefftz法の定式化法について提案した。Trefftz法は支配

方程式を満足する非特異な Trefftz関数を用いる解析法であ

る。Trefftz法をポアソン方程式の数値解析に適用する場合、

非同次項の形によって Trefftz 関数を導出することが一般的

に困難であるため、適用が困難であった。この問題を解消す

るために、本研究では以下のような方法を提案した。まず、

非同次項を 5次までの完全多項式で近似した。そして、完全

多項式の各項を非同次項とするポアソン方程式を考え、その

ポアソン方程式に対する特解を用いて、最初のポアソン方程

式をラプラス方程式に変換して解析した。

解析対象として、非同次項が未知ポテンシャルを含む場合

を考え、解法の特性について検討した。内点数が増えるほど

数値解の精度は高くなることが確認できた。
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