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This paper presents a dual reciprocity boundary element method (DRBEM) for solving the steady-

state heat conduction problem of temperature-dependent materials. The integral equation formula-

tion uses the fundamental solution of the Laplace equation for homogeneous materials, and due to

this fact a domain integral arises in the boundary integral equation. This domain integral is trans-

formed into boundary integrals based on the dual reciprocity introducing a new set of radial basis

functions. An iterative solution procedure is used because the material constant is temperature-

dependent and hence nonlinear. The details of the proposed DRBEM are presented, and a computer

code is developed for two-dimensional and three-dimensional problems. Through discussion of the

results obtained by the computer code, the usefulness of the proposed DRBEM is demonstrated.
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1. はじめに

熱伝導問題では普通，熱伝導率などの材料定数を一定と仮

定して解析を行うが，高温状態では熱伝導率は温度に依存す

るため温度依存材料というより正確なモデル化をしなければ

ならない (1)(2)．この場合には非線形熱伝導問題となり熱伝

導率一定と仮定した場合に比べて解析は容易ではない．この

ような温度依存材料は，熱伝導率が温度に依存して連続的に

変化するとしてモデル化することができる．最も単純なモデ

ル化は熱伝導率が温度の線形関数であると仮定するもので

ある．

境界要素法を用いてこのような温度依存材料の熱伝導問

題を解析する際，温度依存性を考慮した基本解を求められる

場合は限られていて，均質媒体に対する基本解を用いて定式

化を行わなければならない (3)．このとき，積分方程式の中に

温度依存性に由来する領域積分項が現れる．この領域積分項

は，領域内部を要素またはセルに区切ることにより計算する

ことができるが，この作業には手間がかかる．熱伝導率が温

度の関数であるために起こる非線形性は多くの場合Kirchhoff

変換を用いて線形の問題に変換して解析することができる
(4)．この変換操作により，自然境界条件や基本境界条件だけ

が現れるような問題については，線形の連立方程式が得られ

る．しかしながら，一般の境界条件や領域の接続条件の取り

扱いには困難が伴い，Kirchhoff変換を施しても計算はかなり

面倒になる．

本研究では，この温度依存性に由来する領域積分項に対し

て二重相反法 (DRM)を適用し，領域積分項を境界積分に変

換して近似的に評価する (5)(6)．DRMを用いると，比較的簡

単な近似関数と線形微分作用素の特解を用いて領域積分項を

境界積分に変換することができる．したがって最終的に境界

のみの離散化と評価点を領域内部に配置するだけで効率的な

解析が可能となる．熱伝導率の温度依存性に由来する非線形

性は繰り返し計算により計算する．本報では，2次元および

3次元問題に対する定式化の詳細と例題解析により本手法の

有効性を示す．

2. 理論

2.1. 支配微分方程式

熱伝導率が温度に依存して連続的に変化する定常熱伝導

問題に対する支配微分方程式は内部発熱がない場合次式とな

る (2)．

∇{
λ(u)∇u(x)

}
= 0 (1)

ここで，uは温度，λは熱伝導率を表す．また，境界条件は



次式で与えられるものとする．

u(x) = ū, x ∈ Γu

q(x) =
∂u(x)

∂n
= q̄, x ∈ Γq

(2)

上式において ū，q̄ はそれぞれ与えられた境界上において既

知の境界値であり n は境界上の単位外向き法線ベクトル，

∂u(x)/∂nは温度の法線方向勾配を表す．ここで，式 (1)は次

式のように展開することができる．

∇2u(x) = − 1

λ(u)

{∇λ(u)∇u(x)
}

(3)

上式において左辺は均質性を表し右辺は温度依存性に由来す

る項である．

2.2. 積分方程式

本研究では近似基本解として Laplace方程式の基本解を使

用する．式 (1)に対する厳密基本解を求めることは困難であ

り，表示の容易な Laplace方程式の基本解を使用する．Laplace

方程式の基本解は次式となる (3)．

u∗(x, y) =
1

2π
ln

(
1

r

)
, (2次元)

u∗(x, y) =
1

4πr
, (3次元)

(4)

ここで，x，yは空間内の点であり，rはソース点 yと観測点

xとの距離を表す．式 (3)の両辺に基本解 u∗(x, y)をかけ考察

領域全体で積分し，部分積分を行うことにより次式を得る．

c(y)u(y) +

∫
Γ

q∗(x, y)u(x)dΓ −
∫
Γ

u∗(x, y)q(x)dΓ

= −
∫
Ω

u∗(x, y)

{
− 1

λ(u)
∇λ(u)∇u(x)

}
dΩ (5)

ここで，q∗(x, y)は基本解 u∗(x, y)の法線方向勾配を意味し，

次式となる．

q∗(x, y) =
−1

2πr

∂r

∂n
, (2次元)

q∗(x, y) =
−1

4πr2

∂r

∂n
, (3次元)

(6)

式 (5)からわかるように，左辺についてはすべて境界積分に

変換することができるが右辺の領域積分項はそのまま残る．

この領域積分項は領域内部を要素またはセルに区切ることに

より計算することができるがこの作業にはたいへん手間がか

かる．そこで，本研究では右辺の領域積分項を境界積分に変

換して評価するために二重相反法を適用する．

2.3. DRM

式 (5)の右辺に現れる領域積分項を境界積分に変換するた

めに DRM を適用する (5)(6)．まず，式 (3)の右辺を次式で近

似する．

− 1

λ(u)

{
∇λ(u)∇u(x)

}
=

N+L∑
j=1

αjf(x, zj) (7)

ここで，N は境界節点数，Lは内部選点数，αj は未知係数，

f(x, zj)は近似関数，zj は DRM 選点を表す．さらに次式を

満たす特解を û(x, zj)とする．

∇2û(x, zj) = f(x, zj) (8)

上式を満たす特解を式 (7)に代入することにより式 (3)は次

式のように変形される．

∇2u(x) =

N+L∑
j=1

αj∇2û(x, zj) (9)

ここで，上式の両辺に基本解 u∗(x, y)をかけ，考察領域全体

で積分することにより次の積分方程式を得る．

∫
Ω

u∗(x, y)∇2u(x)dΩ

=
N+L∑
j=1

αj

∫
Ω

u∗(x, y)∇2û(x, zj)dΩ (10)

部分積分を 2回行うことにより次の境界積分のみの式を得る．

c(y)u(y) +

∫
Γ

q∗(x, y)u(x)dΓ −
∫

Γ

u∗(x, y)q(x)dΓ

=
N+L∑
j=1

αj

{
c(y)û(x, zj) +

∫
Γ

q∗(x, y)û(x, zj)dΓ

−
∫
Γ

u∗(x, y)q̂(x, zj)dΓ

}
(11)

ただし，上式において c(y)はソース点の置かれている境界

のなす角度により決まる係数であり q̂(x, zj)は特解 û(x, zj)

の法線方向勾配を表す．温度依存性に由来する項を未知係数

と近似関数を用いて評価することにより温度依存性に由来す

る領域積分項を境界積分に変換して評価することができる．

ソース点 yを境界上のすべての節点および領域内部の選点に

とることにより式 (11)は離散化された形で次式のようにま

とめて書き表すことができる．

Hu − Gq =
[
HÛ − GQ̂

]
α (12)

上式において未知係数は温度に依存する項と近似関数により

評価する．

DRMを用いた定式化の際，近似関数 f(x, zj)の選択が解

析精度に影響する (7)(8)．多くの場合この近似関数を各節点

間の距離の関数で定義しており，本研究においても同様の近

似関数を使用する．その中でも，Compactly Supported Radial

Basis Function(7) と呼ばれる次式に示す特徴を持つ近似関数

を使用する．

f(x, zj) =

{
F (rj), 0 ≤ rj ≤ a

0, rj > a
(13)

上式において rj は観測点 xと DRM選点 zj との距離を表し，

近似関数 f(x, zj)は影響半径 aを越えるような場合 0となる．

つまり，観測点 xから距離 aの範囲内にある選点だけが影響

する関数である．DRM や MRM(9) で用いられる近似関数に



ついては多くの研究がなされており，上式のような近似関数

のほかにも線形な Radial Basis Functionや Thin Plate Splineな

どが知られているが，本研究の定式化では近似関数の座標微

分が rj = 0において連続であることが望ましい．これは，温

度依存性に由来する項に存在する温度の座標微分を評価する

際，近似関数を用いた評価を行うためである．式 (8)を満た

す特解 û(x, zj) は距離 rj の関数として求めることができる

が，式 (13)のように rj = aにおいて使用する関数が異なる．

そのため特解 û(x, zj) が rj = aにおいて連続となるように

rj > aの場合については特別な計算が必要となる (7)．

û(x, zj) =




∫ rj

0

1

sM−1

∫ s

0

tM−1F (t)dtds, 0 ≤ rj ≤ a∫ a

0

1

sM−1

∫ s

0

tM−1F (t)dtds

+

∫ rj

a

1

sM−1

∫ a

0

tM−1F (t)dtds, rj > a

(14)

ただし，M は取り扱う次元を表す．上式より，特解を求める

ことができ，特解の法線方向勾配 q̂(x, zj)も上式から求める

ことができる．

2.4. 未知係数

前節までの理論により式 (12)中の未知係数 αj 以外の係数

については計算することができる．以降は未知係数の評価に

ついて述べる．式 (3)の右辺を未知係数と近似関数を用いて

次式のように近似していた．

− 1

λ(u)

M∑
m=1

∂λ(u)

∂xm

∂u(x)

∂xm
=

N+L∑
j=1

αjf(x, zj) (15)

ただし，M は次元を表し 2 次元の場合M = 2，3 次元の場

合M = 3 である．ここで，近似関数 f(x, zj) は全選点に対

して既知となるため未知係数はマトリックス形式で次式のよ

うに書き表すことができる．

α = F−1
M∑

m=1

[
Kmuxm

]
(16)

ただし，

F =




f(x1, z1) . . . f(x1, zN+L)

...
. . .

...

f(xN+L, z1) . . . f(xN+L, zN+L)


 (17)

であり，F−1 は Fの逆行列を表す．また，

Km =




− 1

λ(u1)

∂λ(u1)

∂xm

...

− 1

λ(uN+L)

∂λ(uN+L)

∂xm




(18)

uxm =




∂u(x1)

∂xm
...

∂u(xN+L)

∂xm




(19)

である．

ここで，式 (19)の温度の座標微分について評価する．温度

の座標微分の評価には差分近似を用いる手法，各節点におけ

る状態量を内挿して数値微分する手法，近似関数を用いる手

法などが考えられる．本研究では一貫して近似関数を用いて

この評価を行う．まず，温度 u(x)を次式で近似する．

u(x) =

N+L∑
j=1

βjf(x, zj) (20)

ただし，βj は未知係数である．上式を xm で微分することに

より次式を得る．

∂u(x)

∂xm
=

N+L∑
j=1

βj
∂f(x, zj)

∂xm
(21)

式 (20)，(21)をすべての選点に対して適用し未知係数 βj を

消去することにより ∂u(x)/∂xm は次式のように評価するこ

とができる．

uxm = Fxm F−1u (22)

ただし，

Fxm =




∂f(x1, z1)

∂xm
. . .

∂f (x1, zN+L)

∂xm
...

. . .
...

∂f (xN+L, z1)

∂xm
. . .

∂f (xN+L, zN+L)

∂xm


 (23)

である．近似関数 f(x, zj)の xm による微分は次式より計算

する．

∂f(x, zj)

∂xm
=

∂f (x, zj)

∂rj

∂rj

∂xm
(24)

このとき，上式が rj = 0において連続である必要がある．こ

の条件を満たす近似関数の選択が必要であり，そうではない

場合温度の座標微分を近似関数を用いて評価することはでき

ない．式 (13) の近似関数を決定するときには上記の条件を

満たす必要がある．

さらに，Km の成分の中にも温度の座標微分が含まれてお

り，同様に近似関数による評価を行う．式 (18)より

− 1

λ(u)

∂λ(u)

∂xm
= − 1

λ(u)

∂λ(u)

∂u

∂u(x)

∂xm
(25)

であり，近似関数による微分の評価を行うことにより Km は

次式で書き表すことができる．

Km = JFxmF−1u (26)



ただし，

J =




− 1

λ(u1)

∂λ(u1)

∂u
...

− 1

λ(uN+L)

∂λ(uN+L)

∂u




(27)

である．したがって，未知係数αは次式のように書き表すこ

とができる．

α = F−1
M∑

m=1

[
KmFxm

]
F−1u (28)

上式を式 (12)へ代入し整理すると次式のようにまとめるこ

とができる．

Hu − Gq = Ru (29)

ただし，

R =
[
HÛ − GQ̂

]
F−1

M∑
m=1

[
KmFxm

]
F−1 (30)

である．ここで，式 (29)の係数 Rは未知温度 u(x)を含む係

数であり非線形問題となる．本研究では，繰り返し計算によ

り計算を行う．式 (29)において R = 0と仮定し計算を行う．

その結果得られた温度を仮定の温度として式 (30) を計算す

る．その結果得られた Rを用いて再び式 (29)を解く．式 (30)

の中で仮定された温度と式 (29)の計算で得られた温度の差

が十分小さくなるまで計算を繰り返す．

以上の理論を用いて計算を行うことによりN 個の境界上の

未知量と L個の領域内部の未知温度を求めることができる．

3. 例題

3.1. 例題 1

本手法の有効性を示すために Fig. 1に示す 2次元問題に対

する例題解析を行う．このモデルにおいて解析対象は ABCD

からなる正方形である．境界節点を 32，内部選点を 25，図

示のように配置する．熱伝導率は温度に依存して連続的に変

化するものとし，次式で仮定する (1)．

λ(u) = A + Bu + Cu2 (31)

本例題では熱伝導率が温度に依存して 2 次曲線的に変化す

ると仮定し上式の各係数を A = 75.3403，B = −0.0776，

C = 2.554× 10−5 とする．境界条件は辺 BCおよび ADにお

いて温度既知，辺 ABおよび CDにおいて熱流束既知の境界

条件を与える．その境界条件は，1/4円筒 abcdにおいて円筒

内面で温度 500 [◦C]，円筒外面で温度 100 [◦C]，x1 軸および

x2 軸上で解析モデルの対称性から断熱境界条件 (q = 0)を与

えた場合の厳密解に従うものとする． また，本例題では近
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似関数として次式を使用する (7)．

f(x, zj) =

{
(1 − rj/a)3(3rj/a + 1), 0 ≤ rj ≤ a

0, rj > a
(32)

ただし，aは近似関数の影響半径を表す．解析はこの影響半

径を変化させて行い，影響半径が解析結果に与える影響につ

いて示す．各辺上における温度と熱流束の解析結果を厳密解

と比較したものを以下に示す．

ここで，厳密解は支配微分方程式を Kirchhoff変換するこ

とにより求めることができる．支配微分方程式に Kirchhoff

変換を施し，式を整理すると次式を得る (4)．

C1 ln(r) + C2 =

∫ u

u0

λ(u)du (33)

ただし，C1，C2 は境界条件より求められる積分定数であり

u0 は基準温度を表す．上式を温度 u について解くことによ

り厳密解を求めることができる．

Fig. 2 は温度の解析結果を厳密解と比較したものを示す．

影響半径 aが 0.5の時はすべての選点を考慮し計算を行って

いるため精度のよい結果が得られている．しかし，影響半径

を 0.1および 0.05とした場合，精度は急激に低下している．

これは，定式化の際に領域積分項を近似関数と未知係数を用

いて近似しており，近似関数の値を決定する DRM選点の数

と配置が解析精度に影響するためである．また，Fig. 3に熱

流束の解析結果を厳密解と比較したものを示す．温度に対す

る結果と同様に影響半径 aが小さくなるにつれて精度は低下

する．この精度の低下は温度に対する精度の低下よりも大き

く，熱流束は影響半径に大きく影響されることがわかる．影

響半径の選択によりすべての選点の影響を考慮しなくても解

析は可能であるが，影響半径を小さくしすぎると解析精度は

極端に低下してしまう．本例題では，a = 0.2が最小の値で

ある．各選点間の距離を小さく取ることにより解析精度は向

上するが，小さすぎる影響半径では高精度の解を得ることは

できない．本例題により，各辺において一定の境界条件が与

えられない問題に対しても本手法の有効性が確認されたと言

える．ただし，影響半径の選択には注意が必要であると思わ

れる．

3.2. 例題 2

先に 2次元問題における本手法の有効性を確認したが，3

次元問題への拡張も容易であり Fig. 4に示す 3次元モデルに

対する例題解析を行い有効性を確認する．このモデルにおい

て解析対象は ABCDEFGHからなる直方体である．境界節点

を 242取り，境界を四角形 2次要素を用いて図示のように 80

要素に分割する．内部選点を 147取り，領域内部に均等に配

置する．境界条件は，面 ABFE および面 DCGH において温

度既知，その他の面においては熱流束既知の境界条件を与え

るものとする．その境界条件は直方体 abcdoefg において面

abeoで温度 500 [◦C]，面 dcfgで温度 100 [◦C]，その他の面で

は断熱境界条件 (q = 0)を与えた場合の厳密解に従うものと

する．
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また，熱伝導率の変化を Fig. 5に示し，具体的に熱伝導率

の変化を次式で仮定する (1)．

λ(u) = A + Bu + Cu2 (34)

Example 3では熱伝導率の線形変化を仮定し，A = 56.0832，

B = 0.0216，C = 0 とする．また Example 4 では熱伝導率

の 2 次曲線的な変化を仮定し A = 75.3403，B = −0.0776，

C = 2.544× 10−5 とする．また，本例題において近似関数は

次式を使用する (7)．

f(x, zj) =

{
(1 − rj/a)4(4rj/a + 1), 0 ≤ rj ≤ a

0, rj > a
(35)

ただし，aは近似関数の影響半径であるが，本例題ではすべ

ての選点を考慮して計算を行う影響半径 (a = 1) を使用し

た．Figs. 6，7に辺 ABCDに沿った解析結果と厳密解との比

較を示す．なお，厳密解は 2次元問題での例題のときと同様

に Kirchhoff変換を用いて求めることができる (4)．各面にお

いて一定の境界条件が与えられる問題についても精度のよい

結果が得られているが，本例題のように変化のある境界条件

を与えた場合にも精度のよい結果が得られている．熱伝導率

の変化が大きい場合や，場の温度変化が大きい場合には要素

分割を細かくしなければならない．また，内部選点を領域内

部に均等に配置する必要があると思われる．これは内部選点

の配置が解析精度に影響するためであり，均等に配置した場

合の精度が最もよいということを確認している．

4. 結言

本研究では，熱伝導率が温度に依存する温度依存材料にお

ける熱伝導問題への二重相反法の適用について検討した．開

発した解析プログラムにより本手法の有効性を確認した．2

次元および 3次元問題での例題から，本手法の解析精度が近

似関数や内部選点の配置に影響されることが分かる．特に近

似関数の選択には注意が必要であると思われる．
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