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１．はじめに

材料内の損傷がある一つの平面内に進展した場合，

この損傷度を推定するための一手段として超音波の反

射と透過特性の利用が考えられる．Kinra等'),2)は平面

アレー的に球形インクルージョンが分布した一つの損

傷モデルを作成し，超音波の反射率と透過率を実験的

に計測する方向から研究を進めている．一方，著者等

は平面内に２重周期分布した散乱体による反射率と透

過率を数値解析的に決定する方法3)を示し，文献4),5)の

結果をもとにして２重周期構造を有する基本解の収束

を高速化するための一提案6)，および高速化基本解の

反射と透過率計算への適用7)を行い，数値解析的に反射

率と透過率を決定するための一連の研究を行ってきた．

平面内に２重周期分布した球形散乱体による反射率

と透過率を解析した前論文7)においては，反射率と透過

率の精度が保証されていなかった．このため本論文で

は，ユニットセル内のエネルギーバランスから反射率

と透過率が満足すべき関係式を導き，数値解析的に決

定した反射率と透過率の精度について検討する．また，

最低次の波動モードから次の波動モードが生じるカッ

トオフ波数に着目してカットオフ波数前後の球形散乱

体表面上の波動場について数値解析を行い，散乱体表

面上の波動モードが有する一特性について考察する．

2．アレー状球形散乱体による反射･透過問題

解析対象とするアレー状球形散乱体をFig.１に示

す．ここでは，ｚ,一ｚ２平面上に中心を有する無限個

の球形散乱体が⑳1軸と〃2軸に沿って周期的に存在し

ている二重周期構造の場合を考えており，ｚ,軸に沿う

各球の中心間距離が６，ｚ２軸に沿う中心間距離がＣで

ある．また，これら全ての球の半径は等しくαとする．

入射波が与えられたとき，反射波と透過波の振幅，即

ち反射率と透過率を決定することが以下の問題となる．

〃Ｉ ､７

Ｆｉｇ．１Renectionandtransmissionproble、

本論文では，スカラー場に関する三次元波動問題を

考える．このとき，波動場秘は次のヘルムホルツ方程

式を満足する．

△ｕ＋片2ｕ＝０ （１）

ここに，ルは波数である．各球面上の境界条件として，次

のようなノイマン条件が与えられている場合を考える．

塗と＝０ （２）
ａ”

入射波はgc,－⑳3平面内に伝播ベクトルｐをもつ平

面波とする．

ｕＩ(⑳)＝eijcp．⑳ （３）
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伝播ベクトルｐは麺3軸との角度を９とすると次のよ
うに表すことができる．

Ｐ＝(sin9,0,cos9）（４）

3．散乱波の表現

アレー状球形散乱体による散乱問題において，全波

動場秘は入射波ｕＩと散乱波ｕｓの重ね合わせとして次
のように書ける．

皿＝ｕＩ＋ｕｓ （５）

入射波の伝播ベクトルはq５，－ｚ3平面内にあり，球形

散乱体はむ,軸に沿って無限個配置されているため，散

乱波usは入射波の位相e’《p(jAp1z,)＝exp(jk3C,sin9）
と同じ位相構造を有し，秘ｓは次のように書ける．

秘S(⑳)＝両S(錘)e雄…in９（６）
式(2)に示した境界条件と散乱体の二重周期性より，上

式(6)中の面s(⑳)もaC1-3C2座標に関して周期構造を
有することがわかる．これより，散乱波ｕｓをフーリエ

級数で表現すると次のようになる．

勉s(")＝ＥＥ蝿‘(α，錘１+β・…"露，）（７）
ｐｑ

ここで,①Ｗと①空はそれぞれ鯵3〉０とＺ３〈０に対

応した係数である．またp’９は整数として，αp,βｍｂ９
は次のようになる．

αp＝んｓｉｎ８＋2Plr/６，β9＝29汀/ｃ

，Yp9＝Ik2-(αp)２－(βb)211/２ （８）

式(7)と(8)の各項が波の各波動モードに対応してお

り，＋'Yp9は透過波を，一'γi’９は反射波を表している.
p＝ｑ＝０のときは'Yb,9が実数値となり，式(7)は伝播
する波を表す．またｐ＝９＝０以外のときは，波数附
が

ルー四/c＝minKap)2＋(β9)21'/２ （９）

より小さい場合は，０次モードの波動だけが伝播波と

なり，それ以外の波は'７や9が虚数になり，｜麺31の値が
大きくなるに従って減衰する．それぞれの波動モード

は伝播波として存在し得る限界のカットオフ波数を有

している．波数ルが式(9)よりも増加すると，１次モー

ドの波が伝播波となる．すなわち式(9)で表される波
数が１次モードの波のカットオフ波数であり，これよ

り小さい波数のときは０次モードの波だけが伝播波と

して現れることになる．

4．反射率と透過率の導出

以下，０次の波動モードだけを考える．式(5)と式

(7)から，ｚ３＞０における全波動場也十と⑳3＜０にお

ける全波動場混一はｐ＝９＝０より次のように書ける．

秘十(")＝('＋の型)e‘… （10）

ｕ-(錘)＝eまゆ．⑳十の皿e錐p－．⑪ （11）

ここで，ｐ一は反射波の伝播ベクトルで

Ｐ-＝(sin8,0,-cos9）（12）

と表され，泌十(ae)は透過波，皿-(毎)は反射波を表して
いる．

町

Fig.２Unitcen

いまFig.２に示した内部に欠陥を１つだけ含む基

本ユニットセルを考える.式(10)と(11)中の係数①Ｗ
と①凶を決めるために相反定理を活用する．物体力が

作用しない場を考えると，相反定理は次のようになる・

ノ!("画‘4-州‘s-。（'3）
ここで，ｔ＝a秘/a”であり，上式中のｓは，球形散乱

体の表面とユニットセルの直方体の表面である.

Ｓ＝S帝十s＋鑑十Soo（14）

ここに,師,疎(j＝1,2,3)はFig.2に示したユニット
セルのｚｊ－座標に関する正と負の表面を表しており，

Sooはユニットセル内の球形散乱体の表面である．

相反定理(13)において，状態Ａとして式(10)と
(11)に示した実際の０次の伝播モード状態を’状態Ｂ
として次の仮想系を考える．

泌月＝ーe-‘や－．⑩（15）

遜県＝_e一雄p、（16）

この仮想系は実際の状態と逆位相をもち，０次モード

の反射波および透過波と逆方向に伝播する波となるよ

うに選ばれている．この２つの系Ａ,Ｂを式(13)の相

反定理に適用すると,畔および鑑上の積分は零とな
り，時とSoo上の積分が残る．

反射率を求めるには，状態Ｂとして式(15)の仮想
系ｕ月を採用し，式(13)に示した相反定理の状態Ａ

には式(10)と(11)の実際の系を代入する．このとき’

幽十についてはｚ３〉０より財面上の,哩一については
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ｚ３＜０より町面上の６秘/612を与える．式(2)より

Soo上ではau/672が零であることを考慮すると，相反
定理は次のようになる．

ノ((秘影-州‘s＝

ノ(§(-州cos‘)‘s-ﾉ("州s=川
上式より，反射率Ｒは次のようになる．

〃=箪哩=-Fﾉ1.．迦蜘（'8）
ここで，Ｆは散乱体間の間隔と入射角により決まる次

のような量である．

Ｆ＝(2jk6ccos9)~’（19）

同様にして，状態Ｂに式(16)の仮想系勉県を，状
態Ａには式(10)と（11)の実際の系を代入すれば，透
過率Ｔが次のように求まる．

”=!+理=1-Fﾉ("蝋蜘（20）
係数Ｆは反射率の場合の係数(19)と同じ値になる．

反射率と透過率を表す式(18)と(20)において，係

数Ｆの値は解析条件によって決まり，塙と卓のSoo
上の値は式(15)と(16)を法線方向微分することによっ
て得られる．すなわち，球形散乱体上の全波動場ｕＡを

求めれば，反射・透過率を基本ユニットセル内に存在

する散乱体表面上の積分として決めることができる．

5．エネルギーバランス

Fig.２に示すユニットセル内におけるエネルギーバ

ランスを考える．単位面積，単位時間あたりのエネル

ギーｐは次のように書ける．

ｐ＝ReIte~f"tlRe{Ue-…ｌ

＝:("雲十州:("e-…+ｔｗ池‘)(2'）
ここで，＊は共役複素数を表す．式(21)を周期Ｔ＝

2打/（Jで時間平均をとると次の式のようになる．

〈p)…一帯ﾉr半雰p‘＃=:(""+鋤
＝-;"1mm（22）

上式(22)をユニットセル内に当てはめる．周期Ｔで平
均化したユニットセル内の総エネルギーはバランスし

て零となるので，最終的に次式を得る．

〈P)=-;皿､ﾙ迦箪ｄｓ雲。（23）
ここでＳ＝呼十錯十時である.式(23)は入射波の
エネルギー<PI>，反射波のエネルギー<PR>，透過波の

エネルギー<PT>の和である．式(23)に式(3),(10),(11）

を代入すると，野,野面での積分が消え野面での積
分のみが残る．反射率･透過率の表現式(18),(20)を考

慮すると，最終的に次のような反射率と透過率の関係

式が導かれる．

ｌＲｌ２＋|T'2＝１ （24）

上記関係式を後に数値解析により求める反射率・透過

率の精度について検討する際に利用する．

6．境界積分方程式

球形散乱体上の全波動場を境界要素法を用いて求め

る．二重周期構造系の散乱問題に対して，Fig.２に示す

基本ユニットセルを考える．原点に存在する散乱体か

ら⑳,方向にｐ個目，ｚ2方向に９個目の散乱体を含む

ユニットセル(p,q)内の波動場は基本セル(0,0)内の

波動場泌(⑳o)に入射波の位相項を考慮することにより，
次のように表すことができる．

ｕ(⑳)＝秘(aeo)e雄pbain9（25）

上記波動場の表現(25)を考慮すると，Fig.1に示した散
乱問題に対する積分方程式を次のように定式化できる．

‘(露｡)鯉(露｡)=ﾉ１．．６Ｗ)響‘Sm，
‐ﾉ1.．うｗ)秘(，.)‘s，
＋uI(⑲0）（26）

ここで，⑳ｏは基本セル内の球表面Soo上の点である．

境界条件(2)より，実際には上式の右辺第一項は零で

ある．また，上式中の伝(⑳0,りO)は次のようになる．

？(⑳０，ｇ０）

＝ﾉ1.．零零’U位慧州・…'‘s‘，

‐ﾉ(.｡字'U(諜十り｡…，崎（"）
ここで，Ｉ＝(ｍ6,冗c’0)であり，』に関する総和は二重
級数和を意味する．上式(27)中の基本解Ｕ(⑩0,ｇｏ＋I）
を文献6),7)によって数値解析に適した高速収束型の基

本解に変換すると？(⑩0,90)の具体的表現を得る・

ぅｗ)=赤ｅ…卿'凧.ｏ
Ｚｅ錐需e-霧2'2{'ん-2rp2}{f叩0)}｡S勘｡p(28）

ここで，ｆは点⑳0から点ｇｏの方向を向く単位ベクト

ルである．

今ｇｏ＋Ｊ－ａＢＯ
（29）

，､＝|go＋』－⑳0１

7．数値解析例

7.1解析条件

数値解析の問題設定と球形散乱体に対する境界要素

分割をFig.３に示す．ここでは，形状は平面四角形要素
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で近似し，要素上の未知量は一定近似を採用している．

球の半径はαであり，球面上の９方向分割数は１５，や
方向分割数は１２である．以下の解析において，アレー

状散乱体は〃,，⑩2軸に沿う球の中心間距離が共に同じ

で，その間隔６を球の半径αで割って無次元化した6/α
の値が３．０，４．０，５．０の３つの場合を考える．また，入

射波は''3軸方向(9＝0｡)に伝播する平面波を考える．

、

Fig.５Reflection(R)andtransmission(T)coe伍cients

（6/α＝c/α＝4.0）

7.2反射率と透過率

■:■

二鰯

４節の結果を基に反射率Ｒと透過率Ｔを求めた結

果を示す．４節の定式化は０次の伝播波動モードを対

象にしているため，式(9)に示したカットオフ波数ま
での波数に対して解析を行う．この解析では６＝ｃか

つ入射角β＝0.であり，式(9)の右辺が最小値を取る
のは，式(8)よりｐ＝1,9＝０またはｐ＝0,9＝１の場
合である．このときカットオフ波数は次のようになる．

0.8

－２０－

ＩＵ‐‐‐Ｉ‐。▽１・・･’

i三tljゴ主ffﾐjhl
「

0.2

舟c＝27r/６ （30）

Fig.４からFig.６に反射率Ｒと透過率Ｔの波数依存’性を

示す．図の横軸が無次元化波数αAであり’縦軸が反射

率Ｒ(丸)と透過率ｒ(四角)である．また’カットオフ

波数はそれぞれ,αﾙc＝27r/5＝1.26(6/α＝5.0,Fig.4)，
aAc＝27r/４＝1.57(6/α＝4.0,Fig.5)，αﾙc＝27r/３＝
2.06(6/α＝3.0,Fig.6)となる．
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００．２０．４０．６０．８１１．２１．４１．６１．８

ａｋ

Fig.６Relection(R)andtransmission(T)coef16icients

（6/α＝c/α＝3.0）

！

白

ｰ

Ｉ・・・１．．･１００．１０６０１

手口〒□〒昼〒口王

●
申
。

､ﾉ凸pヰーｏｆ
.○ロ

TーＴ

~rLo-4-o-ｳーo-9-O-9-○



0.012

0.028

0.142

0．

0．

300.

270.
●

240・

Ibuble､１AccuracyofreaectionandtransmissioncoefIi-
cients 180・

半

－２１－

0.058

0.099

０
０
０

●
●
●

３
３
３

0.5

1.0

1.5

0.260

0.332

0.191

0.966

0.944

0.983

0.007

0.035

0.179

Fig.７Ｗaveneldt4fbrperiodicstructure

（ak=1.5,b/a=3.0）

Fig.９WaveEeldt4fbrperiodicstructure

（ak=2.4,b/a=3.0）

０
０
０

印
●
●

４
４
４

４
８
２

Ｑ
Ｏ
Ｌ

0.118

0.179

0.151

0.993

0.984

0.989

240.

270.

7.3反射率と透過率の精度

５節で示した反射率と透過率の関係式(24)を用い
て，前節の結果の精度を確認する．Eble,１にそれぞれ

のアレー状散乱体の周期構造間隔において，波数を変

えたときの反射・透過率と式(24)との誤差を示す．全
ての場合において誤差は１％以下となっており，仮想

波動場を導入することにより反射率と透過率を決定す

る本研究の数値解析手法の精度が確認できる．
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７．４波動モードによる散乱体表面上の波動場の変化

６節に示した境界積分方程式(26)を用いて各境界
要素上で数値積分を行い，数値解析した結果をFig.7か
らFig.12に示す．図中の四角が球形散乱体表面上の波

動場秘を表している．Fig.７からFig.９は球形散乱体

の周期間隔が6/α＝３．０（カットオフ波数αルー2.06）
の場合，Fig.１０からFig.１２は球形散乱体の周期間隔が

6/α＝5.0（カットオフ波数αルー1.26）の場合である．

Fig.７とFig.１０は１次モードのカットオフ波数手前の

波数における波動場，Fig.８とＦｉｇｌｌは１次モードの

カットオフ波数近傍における波動場，Fig.９とFig.１２は
１次モードのカットオフ波数より少し大きな波数にお

ける波動場である．２つの周期構造間隔において，０次

モードにおける波動場の形態と１次モードにおける波

動場の形態が変化していることが認められる．波数を

推移させてその波動場の形態を見ていくと，０次モー

ドにおいては入射波の振幅の１周辺に波動場が分布し

ているのに対して，１次モードでは反射波方向（図では

下側）に波動場が大きくなっていて，透過波方向（図

では上側）の波動場が小さくなっている．これより球

形散乱体の周期構造によらず，それぞれの波動モード

は固有の形態を持っていて，高次のモードの波が含ま

れると反射波方向に波動場が大きくなっている．また

カットオフ波数の近傍では特異な現象が認められ，２

重周期構造の間隔が狭いFig.８では入射波の振幅の５
倍以上の値が見られる．
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8．おわりに

本論文では，２重周期構造を有する平面アレー状に

配置された球形散乱体に対する散乱問題の反射率と透

過率の表現式を示し，反射率と透過率は散乱体表面上

の実波動場と仮想系による波動場の法線方向微分量の

積分として表されることを示した．また，エネルギー

バランスを考慮することにより解析手法の精度を確認

し，１次モードのカットオフ波数周辺の波数に対応する

球形散乱体表面上の波動場の特徴を明らかにした．現

段階においては，０次の波動モードに対応した反射率

と透過率だけしか示しておらず，現実的なより大きい

波数域についても，散乱場の表現をもとにして反射率・

透過率を定式化し数値解析を行っていくことが今後の
課題である．
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