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Thispaperpresentsadualreciprocityboundaryelementmethod（DRBEM）fbrsolvingthesteady‐

stateheatconductionproblemsoffUnctionallygradientmaterials・Thefimctionallygradientmaterial

i8modeledasaninhomogeneousonewheretheheatconductioncoefIicientisacontinuousfUnctionof

coordinates・ThefimdamentalsolutionofLaplacedifferentialequationfbrahomogeneousmaterialis

usedinthefbrmulation，andhenceadomainintegralarises・Thisdomainintegralistransfbrmedinto

aboundaryintegralbyusinganewsetofradialbasisfUnctions・ThedetailsoftheproposedDRBEM

arepresented，ａｎｄacomputercodeisdevElopedfbrtwひdimensionalproblems・Throughnumerical

demonstrationfbrseveralexamplescomp錘ｅｄｗｉｔｈｅ０[actsolutions，thelmsefUlnessofpresentapproach

basedonDRBEMisillustrated．

ＫｅＵＷｂ７秘8：BoundaryElementMethod，ComputationalMechanics,NumericalAnalysis,DualReci-

procityMethod,HeatConductionProblem,FunctionallyGradientMaterial

容易となる．この手法に基づいて定式化をすることによって

非均質性を示す項に現れる領域積分を境界積分に置き換え，

最終的に境界のみの離散化と領域内に選点を園くことにより

効率的な解析が可能となる．本研究においては，このＤＲＭ

を用いた熱伝導問題の定式化を詳細に示すとともに，熱伝導

率が場の関数で表されるようにモデル化した２次元問題の例

題について数値シミュレーションを行い，本手法の有効性を

示す．

1.緒言

傾斜機能材料に代表される非均質材料は，熱伝導率が場所

ごとに連続的に変化する特性を持つ非均質媒体としてモデル

化することができる(1)～(3)

境界要素法は，均質な媒体からなる場の問題に対して有効

な解析手法であるが，媒体の特性値が場所ごとに変化するよ

うな非均質媒体に対しては基本解が求められる場合は限られ

ており，均質媒体の基本解を用いて定式化をしなければなら

ない．このとき，境界積分方程式に非均質性に起因する領域

積分項が現れる●そのため，境界だけを要素分割するだけで

問題を解決できず，領域内部も要素分割して対象領域全体で

の温度や熱流束を未知数として含む代数方程式を解かなけれ

ばならなくなる．あるいは，反復計算による解析を行う必要

がある(4)．

本研究では，二重相反法(DRM)(5),(6)を適用し，非均質
性に由来する領域積分項の境界積分への変換を試る．すなわ

ち，ＤＲＭを用いると領域積分項を比較的簡単な近似関数と

線形微分作用素の特解を用いて境界積分に変換する．近似関

数を距離の関数で与えるため，定式化の際，その取り扱いは

2.理諭

2.1．支配微分方程式

本研究では，場所ごとに熱伝導率が連続的に滑らかに変化

する定常熱伝導問題について定式化を行う．支配微分方程式

は次式で表される(7)．

▽{入(州鰯)}=。 (1)
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口
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式(7)右辺に現れる領域積分項を境界積分に変換するために
DRMを適用する．

2.3.ＤＲＭの適用

式(7)右辺に現れる領域積分項を評価する際，領域内部を

セルまたは要素に分割することにより領域積分の評価をする

手法(4)が用いられることがあるが，この作業には手間がか
かる．そこで，この領域積分項に対してＤＲＭを適用し，境

界積分に変換して評価する手法が提案されている(5)．

ＤＲＭの定式化では，式(3)の支配微分方程式の右辺を以
下のように近似する．

支配微分方程式(3)の両辺に基本解魅．(ｑｗ)を掛け,考察
領域全体で積分すると次式となる．

』;{▽図惣(")}趣套…
＝ﾉ(;{-が(鍾剛}職鰯…（６）Ｘ２

皿ﾛ皿ｍＺｎｒ

EＲ叩匹【】、【叩叩【

上式の左辺を２回部分積分することにより次式を得る．《ｏｂｍｃｏｎｐＩｈｏ】

c(州十ル(鯵)'｡Ｍｄr-ん伽伽)鉦
＝-ﾉ(;{-満州▽"(麺)}鯉ｗ)｡。（７）

Fig.１Heatconductionproblem

式(1)において，境界条件は次のように与えられる．

ここで，ｃ(g)はソース点りが置かれている境界のなす角度

によって決まる係数である．また，@｡(ｑｗ)は基本解秘｡(毎,g）
の法線方向勾配を意味し，次式で与えられる．
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(2)

,｡(趣,,)=蒜蓋 (8)

ただし，秘(鯵)は温度，”は境界ｒ上の単位外向き法線ベクト

ルであり，釦(毎)/a'zは皿(⑳)の法線方向勾配を意味する．第

１式は境界上で温度が与えられている場合，第２式は熱流束

が与えられている場合，また第３式は秘αを外部雰囲気温度

として熱伝達により熱の授受が行われる場合の境界条件に対

応する．また，面,Ｗはそれぞれ境界において与えられる既

知の境界値であり，ｈは熱伝達率を表す．式(1)は次式のよ
うに展開することができる．

(4)

▽､咽=一念{▽入(虚剛｝ (3)

右{▽入(州霊)}=笛
ゴー１

式(3)の右辺は非均質性に由来する項である．

2.2.境界積分方程式の導出

境界積分方程式の導出において，定式化にはLaPlace方程
式の基本解を用いる．非均質性までも考慮した基本解は一般

に求めることが困難であり，表示が簡単なLaPlace方程式の
基本解を用いることにより，その取り扱いを容易にすること

ができる．Laplace方程式に対する基本解を秘.(３Ｗ)とする
と，秘.(ｚ,")は次の微分方程式を満足する．

αj力(毎,zz）（９）

ただし,Ｎは境界節点数,Ｌは内点数,αｊは未知係数,方(､c,z'）
は近似関数，ｚＩはＤＲＭの選点を表す．ここで，近似関数

方(⑳,z‘)は観測点勿とＤＲＭ選点ｚｌとの距離'･Ｉの関数であ

る．式(9)を用いると式(3)の支配微分方程式は次式となる．

Ｎ＋Ｌ

▽2"(鯵)＝Ｅａｊﾉ;j(",z‘）
ｊ＝１

ここで，次式を満たす特解をaＪ(錘,zI)とする．

(１０）
▽2ｕ･(毎,y)＋6(z-y)＝０

”ｗ)-圭随e）
ただし，γはソース点〃と観測点勿との距離を表す．

ただし，６(ｍ－ｙ)は２次元のDiracのデルタ関数，ｚ,ツはそ
れぞれ空間内の１点であり，以降〃をソース点，諺を観測点

と呼ぶことにする．上式から得られる基本解秘｡(毎,y)は次式
で与えられる(4)．

▽2吟(毎,z')＝方(２６，z'） (11）

上式を式(10)へ代入すると次式を得る．

(5) ｊＶ＋Ｌ

ｖ２趣(麹)=吾"{▽，ｗ)｝ (１２）

－１２－



『

上式の両辺に基本解を掛け領域全体で積分することにより次

式を得る．

(癒筈+"筈）
{;一計‘)'+:(霧‘).-託‘)‘｝（'7）

ﾉ(J▽z咽}趣･(鯵伽

一誉塵,仏▽鱒鋤Ｍ職･剛‘｡｝側

､j(ｚ,ｚｌ)＝

以上により領域積分項がすべて境界積分に変換されているこ

とが確認できる．

ソース点を境界上の各節点及び領域内部の各選点ごとに

とることによりｊＶ＋Ｌ個の方程式が得られ，これをマトリ

クス形式で表すと次式となる．

また，本研究では近似関数として次式を用いる．

脈か｛
(１－rl)3(3r'＋')，ｒ'≦’

０，γ’＞１
(14）

上式は，CompactlySupportedRadialBasisnmction(6)と
呼ばれる近似関数である．ただし，γ'は観測点垂とＤＲＭ選

点ｚｌの距離である．基本解に現れるγはソース点りと観測

点垂との距離であり，γ【とは異なることに注意されたい．ま

た，本研究の定式化では，γ'＝０においてafj(諺,z')/ａｒｌが

連続である必要があるが，上式を使うとき7．'＝０において

肋(ｚ,z‘)/６７｡'が連続であることは容易に確認できる．

唾一c'={肋一Gola (18）

ただし，

必j=‘(州十〃伽伽
。"=心･伽瓶
恥=aj(⑳i,ｚｌ)

｡”＝､j(露i,z！）

１
１
１
１

岨
釦
皿
浬

Ｉ
Ｉ
Ｉ
Ｉ

xl

Fig2Collocationpointsanddefinitionofrandrl

ｙ：SourCCPgint

０

◎

である．ここで，＆ｊはKroneckerのデルタ記号である．

2.4.未知係数αの導出

領域積分項を境界積分に変換する際，未知係数と近似関数

を用いて定式化を進めてきた．ｆｊ(垂,z')は距離の関数で既知

関数であるが未知係数αについては近似関数と非均質性を

表す項を用いて求める必要がある．式(9)を展開すると次式

となる．

ZJ：Collocatio

ooノ
point『

ただし，の(毎,z！)は特解血化,z')の法線方向勾配であり次式
で表される．

◎

Ｉ

ｒｒ

◎
Ｘ２

Ｘ

(24）

Ｎ＋Ｌ

Ｅａｊｆｊ(錘,z‘）
ｊ＝１

‐-而走丁{等等十讐鴇｝ (23）
式(14)を用いた場合，特解aj(垂,z‘)は次式となる．

ｗ)=:(,I)2-:(『!)‘+是(,‘)‘-金(,i)． ここで，力(ｚ,ｚｌ)は既知関数であり全選点ｚｌにおいて上式
を考えると未知係数αは次式で表される．

(15）

α=Ｆ－１ＩＫ１狸郵十K2迦琴,}式(13)に対して部分積分を２回行うことにより，左辺につい

ては式(7)の左辺と等しく，また右辺については次式を得る．
ただし，

-誉｡,仏(▽ｗ))漣･伽卿｝
-誉．,{帆Ｍ+ﾙ．(霞州鍵加

一た．他州加｝

霞|,似砿刈 (25）

(16）

－１３－



(34）

’
ただし，

０

》
｜
函
…
》
｜
地

ｒ
ｌ
ｌ
ｌ
ｌ
ｌ

afjv+L(毎１．z'）

’
Ｋｍ＝ (26）

(36）s={肋-G･]風

aｚｊｃｌａ入(⑳）
－－

入(⑩）ａ2cｍ
０

(32）Ｆ参jｓ

aﾉﾉV+L(zJV+L,z‘）

(28） である．式(35)の式の数はⅣ＋Ｌ個あり，これよりⅣ個の

境界上の未知量とＬ個の内点の未知温度を与えられた境界

条件のもとで求めることができる．

a6EAs

|墓’
である．

式(31)を式(18)に代入することにより次式を得る．
(27）ｕ毎ｍ

“-G'={肋-GQlR“

ただし，Ｒを次式のようにおいた．

“="－１(塵Ｉ'零‘十厘州)歴－１
さらに次式のようにまとめることができる．

(33）

でありＦ－１はＦの逆行列を意味する．

温度狸(毎)の座標微分釦(⑳)/a3ckの評価には，次の３つの

手法が考えられる．

・差分近似を用いる方法

･各節点の状態量を内挿して数値微分する方法

・近似関数方(ｚ,zI)を用いる方法

本研究では，一貫して近似関数乃(勿,z')を用いて評価する．

このとき，温度狸(z)を次式のように近似関数方(範,z')を用
いて書き表す．

１６入(qc）
－－

入(垂）ａｚｍ

IH-sl轡=G‘ (35）

ただし，

Fig.３に示すような二重円筒モデルについて解析を行う．

このモデルでは，熱伝導率は半径方向にだけ変化するものと

し，対称性から断面の1/4部分を解析する．熱伝導率の変化

－１４－

Ｎ＋Ｌ

趣(麺)＝画恥(垂,z‘）
ｊ＝１

α=腰－１(腫曲+魔璽"率)願-1趣］側 Fig.３Analysismodelanddiscretization

ここで，βjは未知係数である．上式を毎kで微分すると次式

を得る． 3.数値解析例

本手法の有効性を示すために，以下の例題解析を行い，得

られた結果について考察を行う．

鴇一言鰯‘響 (29）

９＝０

(30）

ただし，２次元の場合庵＝1,2である．式(28)，（29)を全選

点z'に対して適用しβｊを消去することにより釦(垂)/aqcI‘を

求めることができる．ここでa叩)/a勿代は次式となる．

幽竺型＝坐L竺型壁
ａｚｌｓａ７･』釦上

＝雲{－１"‘+24(,J)２－１２(振り‘｝

0.3０．４Ｘ１

９＝０

ただし，上式においてｒｉはｒｌの鯵k方向成分を表す．

以上の操作により得られる未知係数町はマトリクス形式

で次式のように表される．
００．１０．２



はFig.４に示されるものであるとし，変化特性が異なる２つ

の部分領域に分けて解析を行う．それぞれの部分領域の境界

をFig.３に示すような節点配霞で２次境界要素に分割し，内

点は各部分領域ごとに４５個ずつ図示のようにとる．対称性

からむ,，ｚ２軸上では断熱境界条件に従う．円筒の内面では

温度が与えられているものとし，外面では狸｡を外部雰囲気

温度として熱伝達により熱の授受が行われるものとする．ま

た，各領域の界面では温度の連続条件と熱流束の釣り合い条

件を用いる．今回は，熱伝導率が次式で変化する２つの例題

について考える．
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Fig.４Variationsofthermalconductivity
●

Fig.５亜mperatureona｡Ｑｓｚ，

4０

また，外部雰囲気温度をｕα＝２０，円筒外面における熱伝達

率をｈ＝２０と仮定し解析を行う．Fig.５～７はこの例題につ

いて，解析結果と厳密解を比較して示す．ここで，厳密解は

次式を解くことにより求めることができる．

70000

-105000

唖
皿

曽
冒
３
エ

曽

冒･'１５００．
エ

-120000

､125000

●Ｅｘａｍｐｌｅｌ

-130000

｛
125-2507.,０．２＜γ＜０．３

－１００＋５００７，０．３＜γ＜０．４

０１０２０３０４０５０６０７０８０９０

ｅ[De9.1入(γ)＝ (37）

Fig.６ＨｅａｔａｕｘａｌｏｎｇＡＤ
●Ｅｘａｍｐｌｅ２

｛
1007.＋8307.2,

11007.-2300γ2，

0.2＜γ＜０．３

（38）
0.3＜７．＜０．４

入(γ)＝ 80000

Fig.７ＨｅａｔａｕｘａｌｏｎｇＢＣ

(40）

Ｉ｡１０１．Ｉ,Ｉ,Ｉ,Ｉ。Ｉ,Ｉ。Ｉ

~１

器(ｧ等)=-右響等 (39）

40000

Ｅｘａｍｐｌｅｌのように熱伝導率の変化を与えた場合，その関

数を入(r)＝α＋67.とすると厳密解は次式となる．
30000

０１０２０３０４０５０６０７０８０９０

eIDeg.］咽=C‘+C,'n(竿）
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また，Example2のように熱伝導率の変化を与えた場合，そ
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ただし，Ｃｉ～Ｃ４は境界条件より求められる積分定数である．

Fig.５から，解析結果を見ると，温度の解析結果は十分よ

い糖度の結果が得られていることがわかる．Fig.５はｚ１軸
上の解析結果であるが，勿2軸上や内点においてもよい結果

が得られていることを確かめている．このことより，熱伝導

率の変化がかなり違っていても計算結果の精度にはほとんど

影響がないと言える．Fig.６，７は熱流束の解析結果である

が，厳密解に近い値が得られている．境界上の節点を多くと

ることによりこの精度はさらに向上することが確かめられて

いる．

(3)

の関数を入(γ)＝c７．＋dr2とすると厳密解は次式となる．

(5)

4.結言

傾斜機能材料の定常熱伝導問題に対する二重相反境界要

素法について検討した．開発した解析プログラムにより例題

について数値計算を行い，本手法により精度のよい解が求め

られることを確麗できた．２次元問題のいくつかの例題から，

熱伝導率の場所的変化が大きい場合は，領域内部の選点数を

増やす必要がある．この種のメッシュレス評価により境界要

素法が有効利用できる範囲を広げることができたと言える．

本研究では２次元問題について考察をしてきたが，今後３次

(6)

(7)

pp､225-242,1999.

元問題について研究を進める予定である．
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