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Theboundaｴyintegralrepresentationfbrthermoplasticproblemsinvolvesadomainintegraltermorigi‐

nated丘omthethermalstrain､TheduaLreciprocitymethod(DRM)iswelLlmownasoneofthetechniques

toconvertsuchadomainintegraltermtoaboundaryintegral､ＩｎＤＲＭ,anapproldmatefUnction(r酢

dialb函i8fimction)isimportanttoobtainaccuratenumricalsolutions，Inthispaper,thermalstrain

distributionisapproximatedbyuBingcompactlysupportedradialbf幽sisfimction・TheefIectivenessof

thepresentmethodi8demonstratedthroughanumericalexample．

ＫセリWbmd8：BoundaｪyElementMethod，ComputationalMeChanics,NumericalAnalysis,DualReci-

procityMethod,ThermoplasticitybCompactlySupportedRadialBasisFmnctiOn

1．緒言

境界要素法解析における利点の一つとして，線形問題にお

いて境界穣分のみで解析を行えることが挙げられる．しかし

ながら，初期ひずみや物体力が存在する弾性体の解析などに

おいては，線形問題であってもこれらに対する領域積分を計

算する必要がある．そこで領域秋分を境界積分へ変換する方

法として，静弾性問題では，Galerkinテンソルを用いて領域

積分を解析的に境界積分に変換する方法(1)が提案されてい

る．また，内部発熱を含む熱負荷などの任意の物体力につい

ては，二重相反法(2)や多重相反法(3)により領域積分を境

界積分に変換する方法が提案されている．

二重相反法は，支配微分方程式の非同次項を適当な関数

によって表し，その特解を使用して領域積分を境界穣分へ変

換する手法である．多重相反法と異なり，近似関数の境界に

おける高次導関数を必要とせず，相反定理の適用の回数も限

定されることから，比較的少ない計算コストで解析を行うこ

とができる．ここで用いられる近似関数は，多項式を用いた

場合，特解を一意に決定することができないため，距離関数

(RadialBasisnmction）の重ね合わせによるものが用いら

れる．ＤＲＭの解析精度には，節点数やその配置などが影響

するが，このＲ＆dialBasisnmctiOnの選択もその一つの要因

となっている．また，通常使用されるRadialBasisnmction

Iま領域全体に対して適用されるため，節点数の増加に伴って計

算時間も増加する．Ｃｈｅｎら(4)はポテンシャル問題において任

意の点の周辺のみに作用する局所的な距離関数（Compactly

SupportedRadialBasisnmction）を用いて解析を行ってい

る．特に，Wendland(5)が示した関数を用い，計算時間と精

度の比較から有効性を示している．

本報では，初期ひずみを含む弾性問題の例として二次元

熱弾性問題を取り扱い，二重相反法による解析を行う．そこ

で，COmPactlySupportedRadialBasisFmctionに対して，

DRMで使用する特解を示し，数値計算よって本手法の有効

性を検討する．

2.理論

2.1.積分方程式

均質等方性材料における二次元熱弾性問題で使用する支

配微分方程式を次式で与える．

ｏｉｊＡ:ｌｕｋ,鹿(毎)－，０，j(毎)＝０ (1)

垂は領域Ｑ内の点で，添字はデカルト座標系での成分（諺，

あるいは262）を表し，コンマの後の添字はその方向での傷

微分を表す．また，繰り返し用いる添字は和を取るものとす

－ ７ －



{(3-4"恥lne)+州(6)

る．聡(毎)は変位，０(⑳)は温度であり，

恥=c(念恥‘+紬‘+州）
、=2G鵠爆

(2)

(3)
ｑ錐域",,j(鯵,zj)＝&"ﾉ(毎,z'） (10）

これを式(8)に代入し，部分積分を２回繰り返してと式(5)

を用いると，次式のように領域積分はすべて境界積分に変換

することができる．

ただし，Ｇは横弾性係数，〃はPoisson比，侭は線形熱膨張

係数，恥はKroneckerのデルタである．

このとき，点zﾉの変位uj(")を関係づける正則化された積

分方程式は次式で与えられる．

ﾙ純州帆-誉．:[ﾙ純,)ｗ肌
一ﾙ断剛(鴎Ｍ－蜘霞‘))"雲］（u）ﾉ(緋,洲諺ルル;嗣他州")-州)鉦．

＋りん恥州’(帆=０，，eFU,（４）
ただし，聡(露,zI)＝ｑ錐疏"血,伽j(毎)である．

ここで,tj(⑳)は表面力,噂､(露,")は二次元静弾性問題にお

ける基本解であり，Diracのデルタ関数を△(勿一")としたと

きに，

2.3．ＲｚｂｄｉａｌＢ聖iSnmction

二重相反法では，RadialBasisnmctionル,zI)の選択が
近似精度に影響をおよぼす．例えば，次に示すような関数が

これまでに提案されている．αj胤嘘､,'‘(毎,')＝－恥△(毎－３ﾉ） (5)

を満足する平面ひずみ状態のときのa‘;m(鯵,ｇ)の具体形は次
式となる．

Ｏ
ン

ン
ｃ

》
ず

＋
２
ｒ
跡

一
一
一
一
一
一
一
一

Ｍ
Ｍ
Ｍ
Ｍ

(12）

(13）

(14）

(15）

１

た点ｚｌとの間の距離r＝|ｚ－ｚ‘|で表される関数を与える．
このとき，次の微分方程式の特解砿"(鯵,z')を考える．

噂､(錘,y)＝

F('･)，０≦?．≦α

０，γ＞ａ

87rG('一"）

また，吟､(錘,y)は吟,,､(ａｗ)に関係づけられる表面力として
次式で表される．

これまでの手法においては，近似関数に含まれるパラメータ

の解析結果への影響や，用いる選点数の増加に伴う計算コス

トの増加などの問題がある．また，近似関数が節点間の距離

で定義されることから，無次元化を行う必要がある．

式(9)における点勿の温度勾配0,.(毎)の決定には，点垂か

ら距離αの範囲のα:が影響するとして，次の条件を満足す

るノ(勿,z')を選択する．

t;m(諺,")＝Chj1sl螺,",‘(ｚ,y)心(毎）

＝4,『(是")『{[('-2")恥十2州…
＋(1-2")(『…-…)l(7)

ﾙ;淑鍾,')'(州．
=ル純州)‘肌-た…'小脇(8)

ただし，ｒは点勿と点zﾉの間の距離|勿一"|，心＝心(毎)は境

界上の単位法線ベクトルである．

2.2.二重相反法

式(4)の領域積分項について二重相反法を適用する．まず，

次のような部分積分を行う．

ﾙ,非｛

このときＦ(7．)は，ｍ＝１の場合を除き7．＝αにおいてその

一階微分値がＯであり，ノ(γ)は連続である．さらに，Ｃｈｅｎ

ら(4)はmblelに示すようなWendland(5)が示した特殊な

関数を用いて解析を行っている．

特解凍"(⑳,z')および疏冗(gc,zI）を導出する．式('7)も

T泡blelに示した関数も(γ/α)ｍの線形結合で表すことができ

る．そこで，Ｆ(γ)＝(７．/α)ｍとして,式(10)からそれぞれの

特解嘘迩(⑳,z')を求めて，その線形結合で式(17)やIbLblel

に示したＦ(7)の場合の特解凍"(勿,zI)を与える．

(16）

例えば,式(16)を満足するＦ(r)として，次式が考えられる．

Ｆ(『)=('一:)碗,ｍｅⅣ （17）

ただし,αＩは定数,ノ(垂,z‘)はあるRadialBasmsFmnctionで
あり，点毎と境界上でｊＶ個および領域内部でＬ個選択され

ここで，温度勾配0,§(毎)を次式で近似する．

Ｎ＋Ｌ

０，‘(錘)＝Ｅα:ル,z‘）
ｌ＝１

(9)

－ ８ －



鴎(錘,zＩ)=さ[‘州鍾,z‘)一元と可･侭愈Ｍ]('8)
▽4の(垂,zI)＝ノ(毎,z'）（19）

Wendland'sPositiveDefiniteandTbLblel 鴎(ｚ,z'）
SupportedRadialBasisnlncti⑪､昼 １

(献鯛隊…伽

として計算することもできる．ただし，８j(垂)は単位接線ベ

クトル．また，簡便な方法としては仇温度0(毎)を式(9)と同

様に未知定数をβｌとして，

COmpactly

－９－

ｄ
ぴ
ぴ
ぴ
ぴ
ぴ
ぴ

F(，．)＝('一F）

F(,．)＝('一F)3(3Ｆ＋'）
F(γ)＝(１－Ｆ)5(8Ｆ2＋5Ｆ＋1）
F(r)＝('一)２
F(r)＝('一f恩)4(4デ＋'）
F(r)＝(１－Ｆ)6(35隷十１８Ｆ＋3）
F(r)＝(１－テ)8(32Ｆ3＋2瀞十8Ｆ＋1）

。＝１

+[(ｍ＋3)－(ｍ＋4)小‘"”

-['一(m+4)‘'１…>， ｒ＜ａ

ｄ＝３

α２

，(職仙燕+,,､霞,‘。
＋2[(ｍ＋4)r2-2(ｍ＋2)α２１７．，‘ｱ,"}γ,脂"晦
十[(ｍ＋4)(1-2")r2＋(ｍ＋2)α2]r,‘"”

‐[(､+4)('-2")『2-(m+2)､２１…>,『>α
（22）

ｒ＞α

(21）

‘(iii抑蜘露…)｡.，
＋2(､+2)(､+4)(3-4")r21n:１６偽”
‐2(､+2脈+4)『2-(､+2)､2伽細}，

whereデーγ/ａ

砿"(⑳,z8)は，
順で次式から得

式(10)の解として基本解の導出と同様の手

られる．

2.4.温度勾配0,‘(勿)の取扱い

温度勾配0,6(ｚ)は，温度場が境界要素法によって解析され

ていれば，温度勾配に関する積分恒等式から計算を行うこと

ができる．また，境界上の節点であれば流束9(鯵)と境界要

素によって内挿した温度0(垂)を用いて，

魂"(毎,z'）

ただし，式(16)に示すようにｒ＝αで使用する関数が異な

るため，特解砿"(毎,z')がγ＝αで連続な関数となるように，

r＞αの場合ついては特別な計算を行う．まず,ゆ(”,z【)は式

(19)から次式で与えることができる．

4,(霧)=,(蜜州十等｡‘(錘） (23）

[(2m+7)-(2ｍ+8)"]‘陰趣-(､+2)『当2(:)"’２(ｍ＋2)2(ｍ＋4)(１－")Ｇ
ｒ＜α

α２

(剤,ﾉ(｡；ﾉＷ

海剛“
ﾉ(制｡州…“

ﾉ(弧｡州…"筒。

pF(p)血d9d8dt，γ＜α一

ｊＶ＋Ｌ

Ｏ(錘)＝Ｅβ‘9(露,z‘）
ｌ＝］

〆
ｊ
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そこで，Ｆ(r)＝(，．/α)ｍとして‘(錘,z')を計算して，式(18）

から求めた特解鵡(勿,zJ)および脇(⑮,z')を示す．

(24）

ゆ(毎,z')＝

のように近似し，これを直接微分することで温度勾配0,§(毎）

を導くことができる．ただし，関数9(９F,z【)は１階微分が連
続となるような関数を用いる必要があり，Thblelにおいて

は，Ｃ2連続以上のものを選択する必要がある．とのとき，

g(毎,z'）とノ(ｚ,z‘)は必ずしも同じ関数を用いる必要はない．

本報での数値実験では，温度勾配0,§(⑳)は全領域に渡って既

知であるとして解析を行う．

3.数値解析例

解析例として，Fig.１に示すような1/4円筒の問題を考え

る．内径７｡＝２ｃｍ，外径γb＝８ｃｍの平面ひずみ状態にある

円筒に，内壁で圧力５GPa,温度200°Ｃ，外壁で圧力１GPa，

温度100.Ｃが負荷された場合を想定する．境界条件は，内壁

および外壁で表面力t,(⑳)およびt2(毎)，ｍ,軸上で狸2(錘)＝０

およびt,(毎）＝０，垂2軸上で秘,(⑳)＝Ｏおよび#2(毎)＝０

として与える．また，全節点において温度0(垂)と温度勾配

8,j(垂)を与えるものとする．物性値は，それぞれヤング率は

210GPa，ポアソン比は０．３，線熱膨張係数は熱負荷による効

果を大きくするために１．０Ｋ－１とした．Fig.１に示すように

領域全体に８１個の節点を取り，境界は２次アイソパラメト

リック要素で１６要素３２節点として離散化した．
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Fig.2にＦ(r)＝(１－Ｆ),Fig.3にＦ(γ)＝(１－Ｆ)3(3F＋1）
を用いた場合おける⑩,軸上での表面力t2の解析結果を示す．

α＝0.12とした場合は全節点が対象となるためともに精度よ

く解析できていることがわかる．また，Fig.３から，Ｆ(r)の
影響する範囲を小さくしても解析できることが分かる．ただ

し，α＝0.015では唖blel内のすべてのＦ(7)において良い

結果を得ることはできなかった．これは，α＝０．０１５では,選

点間の距離が大きい領域においてのRadialBasisHmction

による近似のギャップが生じる場合があるためと考えられる．

以上のことから，Ｆ(γ)の選択によってαを小さくすること

は可能であるが，通常の二重相反法の解析と同様に選点を中

心とした半径αの範囲に，ギャップが生じない程度の点が必

要となることがわかる．
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4.結言

二次元熱弾性問題についてCompactlySupportedRadial

Basisnmctionを用いた二重相反法による定式化を行った．

RadialBasisFhnctionを用いる際の特解を示し，数値実験

から近似値の決定の範囲を設定して解析できることがわかっ

た．また，温度勾配0,‘(毎)の計算に対しても用いることによ

り，さらに計算負荷の軽減が期待できる．
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