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1・はじめに

以前，著者らは等高面の方法')による移動境界の解析

に，ＢＥＭの適用を試みた2)．等高面の方法は，関数の
ゼロ等高面により移動境界を記述するものであり，境界

の分裂・結合・消滅などの解析を可能にする．また，こ

れにより移動境界問題は，領域内で与えられた発展方

程式の初期値･境界値問題に帰着する．ただし当該問題

の支配方程式は，その主要部に非線形項を含む２階の

準線形偏微分方程式で与えられる．支配方程式が非線形

項を含む問題にＢＥＭを適用する際に生ずる領域積分

を避ける方法として，二重相反法（ＤＲＭ）や多重相反

法（ＭＲＭ）が広く用いられているが，これらの方法を

主要部が非線形性を有する問題に適用することは一般

に難しい3)．そのため，文献２）ではAnalogEquation
Method（AEM）４)の適用を試みた．ＡＥＭでは解のラ

プラシアンで与えられる関数を，ＤＲＭと同様の方法

により，既知な近似関数の一次結合で近似する．この

近似関数には内点と積分点間との距離γに関する、次

の多項式を用いたが，解析結果は内点数と多項式次数

ｍとに大きく依存するものとなった．ＡＥＭによる等

高面解析においては，当該問題に適した近似関数を見

出すことが，効率化の面で必要であると言える．

そこで本研究では近似関数として薄板スプラインの

適用を試みる．なお，非同次項を薄板スプラインで近

似展開すれば，良好な近似精度が期待できる5)．さら

に，ＭＲＭを適用すれば，４回の部分積分でデルタ関

数を生じるので，領域積分を容易に評価することが可

能となり，効率的解法が構成できる6)7)．

以下では，まず従来のＡＥＭに基づいた等高面方程

式の定式過程の概要を示し，次に薄板スプラインを用

いたＭＲＭに基づく定式化について述べる．続いて解

析例を通し，従来法と今回の方法とを対象に，内点数

や従来法の多項式次数ｍが精度に及ぼす影響について

調べる．最後に解を安定化させるためのパラメータが

結果に及ぼす影響について若干の検討を与える．

2．等高面の方法

本論文では二次元問題を対象とする．時刻ｔにおけ

る移動境界をＳ(t）とし，Ｓ(t)で囲まれた領域内部で
ｕ＞０，s(t)上でｕ＝０，外部でｕ＜０となるようなあ
るスカラー関数ｕ(x,t)を考える（Fig.1）．
等高面の方法とは，移動境界Ｓ(t)の追跡を，ｕ(x,t）

のゼロ等高面の時間発展の問題として捉える手法であ

る')．以下にその概要を述べる．

2.1曲線短縮方程式

曲線Ｓの成長速度ＶがＳの曲率侭に比例する問

題における運動方程式を曲線短縮方程式といい，それ

は次式で定義される．

Ｖ＝一代

式(1)を等高面方程式に書き換えると，
程式は次式で与えられる．

ｕ,ｆ－△泌十ｕ'ｆｕ'ｊｕ'カー０
ｕ,Ａｕ,AＥ

（１）

曲線短縮方

(2)
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ここで△はラプラシアン，秘,‘＝au/at,u,i＝６２‘/azj
であり，繰り返し指標は総和規約に従うものとする．

2.2等速成長方程式

曲線Ｓの成長速度Ｖが一定値で与えられる問題に

おける運動方程式を等速成長方程式という．Ｓが速度１

で収縮する場合の等速成長方程式は次式で与えられる．

u,t＋lgradul＝０ (3)

2.3基礎方程式

移動境界Ｓの運動は，式(2)や(3)を支配方程式と
し，Ｓを含む領域で定義されたスカラー関数秘の以下

に示す初期値・境界値問題で与えられる．

支配方程式：式(2)又は(3)

境界条件：ｕ(x,ｔ)＝一ｃ（ｏｎｒ）（４）

初期条件：ｕ(x’0)＝ｕｏ(x）（ｉｎＱ）（５）

ここで，ＱはＳを含む有界な領域，ｒはその境界，ｃ

はある正の定数である．また，ｕｏはＳｂ:＝Ｓ(0)をゼ
ロ等高線に持つ関数である．なお，ｓ(t)はｕＯのとり
方によらず，Ｓｂのみによって一意に決まることが保証
されている')．

3．ＡＥＭによる求解方程式の構成

定式過程を簡単にするため，未知量をｕから次式で

定義されるＵに変更する．

Ｕ：＝秘十ｃ （６）

ここでは支配方程式として曲線短縮方程式を例に考

える．Ｕについての基礎方程式は次式で与えられる．

ひ,‘－△U＋ひ'ｊＵ'ｊＵ,ｆｊ＝０（ｉｎＱ)，
UOjeU,虎

（７）
Ｕ＝０（onｒ)，

Ｕ＝uo＋ｃ（ｉｎＱａｔｔ＝0）

式(7)の支配方程式は２階の偏導関数を主要部に持
つが，その中(左辺第３項）に非線形項を含む．当該
問題の解析手法としてＡＥＭを適用する．

3.1従来法による定式化

ここでは比較のため，従来のＡＥＭ2）による定式過
程についてその概略を示す．

まず，Ｕのラプラシアンを考え，それを次式のよう
に近似展開する．

△U(x,t)＝

Ｍ

Ｅ
j＝１

αj(t)方(x） (8)

ここで，方(x)はＤＲＭで用いられるような既知な近
似関数，ｃＷ)は未知量である．
式(8)においてＵを次のように２成分に分離する．

ただし，

Ｕ＝ＵＯ＋Ｕｐ

△Ｕｏ＝０，
Ｍ

△ひ,＝Ｅａｊｆｊ
ｊ＝１

(9)

(１０）

力に対して次式をみたす関数を吟と定義する．

△心＝fｊ（j＝1,…〃）（11）

このとき，Ｕｐは次式で与えられる．

Ｍ

Ｕｐ＝Ｚａｊ(t)6j(x）（12）
ｊ＝１

以上より，Ｕ０は次式をみたす解として定義される．

△２１０＝０（ｉｎＱ)，
（13）

ひo＝－恥（ｏｎｒ）

各時刻において，式('3)の解り０は次の積分表現式
により与えられる．

，．(xルル重(x,y)妙,(刺｡r，
（14）

＋ル鵜(x,y)"Ｍｄ､，
ここで，’０＝aU0/a”ｒであり，秘噸,9*はLaplaceの方
程式の基本解である．

式(14)より境界積分方程式を求め，それを選点法に
より離散化して次の境界要素方程式を得る．

一Ｈｖｐ＝Ｇｑｏ (15）

ここで，ｖｐ,ｑｏはｒ上の節点におけるfﾉ1,,卯より成る
ベクトルである．また，式(15)の自由度をｊＶとする
と，Ｈ,ＧはｊＶ×ｊＶの正方行列で与えられる．なお，
本研究では離散化に当たり一定要素を用いる．

－ ２ －
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各時刻において，式(25)の解りは次の積分表現式に
より与えられる．

へ

ｖｐ＝Ｖａ (16）

妙(xルール・剛妙Ｍ‘r，
＋か筆(x,y)‘(y,帆
一心剛‘Ｍ‘､,(剛

ただし，ＶはⅣ×Ｍの行列であり，その成分Oijは
ｒ上の選点ｘｊに関し次式で定義される． (26）

崎:＝Mxi）

式(16)を(15)に代入して次式を得る．

ｑｏ＝一Ｇ－ｌＨＶａ

(17）

式(26)の領域積分項の処理にＭＲＭを適用する．

まず，次のように基本解ｕ鳥を定義する．

△uf＝－６，△u:+,＝ｕ：（れ＝1,2,..．）（27）

ここで，ｕｆ＝秘寧，６はDiracのデルタ関数である．
なお，吃は次式をみたし，薄板スプラインを与える．

△2u;＝－６（28）

式(27)の表記法を用いると，式(26)は次式のよう書
き直すことができる．

．Ｍ=ﾉ(〕趣;(x州Ｍ－‘;(x,y)"Ｍ'‘r，
‐た伽‘(y,棚，

（29）

ここで，９f:＝９．である．
式(29)の右辺の最後の項はｕ；を用いると次式のよ

うに書き表わすことができる．

心抑‘Ｍ‘Q,=ﾉ(;△迦訓x,y)‘Ｍ‘｡，
（30）

ここで，ｂを薄板スプライン噸を用い次のように
近似する6)7)．

Ｍ

６(y,‘)＝Ｅａｊ(t)池;(えj,y）（えｊＥＱ）（3'）
ｊ＝１

式(31)を(30)に代入すると次式を得る．

人泌:(x,y)‘Ｍ‘､，
（32）

＝妻．,"'ﾉ(;△…伽肌
式(32)右辺に部分積分を４回適用して次式を得る．

ノ(;△泌;(x,y)帆,y)｡｡，
=〃剛帆y)-鯉;(州Ｍ‘‘r，
＋か;(鶏y池iM-鯉;(x,yMM‘'r，
Ｗ;(x,y)△泌仰Ⅷ，

（33）

(18）

また，式(14)の左辺におけるひ０をＵ－Ｕｐとして次
式を得る．

Ｍ

"=んＭｒ+ル雲'｡“+吾．'必（'，）
Ｑ内にＭ個の点えj,(j＝１，．．．，Ｍ）をとり，そこ

におけるＵの値から成るベクトルを▽とすると，▽は

次のように与えられる．

(20）▽＝Ｈｖｐ＋Ｇｑｏ＋Ｖａ

ここで，

式(12)よりｖｐは次式で与えられる．

(21）

なお，ｒｊはｊ番目の要素である．
式(20)に(16),(18)を代入すると，▽をαにより表

わすことができる．

▽＝1Ⅳα，

Ｗ＝(宜一ＧＧ－１Ｈ)Ｖ＋Ｖ
(22）

なお，式(11)における力は文献4)と同様に次式で
与える．

方＝1＋『j＋『;＋…＋『:m+’ （23）

ここで巧＝|ｙ一文jlである．このとき０jは次のよう
に与えられる．

『;､+３
十十

額
げ
一
泌

十

ぶ
り
’
９

＋

悪
け
－
４

一
一

《
坊 (24）

(2ｍ＋3)２

3.2ＭＲＭによる定式化

解りのラプラシァンを６と定義し，次の境界値問題

を考える．

△Ｕ＝６（ｉｎＱ)，

ひ＝０（ｏｎｒ）
(25）

－ ３ －



▽,が＝咽/,fja，
（44）

Ｗ,が＝Ｃ,"Ｇ－１Ｍ－血,ヵ

蓋難瀦妥縦舞蝋筒縦難
より与えられる．

‘…=ﾉ(･圭鯉i(ｘＭ,'=菱｡，
必.‘=剥似x,y池伽)-辿;剛鰯伽

十9;(x,y)uf(えβ,y)一池;(x,y)9f(えβ,y))｡r’
一U;(X,えβ)}|x=え。

（45）

式(41)，（43)，（44)を(7)第一式に代入し，時間増分
△tの下，ｄα/dtを(α"+'一α")/△tで近似して時間
積分にＥｕlerスキームを適用すると，最終的に第冗十１
ステップの解α"+’を与える次式を得る．

α流+’＝α沌十△t,Ⅳ一'９宛，

鰯雲陥鰻了aw-等織:鴛鴛雲側
なお，上式はβについて和をとらないものとする．

式(3)の等速成長方程式の場合も，曲線短縮方程式の
場合と同様に展開すると最終的に次式を得る．

α”+’＝α沌十△ｔｗ－'ｇ”，

式(39)，（40)より，Ｕ(えj,t)の値からなるベクトル●
は次式で与えられる．

▽＝ＶＶａ，

Ｗ＝ＧＧ－１Ｍ－Ｍ
～ (41）

ここで，Ｇ,Ｍの成分は以下で与えられる．

‘職="i(童伽帆
必,=ﾉ(〕帆y)帆y)-帆y)9;伽

十蝿(えi,y)uf(えj,y)一u;(え歯,y)9f(えj,y)ldr，
一u;(えi,えj）

（42）

同様にfiの導関数fi,j,恥より成るベクトル▽,i,▽,ヵ
も次式のように得ることができる．

一
ＭＭ

１
－

錘
Ｇ

ｗ
一
Ｇ
，

一
一
一
一

一
ｖ
ｗ

(43）

△叫推j,y)＝－６(ｙ－えj）より，式(33)の右辺の最
後の領域積分は次式で与えられる．

ル‘;(x仙伽)do,=-鯉;(x却（認）
式(32)～(34)を(29)に代入して次の積分表現式を

得る．

Ｕ(x,t）

＝ん伽‘(yル‘ｉＭ,(y,帆

一重･州ﾙ訓州剛側
一u;(x,y)鰯(jtj,y)＋蛸(x,伽f(えj,y）

一切;(x,y)qf(えj,y)}drg-u;(x,えj)｝

ｘ→ｘｆ（ｏｎｒ）の極限移行をとると次の境界積分方
程式を得る．

ｃＵ(xj,t）

＝〃叩)‘Ｍ－州y)‘(y,帆

一茎･叫側剛…㈹
一u;(x‘,y)嘘偽,y)＋9;(x‘,y)湛椎j,y）

－u;(xf,y)蝋(湾,y)}｡r,一弘;(x‘,jtj)）

式(36)より以下の境界要素方程式を得る．

Ｈｖ＝Ｇｑ－Ｍα （37）

ここでウ雌ｊは以下で定義される行列成分である．

Ｍｊ

＝か;伽)趣;剛-叫;(x鋤y)帆y）
＋9;(x‘,y)uf(文j,y)一蝿(x§,y)qf(えj,y)１．r，

一切;(ｘｉ,えj）

（38）

なお，ｖ,ｑはｒ上のｊｖ個の節点における〃,ｑより成
るベクトルである．また，ＭはｊＶ×皿の行列で与え

られる．

式(25)よりｖ＝０であるので，ｑはαを用いて次
式で与えられる．

ｑ＝Ｇー'Ｍα （39）

Ｑ内にとったＭ個の点えj,(j＝１，…,Ｍ)におけ
るＵは次式で与えられる．

Ｕ(え#,t）

＝ル抑)?(y,〃ハ

ー茎｡叫仙血;剛㈹
－u;(え‘,y)9;(えj,y)＋蝋(え‘,y)uf(えj,y）

－u;(え‘,y)9f(えj,y)}dry一切;(えi,えj)］

＋αｗ;蝿β7αギ（47）

なお，式(46)，（47)の鰯,9?におけるαはgradU＝０
となる特異点近傍における解の挙動を安定化させるた
めに導入したパラメータである8)．

9？＝ ｗ;iβγαｌＷＷ;jβγα￥

－４－
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また，αの初期値αｏは式(7),(41)より次式で与え
ることができる．
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αo＝Ｗ-1{動十cI｝（48）

ここで，ｎｏはＱ内にとったＭ個の点における皿０の

値から成るベクトル，Ｉは恒等行列である．

式(46)においてＷ,Ｗ,i,Ｗ,ijは未知量αを含まな
いので定数行列である．また，それらの作成には境界

積分だけが必要となる．

０．５ ０ Ｏ２５

ｔｔｍｅ

(b）ハf＝2５

0.5０ ０．２５

ｔｉｍＯ

(a）ｊｌｆ＝９

0５０ ０２５

宙岡ｅ

（d）ハf＝253

4．解析例 蕊
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OＳｏ２５

ｕｍｅ

(c）ｊｌｆ＝6９

4.1sｂが円周により与えられている場合

初期条件を次式で与え，Ｓｂを半径１の円周とした
問題に本手法を適用する．

ｕｏ＝１－錘ｆ－ｚ；（49）

なお，ｃ＝３とし半径２の円周をｒにとる．また，

△t＝１×10~４とし，離散化に当り，ｒを７２要素で等

分割した．

本手法において内点数Ｍが精度に及ぼす影響を，従

来法による結果と比較し検討する．曲線短縮方程式に

おいてＭ＝9,25,69,253とし，本手法による結果，及び

従来法で方の次数、=0～２での結果をFig.２に示
す．なお，Fig.２はＳ(t)の半径Ｒ(t)の変化を示して
おり，理論解を点線で示した．図より従来法では，内点

数が増えるにしたがって解の挙動は良好なものとなっ

ているが，比較的少ない内点数の下では，多項式次数

ｍのとり方により精度低下を生ずる可能性のあること

がわかる．ちなみに，ｍ=３の場合，ｓ(t)の形状は同
心円とは大幅に異なったものとなった．一方，本手法

ではいずれのＭでも良好な結果が得られており，内点

数が解に与える影響が小さいことがわかる．また，従

来法のように近似関数の適切な多項式次数を選定する

必要がないので，その分解析は容易になる．

、
ｂ

‐

次に，等速成長方程式を対象に，内点数Ｍと安定

化パラメータαとが解の精度や挙動に及ぼす影響を，

本手法で得た解に基づいて検討する．結果をFig.５に
示す．図には，Ｍ＝41,223,α＝0.04,0.08,0.12の各

ケースにおける１５００step目の解を示した．なお，境

－５－

Ｆｉｇ．３Discretizationcondition．Ｍ＝4１

界要素数，時間増分等は上述の曲線短縮方程式の場合

と同じである．本来当該問題では，初め１つであった

境界線が２つに分裂し，各々消滅して行くこととなる．

しかし，内点数jlf＝４１でα＝0.04,0.08の２ケースに

おいては３つの領域に分裂する様子が認められ，不自

然な挙動が得られている．なお，Ｍ=４１でも，α=0.12

と安定化パラメータの値を比較的大きくとれば，定性的

に妥当な結果を得ることが可能である．一方，Ｍ＝223

と内点数を十分多くとれば，αによらず定性的に良好

な結果を得ている．ただし，αの値が大きくなるにつ

れて，境界の分裂・消滅のタイミングが早くなる傾向

にある．式(47)において安定化の目的で追加した項は
粘性解を与えるものであり')，精度の面から見れば，α
の値は小さい程良い．一方，〃＝4’の場合のように，

内点数が比較的少ない下でも定性的に妥当な解を得る

ためには，αの値を相対的に大きく設定する必要があ

り，解析では内点数と安定化パラメータとの適切な組

０

Fig.２ComparisonbetweenthepresentandConventional

methodsbasedontheaccuracy
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4.2ｓｏがCassiniの橿形で与えられている場合

初期条件を次のCassiniの燈形で与える．

ｕｏ＝一[(zf＋z;＋4)2-16zf]'/4＋２１（50）

本解析では，ｃ＝０．７３，境界要素数７２，△t＝５×

１０－４としている．なお，Ｍ=４１での離散化の様子を

Fig.３に示す．曲線短縮方程式においてＭ＝41,223,
α=０における，本手法による結果，及び従来法で、＝１

とした場合の２１００step目の解をFig.４に示す．なお，

Fig.４には差分法により求めたＳ(t）も合わせて示し
た．図より，従来法では，多項式次数、＝１の下では良

好な結果が得られていないのに対し，本手法ではいず

れのＭでも良好な結果が得られていることがわかる．
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等高面の方法に基づく自由表面解析に境界要素法を

適用する際に用いたＡＥＭでの近似関数に，薄板スプ

ラインを用い，さらにＭＲＭに準じた定式化を試みた．

本手法によれば，近似関数として距離γの多項式を

用いた従来法と違い，多項式次数の選定が不要であり，
比較的少ない内点数の下でも良好な結果を得ることが
可能である．

また，内点数を減らすと精度低下を招く恐れがある

が，安定化パラメータを適切に設定すれば，定性的に
概ね良好な解を得ることができる．

なお,薄板スプラインを用いたＭＲＭでは,文献6)，
7)で示されたように有限回の部分積分で領域積分を処
理できるので，ＡＥＭへの適用は有効である．

Ｍ＝4１
5．おわりに

(c）α＝0.12
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