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In this study, an implicit finite element equation is developed for a strain gradient theory of 
single-crystal plasticity that accounts for the self-energy of geometrically necessary dislocations 
(GNDs). This theory, which was proposed by the present authors (J. Mech. Phys. Solids 55 (2007)), 
is based on introducing the self-energy of GNDs into the Gurtin strain gradient framework. The 
introduction allows us to estimate the size-dependent yield behavior of crystalline metals. The 
discretization is performed for a set of homogenization equations based on this gradient theory, 
leading to an implicit finite element equation. This equation is verified by a model grain analysis 
and a comparison with an analytical estimation obtained by the present authors. The stability and 
the efficiency due to applying this equation are also discussed. 
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1. 緒  言 

結晶金属材料の塑性変形に寸法効果を引き起こす要因の

ひとつとして，幾何学的に必要な転位(1)（GN 転位）の作る

長距離弾性場の存在が上げられる．著者ら(2)は，GN 転位の

自己エネルギーが及ぼす影響に着目して，従来の結晶塑性理

論の拡張を行った．また，単純なモデルを用いて解析的にそ

の影響を検討したところ，粒径がサブミクロンから数ミクロ

ンの多結晶金属の初期降伏応力の粒径依存性を高精度に予

測できることがわかった(2)．しかしながら，これらの結果は

単純な解析的検討であり，より実際的な問題への理論の適用

のためには，数値解析手法，とりわけ効率的な有限要素解析

手法の開発が要求される． 
上述の理論(2)は，結晶塑性理論(3)に GN 転位の自由エネル

ギーの影響を導入したひずみこう配結晶塑性理論(4)の枠組

みに属している．GN 転位の密度はすべりの一次こう配を用

いて表現される(1)から，自由エネルギーの導入によって，こ

のこう配に共役な力（以後，高次応力と呼ぶ）が生じること

になる．したがって，ひずみこう配結晶塑性理論では，応力

のつり合いだけでなく，高次応力のつり合いも考慮する必要

があり，通常の有限要素解析のための離散化方法を直接利用

することはできない． 
ひずみこう配結晶塑性を考慮した有限要素解析は，これま

でにいくつか行われており(5)-(7)，著者ら(8)もひずみこう配結

晶塑性を考慮した均質化理論を構築し，準陰解法的な有限要

素方程式を導出した．この方法を，GN 転位の自己エネルギ

ーを考慮した解析に適用することは可能であるが，GN 転位

の自己エネルギーに基づく高次応力は，非常に強い非線形性

を有しており（Fig.2 を参照），効率的かつ高精度な解析のた

めには，完全陰解法に基づく有限要素解析手法を開発するこ

とが望まれる．しかしながら，陰解法に基づく有限要素方程

式は，これまでの研究(6)では，近似的にしか解析に用いられ

ておらず，増分安定性や計算効率の検討もなされていない．

したがって，陰解法に基づく有限要素方程式を導出し，その

妥当性を確かめるとともに，増分安定性や計算効率について

の検討を行うことは，著者らの理論(2)を含め，より一般には

ひずみこう配結晶塑性理論(4)の実際的な問題への応用を発

展させる上で，非常に有用である． 
そこで本研究では，ひずみこう配結晶塑性理論に基づく効

率的な有限要素解析手法の開発を目的として，ひずみこう配

結晶塑性を考慮した均質化理論(8)の陰的有限要素離散化を  2009 年 9 月 28 日受付，2009 年 11 月 2 日受理 



行う．高次応力には GN 転位の自己エネルギーに基づくもの
(2)を用い，結晶粒モデルの有限要素解析の結果を解析解(2)と

比較することによって，妥当性を確かめる．さらに，準陰解

法(8)による結果との比較によって，増分安定性や計算効率に

ついても議論する． 
2. ひずみこう配結晶塑性理論 

この章では，GN 転位の自己エネルギーを考慮したひずみ

こう配結晶塑性理論(2)に用いられる基礎式と理論の特徴に

ついて述べる．このため，直交座標 ix (i=1, 2, 3)を考え， ix に

関する偏微分を ,( ) i と表すことにする．なお，物体力は作用

しないとし，変形は微小であるとする． 
2.1. すべり 単結晶金属材料中の塑性変形がすべりによっ

て生じることを考える．このとき，塑性ひずみ p
ijε は各すべ

り系 β （ 1,2,..., Nβ = ）に生じるすべり ( )βγ によって 

  p ( ) ( )
ij ijpβ β

β

ε γ= ∑ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ( )
2ij i j i jp s m m sβ β β β β= +  (1) 

と表される(3)．上式中の ( )
ijp β はシュミットテンソルと呼ばれ，

( )
is β と ( )

jm β はそれぞれすべり方向とすべり面法線を表す単

位ベクトルであり， ( ) ( ) 0k ks mβ β = を満足する． 
塑性ひずみ p

ijε と弾性ひずみ e
ijε の和によって，全体のひず

み ijε は， 
  e p

ij ij ijε ε ε= +  (2) 

と書ける．また，変位 iu との間には，次の関係が成り立つ． 

  , ,
1 ( )
2ij i j j iu uε = +  (3) 

2.2. GN 転位密度 すべり系 β に関する GN 転位密度 ( )
G

βρ は，

すべりの一次こう配 ( )
,i

βγ を用いて次のように表される(1),(2)． 

  ( ) ( ){ }1/ 22 2( ) ( ) ( )
G G,edge G,screw

β β βρ ρ ρ= +  (4) 

  ( ) 1 ( ) ( )
G,edge ,| |i ib sβ β βρ γ−= , ( ) 1 ( ) ( )

G,screw ,| |i ib tβ β βρ γ−=  (5) 

ここで， ( )
G,edge

βρ と ( )
G,screw

βρ は GN 転位密度の刃状成分とらせん

成分であり，Fig.1 に示されるように， ( )
G

βρ を構成する転位

は一般に混合転位である．また，b はバーガーズベクトルの

大きさを表し， ( )
it

β は ( )
is β と ( )

im β に直交する単位ベクトル，

すなわち交代記号 ijke を用いて ( ) ( ) ( )
i ijk j kt e s mβ β β= と表される． 

 すべりの一次こう配 ( )
,i

βγ を，互いに直交する単位ベクトル
( )
is β ， ( )

im β ， ( )
it

β を用いて書き直すと 
  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,i i i i i i i i i is s m m t tβ β β β β β β β β βγ γ γ γ= + +  (6) 

となる．したがって， ( )
,i

βγ のすべり面内成分 ( )
,_ i

βγ は， 
  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,_ , ,i i i i i i is s t tβ β β β β β βγ γ γ= +  (7) 

と書ける．上式を用いると，式(4)と式(5)で表される GN 転

位密度 ( )
G

βρ を，次のように簡単に書くことができる． 

  ( )1 / 2( ) 1 ( ) ( )
G ,_ ,_i ibβ β βρ γ γ−=  (8) 

Fig.1 に示すように， ( )
,_ i

βγ の方向は式(4)，(5)，(7)の関係より

転位線の方向と垂直である． 
2.3. 自己エネルギーに基づく高次応力 等方弾性体の無限

物体中に無限に長い転位が一本存在するとき，単位長さ当た

りの転位の自己エネルギー 0E は， 
  2

0E a bμ=  (9) 

と表される(9)．ここで，μ はせん断係数であり，a は 0.5~1.0
程度の係数である． 
 初期降伏直後のように，GN 転位密度が十分に低く，GN
転位間の相互作用が十分に小さいときには，式(9)に示される

自己エネルギー 0E が，GN 転位の有する自由エネルギーであ

るとみなすことができる．このとき，単位体積当たりの GN
転位の自由エネルギーψ は次のように書ける(2)． 

  ( )
0 GE β

β

ψ ρ= ∑  (10) 

上式に式(8)と式(9)を代入すると，次式となる． 

  ( )1/ 2( ) ( )
,_ ,_i ia b β β

β

ψ μ γ γ= ∑  (11) 

したがって，転位の自己エネルギーに基づく GN 転位の自由

エネルギーψ は， ( )
,_ i

βγ の大きさと線形関係にあり，式(7)より

すべりの一次こう配 ( )
,i

βγ の関数であることがわかる． 
 式(11)に示されるψ から，すべりの一次こう配 ( )

,i
βγ に共役

な力として， 

  ( ) ( )
i ia bβ βξ μ ν= ， ( )1 / 2( ) ( ) ( ) ( )

,_ ,_ ,_i i k k
β β β βν γ γ γ=  (12) 

が導かれる(2)．これらの関係は， 
  ( ) ( )

,i i
β βξ ψ γ= ∂ ∂  (13) 

に式(11)と式(7)を用いることによって得られる．また，ひず

みこう配理論(4)では，この共役力 ( )
i

βξ を一般に高次応力と呼

び，弾性ひずみに共役な力である応力と区別する． 
 Fig.2 は高次応力 ( )

i
βξ とすべりの一次こう配の面内成分

( )
,_ i

βγ の関係を示しており，GN 転位の自己エネルギーに基づ

 

Fig.1  Mixed geometrically necessary dislocation (GND) on 
slip system β . 

 

Fig.2  Step change in higher-order stress ( )
i

βξ  as a function 
of in-plane slip gradient ( )

,_ i
βγ , and dotted line indicates 

approximation using Eq.(39). 



く高次応力 ( )
i

βξ は， ( )
,_ i

βγ の発生，すなわち GN 転位の出現と

同時にステップ的に生じ，一定値 a bμ を取る．また， ( )
i

βν は
( )
,_ i

βγ の単位方向であることから，高次応力 ( )
i

βξ はすべり面内

において転位線に垂直な方向に生じる． 

2.4. 応力，高次応力のつり合い ひずみこう配結晶塑性理論
(4)では，GN 転位の自由エネルギーψ ，すなわち，すべりの

一次こう配と共役な高次応力 ( )
i

βξ が仮想仕事の原理に導入

され，この節で示されるように，応力のつり合い式のほかに

高次応力のつり合い式が導かれる．まず，応力のつり合い式

は，応力を ijσ と表すとき， 
  , 0ij jσ =  (14) 

であり，境界条件として変位もしくは表面力が規定される．

つづいて，すべり系 β に関する高次応力のつり合い式は，
( )k β をすべり抵抗， ( )βτ を分解せん断応力 

  ( ) ( )
ij ijpβ βτ σ=  (15) 

とするとき， 
  ( ) ( ) ( )

, 0i ikβ β βτ ξ− + =  (16) 

である．上式は，高次応力 ( )
i

βξ の項を無視すれば従来の結晶

塑性理論(3)における降伏条件と同じであり，したがって，高

次応力によって拡張された降伏条件とみなすことができる． 
 高次応力のつり合い式(16)に対する境界条件はいくつか提

案されており，弾性体との界面のように転位が通過できず，

堆積すると考えられるところでは，すべり拘束条件 

  ( ) 0βγ =   (17) 

が用いられる．また，自由表面のように転位が自由に貫通で

きると考えられるところでは，すべり自由条件 
  ( ) 0i in βξ =   (18) 

が用いられる．ここで， in は表面の外向き単位法線である． 
2.5. 結晶粒モデルの解析解 この節では，二次元結晶粒モデ

ル（Fig.3）の解析結果を示し，GN 転位の自己エネルギーが

結晶粒モデルの初期降伏応力の粒径依存性に及ぼす影響に

ついて述べる．このため，Fig.3 に示すように，ひとつのす

べり系 β を有する二次元の円形および六角形結晶粒モデル

をそれぞれ考える．負荷条件として，すべり面内のすべり方

向 ( )
is β に分解せん断応力 ( )βτ を加える．また，粒内のすべり

抵抗 ( )k β は一定値 0k であるとして，粒界 V∂ では式(17)に示

されるすべり拘束条件（ ( ) 0βγ = ）が成り立つとする． 
 解析手順の詳細は文献(2)を参考にすることとして，はじめ

に，高次応力のつり合い式(16)により，粒内での分解せん断

応力 ( )βτ の平均値は， 
  ( ) ( )

0 ,i ikβ βτ ξ= −  (19) 

と書ける．ここで，記号 は粒内での体積平均 
  1( ) | | ( )

V
V dV−= ∫  (20) 

を表す．結晶粒モデルが降伏し，粒内にすべり ( )βγ が生じる

とき，粒界では ( ) 0βγ = であるため，粒界近傍にはすべりの

一次こう配 ( )
,_ i

βγ が生じ，その方向は，Fig.3 に示すように，粒

界に垂直となる．この結果，式(12)から粒界 V∂ に作用する

高次応力 ( )
i

βξ は，次式のように表される． 
  ( )

i ia bnβξ μ= −  (21) 

式(19)の右辺第 2 項に，発散定理を適用し，式(21)を代入す

ると， 

  ( )
( )
,

4 / (Circular model)

8 / 3 / (Hexagonal model)i i

a b D

a b L
β

μ
ξ

μ

−⎧⎪= ⎨−⎪⎩

L

L
 (22) 

となる．したがって，式(19)と式(22)から，結晶粒モデルの

初期降伏応力 yΣ は， 

  ( )
0

y
0

4 / (Circular model)

8 / 3 / (Hexagonal model)

k a b D

k a b L

μ

μ

+⎧⎪Σ = ⎨ +⎪⎩

L

L
 (23) 

と導かれる．ここで，六角形結晶粒モデルの代表長さ L を，

円形結晶粒の面積 V による換算式 2 23 3
8 4V L Dπ= = を用いて，

平均結晶粒径Dによって表すことを考える．このとき，式(23)
は次のように一般に書き換えられる． 

  y 0
a bk
D
μ

Σ = + Θ  (24) 

上式に含まれる係数 Θは結晶粒の形状に依存した値であり，

円形結晶粒の場合(2)には Θ = 4，六角形結晶粒の場合には

Θ = 4 2 3 /π ≈ 4.2 である． 
 式(24)は，GN 転位の自己エネルギーの影響が粒径に反比

例する形で結晶粒モデルの初期降伏応力に寸法依存性を引

き起こすことを示す．この結果は三次元結晶粒モデルの解析
(2)でも示されており，係数 Θの値のみが結晶粒の形状によっ

て異なり，おおよそ 4～5 の値を取ることがわかっている．

さらに前報(2)では，テイラー因子を用いて式(24)から多結晶

体の初期降伏応力を見積もり，いくつかの実験結果と比較し

たところ，サブミクロンから数ミクロンの粒径範囲において，

本理論に基づく予測は実験結果とよく一致した．したがって，

上述の粒径範囲における多結晶塑性の粒径依存性を調べる

上で，GN 転位の自己エネルギーの影響を考慮することは非

常に重要であると結論できる． 
3. 陰的有限要素離散化 

 この章では，前章で示したひずみこう配結晶塑性理論のた

めの陰的有限要素離散化の方法について述べる．ただし，2.5
節での解析解との比較を容易にするために，著者らの研究(8)

によって導かれた均質化方程式に対して，その有限要素方程

式を導出することにする．このためまず，均質化方程式につ

いて簡単に説明し，つづいて離散化を行う．また，式(12)の
GN 転位の自己エネルギーに基づく高次応力の導入方法につ

いても説明する． 
3.1. 材料の弾性・粘塑性応答 著者ら(8)によって構築された

均質化理論は，材料が微小ひずみの粘塑性体であることに基

Fig.3  2D model grains with a single slip system β . 



づいている．したがって，応力ひずみ関係はフックの法則に

従うとし，すべり速度 ( )βγ& とすべり抵抗 ( )k β の間には，べき

乗型の粘塑性則が成り立つとする．すなわち， 
  e

ij ijkl klcσ ε=  (25) 

  

1( ) ( )
( )

0
0 0

n

k k
β β

β γ γ
γ γ

−

=
& &

& &
 (26) 

である．式(25)と(26)の ijklc ， 0γ& ， 0k ，n は材料定数であり，

それぞれ弾性剛性，参照ひずみ速度，参照すべり抵抗，ひず

み速度指数である． 
3.2. 均質化方程式 巨視的応力 ijΣ （もしくは巨視的ひずみ

ijE との組合せ）によって規定された巨視的一様変形を受け

る周期材料を考え，その周期単位を Y とする．このとき，応

力のつり合い式(14)と高次応力のつり合い式(16)より均質化

方程式(8) 
  ij ijσ = Σ  (27) 

  *
, 0ij i juσ δ =  (28) 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,( ) 0i ik β β β β βτ δγ ξ δγ− + =  (29) 

が導かれる．ここで， ( )δ は ( ) の変分を表し， は周期単

位 Y 内での体積平均である．また *
iu は，変位 iu から巨視的

な成分 ij jE x を差し引いた擾乱成分である．したがって， *
iu は

周期単位 Y の周期配列に基づく空間的周期性を満足する（以

後，Y 周期性と呼ぶ）(8)．このため，式(28)の境界条件は擾

乱変位 *
iu の Y 周期性に基づいて与えられる．また，式(29)

の境界条件についても， ( )βγ に Y 周期性を適用することが可

能であるが，式 (17)や (18)に示されるすべり拘束条件

（ ( ) 0βγ = ）やすべり自由条件（ ( ) 0i in βξ = ）も用いられる． 
3.3. 離散化 時刻 t(n)における変形状態 n が既知であるとし

て，時刻 t(n)+Δt(n+1)における変形状態 n+1 を反復計算によっ

て解析することを考える．このため，変形状態 n と n+1 にお

ける状態量をそれぞれ (n)( ) ， (n+1)( ) と表し，さらに変形状態

n+1 を求めるための第 i 回目の反復計算後の状態量を (n+1, i)( )
と表して区別することにする． 
 すべり速度は，後退オイラー法の考え方を採用すれば，  
  ( )( ) ( ) ( )

(n+1, i) (n+1, i) (n) (n+1)/ tβ β βγ γ γ= − Δ&  (30) 

と表される．したがって，上式を用いて式(26)を表現し，第

i 回目の反復計算後の状態量を既知として，変形状態 n+1 で

の状態量を近似的に表せば， 

  ( )
( )
(n+1, i)( ) ( ) ( ) ( )

(n+1) (n+1, i) (n+1) (n+1, i)( )
(n+1, i)

k
k k

β
β β β β

β γ γ
γ

∂
− = −

∂
 (31) 

である．また，式(13)で定義される高次応力は，式(12)の GN
転位の自己エネルギーによる高次応力が示すように，一般に

非線形的であり，上式と同様に表せば， 

  ( )
( )
(n+1, i)( ) ( ) ( ) ( )

(n+1) (n+1, i) , (n+1) , (n+1, i)( )
, (n+1, i)

k
k k l l

l

β
β β β β

β

ξ
ξ ξ γ γ

γ
∂

− = −
∂

 (32) 

である．上のどちらの式についても，右辺の接線係数の項は，

式(26)と(13)をそれぞれ微分し，状態量 (n+1, i)( ) の値を用いて

作成されることにする．したがって，これらの式を用いた反

復計算法はニュートンラプソン法に属する． 

 式(31)と(32)を用いて，反復計算に用いるための有限要素

方程式を導くため，各有限要素内における変位 *
iu とすべり

( )βγ を次のように表す(8)． 

  * ( ) *( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1

,
m nk k

k k k
i i k

k k

u M U Nβ βγ
= =

= = Γ∑ ∑  (33) 

ここで ( )kM と ( )kN はそれぞれ形状関数であり，kmと knは各

有限要素を構成するそれぞれの節点数である．このとき，式

(27)~(29)の均質化方程式を解くために必要である状態量 ijσ
と ( )βτ は，マトリックス形式の表現を用いて，それぞれ， 

  
( )

( ) ( )
(n+1) (n+1, i) (n+1) (n+1, i)

* *
(n+1) (n+1, i) (n+1) (n+1, i)

− = −

+ − − −

C Ε Ε

CB U U CPN

σ σ

Γ Γ
 (34) 

  
( )

( ) ( )

T
(n+1) (n+1, i) (n+1) (n+1, i)

T * * T
(n+1) (n+1, i) (n+1) (n+1, i)

− = −

+ − − −

P C Ε Ε

P CB U U P CPN

τ τ

Γ Γ
 (35) 

と書くことができる．また， ( )k β と ( )
i

βξ は，式(31)と(32)より，  
  ( )(n+1) (n+1, i) (n+1, i) (n+1) (n+1, i)− = −k k NΦ Γ Γ  (36) 

  ( )(n+1) (n+1, i) (n+1, i) (n+1) (n+1, i)− = −Hξ ξ Ψ Γ Γ  (37) 

である．ここで，C と P は弾性剛性 ijklc とシュミットテンソ

ル ( )
ijp β ， (n+1, i)Φ と (n+1, i)Ψ はそれぞれ式(31)と(32)の接線係数で

ある．また，B は式(33)1の形状関数に基づくひずみ－変位マ

トリックス，式(33)2の形状関数が N，そのこう配マトリック

スが H である．最後に T( ) は転置記号である． 
3.4. 有限要素方程式 式(34)~(37)を式(27)~(29)の均質化方

程式に代入することによって，次の有限要素方程式が組み立

てられる． 

  

00 0* 0 (n+1) (n+1, i) 0
* *

*0 ** * (n+1) (n+1, i) *

0 * (n+1) (n+1, i)

γ

γ

γ γ γγ γ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ −
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ − ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎩ ⎭

K K K Ε Ε R
K K K U U R
K K K RΓ Γ

 (38) 

ここで， 00 =K C ， 0* =K CB ， 0γ = −K CPN ， T
*0 0*=K K ，

T
** =K B CB ， T

*γ =K B CPN ， T
0 0γ γ=K K ， T

* *γ γ=K K ，  
T T T T

(n+1, i) (n+1, i)γγ = − + +K N P CPN N N H HΦ Ψ ，

0 (n+1) (n+1, i)= −R Σ σ ， Τ
* (n+1, i)= −R Β σ ，

Τ Τ Τ
(n+1, i) (n+1, i) (n+1, i)γ = − + +R N N k Hτ ξ である．反復計算を

行うことによって， (n+1, i)Ε ， *
(n+1, i)U ， (n+1, i)Γ の値は更新され

る．また，小さな値 rδ を設定しておき，最大値で正規化さ

れた (n+1) (n+1, i)−Ε Ε ， * *
(n+1) (n+1, i)−U U ， (n+1) (n+1, i)−Γ Γ のそれぞれ

の成分がすべてこの許容値より小さくなったときを反復計

算の収束が達成されたとみなす． 
3.5. 式(12)の高次応力の導入方法 ここまでの離散化の枠

組みに高次応力を導入するためには，式(32)に示されるよう

に，高次応力 ( )
i

βξ の ( )
, j

κγ に関する微分が可能でなければなら

ない．しかしながら，式(12)の GN 転位の自己エネルギーに

基づく高次応力は，Fig.2 に示されるように， ( )
,_ 0j

κγ = でステ

ップ的に変化し，微分可能ではない．そこで，次のように近

似的に表現することを考える． 

  ( ) ( ) ( )
i ia bβ β βξ χ μ ν= ，

( )
( ) G

0

2 arctan
β

β ρ
χ

π ρ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (39) 

上式の 0ρ は近似の程度を表す係数であり，材料特有の定数

ではないことに注意が必要である．Fig.2 の点線は，式(39)



を表しており， 0ρ に小さな値を選ぶことによって，式(12)
と式(39)は等価になると考えられる． 

4. 有限要素解析 

 この章では，前章で示した陰的有限要素離散化手法を用い

て，六角形結晶粒モデルを有限要素解析し，解析解との比較

によって，解析手法の妥当性を確かめるとともに，準陰解法
(8)との比較によって，増分安定性や計算効率についても議論

する． 
4.1. 有限要素モデル 2.5 節の解析解との比較を容易にする

ために，有限要素モデルを以下に述べるように作成した．は

じめに，Fig.4 に示すように，六角形結晶粒を周期単位 Y で

あるとみなし，粒界での境界条件として，擾乱変位増分には

Y 周期境界条件を与え，すべりには式(17)に示されるすべり

拘束条件を与える．また，負荷条件として，巨視的なせん断

ひずみ 31E を一定速度 1
31 0.05 % secE −=& で与える．結晶粒の代

表長さ Lは，1 mμ , 5 mμ , 100 mμ の場合をそれぞれ解析する． 
 結晶粒を構成している単結晶体の弾性係数は等方的であ

るとして，ヤング率を 121GPa，ポアソン比を 1/3 と与える．

したがって，これらの値より，式(25)の弾性剛性 ijklc は決定

され，せん断係数μ は 45.4GPa である．次に，式(26)の粘塑

性 則 に 含 ま れ る 材 料 定 数 に は ， 1
0 0.1 %secγ −=& ，

0 0.0005k E= × ，n =0.05 の値を用いる．本解析では， 0γ& に 0
31ε&

の2倍の値を選び，n に比較的小さな値を選ぶことによって，

この粘塑性則が擬似的にすべり抵抗を 0k とする時間非依存

応答をするものとみなす．さらに，式(39)の高次応力に含ま

れる材料定数として，バーガースベクトルの大きさ b を

42.5 10 m−× μ ，係数 a を 1 とする．また，近似係数 0ρ には
8 26.25 10 b− −× ，収束判定に用いる微小値 rδ には 10−8 をそれ

ぞれ用いる．これらの値は，十分に収束した解を得るために，

あらかじめ試験計算を行うことによって決定された．  
 Fig.4 に示される有限要素分割には，x3 方向に一般化平面

ひずみ条件（ *
3/ 0iu x∂ ∂ =& ， ( )

3/ 0xβγ∂ ∂ =& ）を適用し，二次

元のアイソパラメトリック八節点二次要素（km=kn=8）を用

いる．また，時間増分は一定値 tΔ =0.1sec とする． 
4.2. 妥当性 Fig.5 は巨視的な応力ひずみ関係であり，GN 転

位の自己エネルギーに基づく高次応力（理論的には式(12)，
近似的には式(39)）の導入によって，結晶粒モデルの降伏応

力には顕著な粒径依存性が現れることを示している．十分に

大きな結晶粒（ =100 mL μ ）では，結晶粒モデルの降伏はお

およそすべり抵抗 0k の値で生じる．これに対して，結晶粒が

小さくなると，降伏応力は増大する． 
 Fig.5 の結果の妥当性を確かめるために，巨視的ひずみ 31E
が 0.4 %での巨視的応力 31Σ を初期降伏応力 yΣ とみなし，初

期降伏応力 yΣ と結晶粒の長さ L の関係をプロットした図が

Fig.6 である．図中の○印と実線はそれぞれ有限要素解析の

結果と式(23)の六角形結晶粒モデルの解析解の結果であり，

有限要素解析の結果は解析解より若干大きい値を示す傾向

にある．しかしながら，この差はわずかであり，有限要素解

析の結果は解析解とよい一致を示すことがわかる． 
 つづいて，Fig.7 は =1 mL μ の場合の 31E =0.4%における結

晶粒内での高次応力の分布である．Fig.7(a)は高次応力の大き

さ (1)| | /( )i a bξ μ を示しており，粒界において a bμ となり，中

 
Fig.4  Hexagonal model grain with a single slip system and 
slip constrained on grain boundary, and its finite element 
meshes (234 elements, 734 nodes). 

 

Fig.5  Macroscopic stress-strain relation for L=1 mμ , 5 mμ , 
and 100 mμ . 

 

Fig.6  Comparison of finite element analysis and analytical 
estimation of Eq. (23) for hexagonal model grain. 

 
Fig.7  Distribution of higher-order stress for L=1 mμ at  

31E =0.4%. 



心部では零となる．また，Fig.7(b)はその方向を示しており，

粒界に対して面内垂直であり，全体には中心部を向いている．

このような傾向は，前報(2)における円形結晶粒モデルの解析

結果と完全に対応している．  
4.3. 増分安定性と計算効率 増分安定性を調べた結果を

Fig.8 に示す．図中には，時間増分を 0.1sec のほかにも 0.4sec
（これ以上の大きさでは，安定した増分計算が行えなかっ

た）とした場合の結果，さらには準陰解法(8)を用いたときの

結果が示されている．ただし，準陰解法を用いたときの時間

増分は 0.01sec であり，これ以上に大きな時間増分では安定

した増分計算を行えなかった．この図が示すように，いずれ

の解析も同じ結果である．すなわち，本研究における解析方

法は，準陰解法と比較して，時間増分の大きさを 10～40 倍

に大きく取ることができ，したがって，高い増分安定性を有

していることがわかる． 
 本研究で用いる式(38)の有限要素方程式と準陰解法(8)で用

いる有限要素方程式は基本的には同じ構造を有している．前

段落で述べたように，本手法は時間増分を大きく取ることが

できる．しかしながら，増分を進めるために反復計算を必要

とする．したがって，計算効率を比較するためには，有限要

素方程式を何回解いたかを比較すればよい．Table 1 は，それ

ぞれの解析方法において，L=1μm の場合の巨視的ひずみ 31E
が 0.4%に達するまでに有限要素方程式を解いた回数である．

この表が示すように，本手法は，準陰解法と比較して，2～5
倍程度の高い計算効率を示している．したがって，計算効率

の観点からも本論文で提案する手法は優れている． 
5. 結  言 

 本論文では，ひずみこう配結晶塑性理論に基づいた効率的

な有限要素解析手法の開発を目的として，ひずみこう配結晶

塑性を考慮した均質化方程式(8)の陰的有限要素離散化を行

った．高次応力には GN 転位の自己エネルギー(2)に基づくも

のを用い，結晶粒モデルの解析によって，妥当性の確認と増

分安定性，計算効率の検討を行った． 
 得られた知見を以下にまとめると，まず，導出された有限

要素方程式は，後退オイラー法とニュートンラプソン法に基

づいている．したがって，この方程式を用いた反復計算は完

全な陰解法であり，収束解は増分変形後のつり合い状態を満

足する．つづいて，結晶粒モデルの有限要素解析の結果は，

解析解の有する特徴と定性的かつ定量的にも一致しており，

したがって，本論文で構築した陰的有限要素離散化の方法は

妥当である．また，準陰解法(8)を用いた解析と比較して，増

分安定性については 10～40 倍，計算効率についても 2～5 倍

程度に優れていることがわかった． 
 最後に，本論文では，結果の検証を容易にするために，均

質化方程式に対して陰的有限要素離散化の方法を示した．ま

た，解析対象には非常に単純な結晶粒モデルを用いた．しか

しながら，本論文で示した離散化の方法は，一般の境界値問

題に対しても適用可能であり，したがって，ひずみこう配結

晶塑性理論に基づいた効率的な有限要素解析を行う上で，大

変有用であるといえる． 
 本研究の一部は科研費（課題番号 19360048, 20760069）の

助成を受けたものであり，深く感謝の意を表する． 
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Fig.8  Influence of time increment on macroscopic 
stress-strain relation for L=1μm. 
 
Table 1  Total number of solving finite element equations 
needed for getting to 31E =0.4% with L=1μm. 

Time increment Present method Semi-implicit(8) 
Δt [sec] 0.1 0.4 0.01 

Total number 370 151 800 
 


