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境界要素法を用いた弾性体感度解析における随伴変数法の適用
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This paper presents a formulation of design sensitivity analysis of elastostatic body by

using the boundary element method. The objective function is defined in terms of a

boundary integral and domain terms at some discrete collocation points. The adjoint

method is utilized to eliminate the sensitivity coefficients of the unknown boundary dis-

placements and tractions. The adjoint system consists of Navier’s equation with body

force terms in the form of Dirac’s delta function. Some numerical results are shown to

demonstrate the effectiveness of the present method.
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1. 緒　言
最適化問題の解法は，目的関数の設計変数に対する勾配を

利用する勾配法と，目的関数の関数値のみを用いる直接探索

法とに大別することが出来る．勾配法は，目的関数が単峰性

関数や勾配が計算できる場合には直接探索法に比べて少ない

反復回数で最適解に到達できる利点を有するが，目的関数の

設計変数に対する感度を計算する必要性が生じる．感度は目

的関数の設計変数に対する変化率であるから，目的関数を設

計変数で微分すればその計算式を得ることができる．この式

中には，解析対象の境界や領域内部の変位・表面力や応力な

どの感度係数が含まれる．これら感度係数を計算する方法と

して，解析に用いる境界積分方程式や弱形式を設計変数で微

分して得られる新たな積分方程式を離散化して解く直接微

分法 (1)～(3) があるが，感度の計算を設計変数の数の回数だ

け行う必要があり，大規模な問題かつ設計変数が多い場合は

計算コストが高い．これに対して目的関数の勾配を計算する

別の方法として，随伴変数法 (5)～(9) がある．随伴変数法は，

随伴変数を定義することにより，目的関数の勾配を計算する

式が支配微分方程式の解およびその導関数などの系の応答

（たとえば変位，表面力，応力など）の感度を含まない形に

変形して計算を行う方法である．随伴変数法では，随伴変数

が満足する随伴系の解を求めれば目的関数の感度を計算する

ことができ，支配微分方程式の解やその導関数の感度係数を
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計算する必要がない．随伴系の導出には，目的関数に支配微

分方程式をラグランジュ乗数を用いて等式制約条件として加

えたものの変分をとる方法 (4) がある．また，境界要素法を

用いる場合には，考えている系と随伴系の関数に対する相反

定理の変分から導出する方法 (5)～(8) や，離散化された境界

積分方程式を等式制約条件として加えて変分を取る方法 (9)

などがこれまで示されている．系の応答の計算に大規模な解

析を必要とする問題では，系の応答の感度係数の計算を必要

としない随伴変数法の方が，直接微分法よりも効率よく目的

関数の感度を計算できる．

ところで目的関数が物体の境界上，あるいは物体の内部に

離散的に配置した点だけで計算でき，かつ物理現象が線形の

場合は，目的関数やその感度の計算に境界要素法を用いるこ

とが有利である．しかしながら，形状最適化問題などに境界

要素法を用いることが盛んになっているとは言い難い．これ

は境界要素法が実用上・実際上の大規模解析への適用が難し

かったことにあるが，高速多重極法によりこの点は解決しつ

つある．そこで本研究では大規模解析への適用を前提とし，

静弾性問題に対する形状最適化問題を想定した境界要素法に

適した目的関数の一般形に対して，随伴変数法に基づく感度

解析の定式化を行い，簡単な数値計算例によりその妥当性を

示す．なお，随伴系の導出に際しては，支配微分方程式を等

式制約条件としてラグランジュ乗数により拡張した目的関数

を用いる．



2. 理 論
2.1. 境界要素法

弾性体の支配方程式（Navierの方程式）は等方線形弾性体

の場合，次の様になる．

Cijkluk,li + bj = Guj,kk +
G

(1 − 2ν)
uk,kj + bj = 0 in Ω

(1)

ただし，Cijkl は弾性定数テンソル，ui は変位，bi は物体力

あるいはそれに相当するソース項，G は横弾性係数，ν は

Poisson 比，Ω は考えている物体の領域である．添え字は 3

次元問題の場合は 1から 3まで，2次元問題の場合は 1から

2まで変化し，繰り返し用いる添え字はその範囲内で和をと

るものとする．また，コンマの後ろの添え字は，その座標成

分による偏微分を意味する．

境界条件は次のようになる．

ui = ūi on Γu (2)

ti = t̄i on Γt (3)

ただし，ti は表面力，ūi, t̄i はそれぞれ変位，表面力の既知

関数，Γu, Γt は Fig.1に示すような境界 Γの部分である．

Fig. 1 Domain and boundary of a solid.

Navier の方程式に対し，基本解を用いると境界上の変位

と表面力を関係づける境界積分方程式が次のように導出さ

れる．

cijui(y) +

∫
Γ

t∗ij(x, y)ui(x)dΓ(x) =

∫
Γ

u∗
ij(x, y)ti(x)dΓ(x)

+

∫
Ω

u∗
ij(x, y)bi(x)dΩ(x), y ∈ Γ (4)

ただし，xと yは境界上の点，cij は定数であり，点 yが境界

の滑らかな部分に置かれているときは 1/2δij となる．また，

u∗
ij，t∗ij はそれぞれ基本解とそれに関係づけられる表面力で

ある．

基本解 u∗
ij，t∗ij は，2次元問題の場合（平面ひずみ）の場

合，それぞれ次式のようになる．

u∗
ij(x, y) =

1

8πG(1 − ν)

{
(3 − 4ν)δij ln

(
1

r

)
+ r,ir,j

}
(5)

t∗ij(x, y) =
−1

4π(1 − ν)r

[
∂r

∂n
{(1 − 2ν)δij + 2r,ir,j}

+ (1 − 2ν)(r,inj − r,jni)

]
(6)

ただし，rは点 xと y の距離，δij はクロネッカのデルタ，ni

は点 xの外向き単位法線ベクトル，∂r/∂nは点 xにおける r

の法線方向微係数である．

３次元問題の場合は基本解 u∗
ij，t∗ij は次の様になる．

u∗
ij(x, y) =

1

16πG(1 − ν)
{(3 − 4ν)δij + r,ir,j} (7)

t∗ij(x, y) =
−1

8π(1 − ν)r2

[
∂r

∂n
{(1 − 2ν)δij + 3r,ir,j}

+ (1 − 2ν)(r,inj − r,jni)

]
(8)

式 (4) には，物体力に由来する領域積分項が存在するが，

物体力が無視できない場合は領域を内部セルに分割するか，

境界積分に変換して評価することができる (3)．また，物体力

が領域内の離散的な点で与えられる場合は，物体力を Dirac

のデルタ関数を用いて表すことができるので，この領域積分

項はその点における基本解の値を計算することに帰着する．

境界積分方程式を離散化すると，変位と表面力の節点値か

らなるベクトル {u}, {t} と物体力項を計算して得られる既
知ベクトル {b}からなる次のような代数方程式が得られる．

[H] {u} = [G] {t} + {b} (9)

さらに，境界条件を適用して，節点の未知量を左辺，既知量

を右辺に移項して整理すると，次の形に帰着する．

[A] {x} = {y} (10)

ただし，{x}は未知節点値ベクトル，{y}は既知量を右辺に移
行して物体力項と併せて整理して得られるベクトルである．

式 (10)を解くと境界上の変位，表面力がすべて求められ

る．境界の応力成分は，境界節点の表面力と変位の接線方向

勾配を用いて次式から計算される．

σij =
1

1 − ν
(νδij − ninj) tknk + tinj + tjni

+ G
{ 2ν

1 − ν
(2δij − ninj) αk

+ (δik − nink) αj + (δjk − njnk) αi

}∂uk

∂α

+ G
{ 2ν

1 − ν
(2δij − ninj) βk

+ (δik − nink) βj + (δjk − njnk) βi
}∂uk

∂β
(11)

ただし，αk, βk はそれぞれ接線ベクトル，∂uk/∂α, ∂uk/∂β

は変位の接線方向勾配であり，形状関数の微分から計算さ

れる．

領域内の変位の計算には次の Somiglianaの公式を用いる．

ui(y) =

∫
Γ

t∗ij(x, y)ui(x)dΓ(x) +

∫
Γ

u∗
ij(x, y)ti(x)dΓ(x)

+

∫
Ω

u∗
ij(x, y)bi(x)dΩ(x), y ∈ Ω (12)



式 (12)は境界積分方程式の場合と同様の方法で離散化して

計算する．

2.2. 目的関数

目的関数が境界上および領域内の複数の点で評価したい

量を用いて表されている場合は，境界要素法を用いる利点が

ある．ここでは目的関数が構造物の変位 ui，表面力 ti，応力

σij を用いて以下の様に表されているものとする．

J =

∫
Γ

g(ui, ti)dΓ +
∑

s

∫
Ω

h(ui, σij)δ(x − zs) dΩ, zs ∈ Ω

(13)

ここで g(ui, ti)，h(ui, σij)はそれぞれ境界，領域で定義され

た ui，ti，σij を陽に含む設計変数により微分可能なスカラ

関数であり，δ(x − zs) は Dirac のデルタ関数，zs は領域の

複数の評価点である．設計変数が形状を変化させるパラメー

タであるとき，J の感度 J ′ は次式の様になる．

J ′ =

∫
Γ

(
∂g

∂ui
u̇i +

∂g

∂ti
ṫi

)
dΓ +

∫
Γ

g ḋΓ

+
∑

s

∫
Ω

(
∂h

∂ui
u̇i +

∂h

∂σij
σ̇ij

)
δ(x − zs) dΩ

+
∑

s

∫
Ω

h(ui, σij)δ(x − zs) dΩ̇

+
∑

s

∫
Ω

h((ui, σij)δ̇(x − zs) dΩ (14)

ここで，ドット ( ˙ )は物質微分を意味し，u̇i，ṫi，σ̇ij は次の

様な意味である．

u̇i = u′
i + ui,j ẋj (15)

ṫi = t′i + ti,j ẋj (16)

σ̇ij = σ′
ij + σij,kẋk (17)

ただし，プライム（′）は設計変数を変化させる前のもとの形

状における微分を表す．また，ḋΓと ˙dΩは次の様に表される
(10)．

ḋΓ = (ẋm,m − ẋi,jninj) dΓ (18)

˙dΩ = ẋm,m dΩ (19)

式 (14)から分かるように，式 (13)に関する最適化問題を勾

配法を用いて考える場合は，構造応答の感度係数 u̇i，ṫi，σ̇ij

を設計変数の数に対応する回数分計算しなければならない．

そのため，大規模で設計変数の数が多い問題においては，こ

れらを直接微分法のようにこれらを直接計算する方法は効率

的でない．そこで，随伴変数法を式 (13)に適用し，評価関数

が構造応答の感度を含まない形に変形する．

2.3. 随伴変数法

式 (13)の代わりに，以下の関数 P を考える．

P = J + I (20)

I は支配方程式である Navierの方程式のに Lagrange定数 λj

を掛け，対象とする領域全体で積分したものであり，以下の

様になる．

I =

∫
Ω

λjCijkluk,li Ω (21)

ただし，境界要素法の計算が領域型解法よりも有利な場合を

想定して，物体力は無いものとした．

ここで，導関数の物質微分について次の関係を得ておく．

˙(uk,l) = ˙(uk),l − uk,mẋm,l (22)

ただし， ˙( )はカッコの中の関数の物質微分であることを意

味するものとする．したがって， ˙σij は式（23）の様に変形す

ることができる．

σ̇ij = Cijkl
˙(uk,l)

= Cijkl
˙(uk),l − Cijkluk,mẋm,l

(23)

式（23）を用いると，式 (14)の第 3項の σ̇ij の項を部分積分

を用いて次式のように変形することができる．∫
Ω

∂h

∂σij
σ̇ijδ(x − zs) dΩ =

∫
Ω

∂h

∂σij
Cijkl

˙(uk),lδ(x − zs) dΩ

−
∫

Ω

∂h

∂σij
Cijkluk,mẋm,lδ(x − zs) dΩ

= −
∫

Ω

{
∂h

∂σij
δ(x − zs)

}
,l

Cijklu̇k dΩ

−
∫

Ω

∂h

∂σij
Cijkluk,mẋm,lδ(x − zs) dΩ (24)

式 (24)を用いると，式 (14)は次式の様になる．

J ′ =

∫
Γ

(
∂g

∂ui
u̇i +

∂g

∂ti
ṫi

)
dΓ +

∫
Γ

g ḋΓ

+
∑

s

∫
Ω

∂h

∂ui
u̇iδ(x − zs) dΩ

−
∑

s

∫
Ω

(
∂h

∂σij

)
,l

Cijklu̇kδ(x − zs) dΩ

−
∑

s

∫
Ω

∂h

∂σij
Cijklu̇kδ,l(x − zs) dΩ

+
∑

s

∫
Ω

hδ̇(x − zs) dΩ

−
∑

s

∫
Ω

∂h

∂σij
Cijkluk,mẋm,lδ(x − zs) dΩ

+
∑

s

∫
Ω

hδ(x − zs) ˙dΩ (25)

次に，I を以下の様に変形する．まず I を 1回部分積分し

て弱形式を導出すると次のようになる．

I =

∫
Γ

λjCijkluk,lni dΓ −
∫

Ω

λj,iCijkluk,l dΩ

=

∫
Γ

λjtj dΓ −
∫

Ω

λj,iCijkluk,l dΩ

(26)

ここで I ′ を次のように考える．

I ′ =

∫
Γ

λ̇jtj dΓ +

∫
Γ

λj ṫj dΓ +

∫
Γ

λjtj ḋΓ

−
∫

Ω

˙(λj,i)Cijkluk,l dΩ −
∫

Ω

λj,iCijkl
˙(uk,l) dΩ

−
∫

Ω

λj,iCijkluk,l
˙dΩ (27)



式（27）に

λ̇j = λj,mẋm (28)

˙(λj,i) = λj,imẋm (29)

および式 (22)を用いてさらに部分積分を行えば，I ′ は次の

様になる．

I ′ =

∫
Γ

λj,mẋmtj dΓ +

∫
Γ

λj ṫj dΓ +

∫
Γ

λjtj ḋΓ

−
∫

Γ

λj,iCijklu̇knl dΓ +

∫
Γ

λj,iCijkluk,mẋmnl dΓ

+

∫
Ω

λj,ilCijklu̇kdΩ −
∫

Ω

λj,ilCijkluk,mẋm dΩ

−
∫

Γ

λj,iCijkluk,lẋmnm dΓ (30)

この関係より P ′ = J ′ + I ′ は次式の様になる．

P ′ =

∫
Γt

(
∂g

∂uk
− τk

)
u̇k dΓ +

∫
Γu

(
∂g

∂uk
− τk

)
u̇k dΓ

+

∫
Γt

(
∂g

∂ti
+ λi

)
ṫi dΓ +

∫
Γu

(
∂g

∂ti
+ λi

)
ṫi dΓ

+

∫
Ω

[
Cijklλj,il +

∑
s

{
∂h

∂uk
δ(x − zs)

−
(

∂h

∂σij

)
,l

Cijklδ(x − zs)

− ∂h

∂σij
Cijklδ,l(x − zs)

}]
u̇kd Ω

+

∫
Γ

g ḋΓ +

∫
Γ

λj,mẋmtj dΓ

+

∫
Γ

λjtj ḋΓ +

∫
Γ

τkuk,mẋm dΓ

−
∫

Γ

λj,iCijkluk,lẋmnm dΓ −
∫

Ω

λj,ilCijkluk,mẋm dΩ

+
∑

s

∫
Ω

hδ̇(x − zs) dΩ

−
∑

s

∫
Ω

∂h

∂σij
Cijkluk,mẋm,lδ(x − zs) dΩ

+
∑

s

∫
Ω

hδ(x − zs) ˙dΩ (31)

ただし，τk は随伴変数 λj に対応する表面力，すなわち

τk = Cijklλj,inl (32)

である．

式（31）から随伴方程式とその境界条件を定める．式（31）

で計算しなければならない構造応答の感度は，ui，ti がそれ

ぞれ未知である境界における u̇i，ṫiに加えて，領域内での u̇i

である．その係数部分を零にするように λj を決めればよく，

次式のようになる．

随伴方程式：

Cijklλj,il(x) +
∑

s

{
∂h

∂uk
δ(x − zs)

−
(

∂h

∂σij

)
,l

Cijklδ(x − zs)

− ∂h

∂σij
Cijklδ,l(x − zs)

}
= 0, x ∈ Ω (33)

境界条件：

τk(x) =
∂g

∂uk
(x) x ∈ Γt (34)

λi(x) = − ∂g

∂ti
(x) x ∈ Γu (35)

随伴系の境界条件はもとの問題と同じパターンとなっている．

随伴系に対する境界積分方程式は，次のようになる．

cijλi(y) +

∫
Γ

t∗ij(x, y)λi(x) dΓ(x) =

∫
Γ

u∗
ij(x, y)τi(x) dΓ(x)

+
∑

s

[
u∗

ij(z
s, y)

∂h

∂ui
(zs) + u∗

ij,m(zs, y)Cklim
∂h

∂σkl
(zs)

]
(36)

式 (33)と式 (34), (35)を用いて変形すると，最終的に感度

解析に用いる式は次式の様に導き出すことができる．

P ′ =

∫
Γu

(
∂g

∂ui
− τi

)
u̇i dΓ +

∫
Γt

(
∂g

∂ti
+ λi

)
ṫi dΓ

+

∫
Γ

g ḋΓ +

∫
Γ

λj,mẋmtj dΓ +

∫
Γ

λjtj ḋΓ

+

∫
Γ

τkuk,mẋm dΓ −
∫

Γ

λi,jσij ẋmnm dΓ

−
∑

s

{ ∂h

∂σij
σij,mẋm +

∂h

∂ui
ui,mẋm + hẋm,m

}
(37)

式 (37)を見ると未知量の構造応答の感度と領域積分項が消

去されていることが分かる．実際に式 (37) を数値計算する

際には，まず境界要素法を用いて境界上の表面力，変位を求

め，さらに境界要素法を用いて式 (33)を式 (34)と (35)の下

に解き，λj や λj,i などを求めてから，式 (37)を計算するこ

とになる．

なお，式 (37)には境界の応力および境界の変位や対応す

る随伴変数の勾配（uk,m, λi,j など）が含まれているが，境

界の応力は式 (11) から，変位勾配は次のように変位の法線

微分と接線微分から計算することができる．

ui,j =
∂ui

∂n
nj +

∂ui

∂α
αj +

∂ui

∂β
βj (38)

λi,j =
∂λi

∂n
nj +

∂λi

∂α
αj +

∂λi

∂β
βj (39)

ただし，∂ui/∂n, ∂λi/∂n はそれぞれ u, λ の法線方向勾配，

αj , βj は接線ベクトル，∂λi/∂α, ∂λi/∂β はそれぞれ λの対

応する接線方向微分である．u, λ の接線方向微分は，形状

関数の微分から容易に計算することができ，法線方向微分

∂ui/∂n, ∂λi/∂nはそれぞれ次式より計算できることを容易



Fig. 2 An example model of a rectangular plate subjected

to uniform tensile stresses.

に導くことができる．

∂ui

∂n
=

1

G

(
ti −

1

2(1 − ν)
tknkni

)
−

(
ν

1 − ν
niαk + nkαi

)
∂uk

∂α

−
(

ν

1 − ν
niβk + nkβi

)
∂uk

∂β
(40)

∂λi

∂n
=

1

G

(
τi −

1

2(1 − ν)
τknkni

)
−

(
ν

1 − ν
niαk + nkαi

)
∂λk

∂α

−
(

ν

1 − ν
niβk + nkβi

)
∂λk

∂β
(41)

ただし，2次元問題の場合は接線ベクトルは 1方向のみ考え

ればよい．

式 (40), (41)の接線微分は形状関数の微分に基づき計算で

きる．その場合，要素間で接線微分値が一般に不連続となる

が，要素数を増やせばその誤差は小さくなると考えられる．

3. 数値解析例
まず簡単な解析例としてFig.2に示すようなYoung率 216×

109[Pa]，Poisson比 0.3の矩形板の一様引っ張り問題を考え

る．L2 = 1.0× 10−2[m]，t̄ = 2.0× 108[Pa]であり，平面応力

状態とする．L1 を設計変数とし，式 (13)の g，hには，境界

ΓD における変位の x1 方向成分を 0.8 × 10−4[m]に近づける

ための以下の様な関数を考えた．

g(L1) =
1

2
(u1(L1) − ū)2 on ΓD (42)

h = 0 (43)

ただし，ū = 0.8 × 10−4[m]である．

各辺を 2 次アイソパラメトリック要素で分割して解析し

た．Fig.2の下段には 24要素（48節点）の場合を示す．設計

変数の値が L1 = 5.0 × 10−2[m]のときの目的関数の感度 P ′

の誤差と節点数の関係を調べると Table 1のようになる．厳

密解は P ′
exact = −3.120713306 × 103 である．厳密解と非常

によく一致した結果が得られていることがわかる．

次に，最初の例題と同じ材料定数を持ち，外周に圧力 2.0×
108[Pa]を受ける外径 r1 = 0.2[m]の厚肉円筒を，対称性を考

Table 1 Errors of the sensitivities versus number of nodes

for the rectangular plate model.

Number of nodes Sensitivity P ′ Error(％)

24 −3.1207131 × 10−10 3.87 × 10−6

48 −3.1207131 × 10−10 3.87 × 10−6

120 −3.1207131 × 10−10 3.87 × 10−6

240 −3.1207118 × 10−10 2.33 × 10−13

Fig. 3 An example model of a quarter region of the cross

section of a thick-walled cylinder subjected to a uniform pres-

sure on the outer boundary.

慮して 1/4の部分を Fig.3に示すような境界条件で，矩形板

の例題と同じ境界要素法プログラムを用いて各辺を均等な

2次アイソパラメトリック要素で分割して解析した．設計変

数は円筒の内径 r2 とし，式 (13) の g，h は次のように定義

した．

g(r2) =
1

2
{ur(r2) − ūr}2 (44)

h = 0 (45)

ただし，ur(r2)は境界ΓDにおける半径方向変位を表し，ūr =

1.0 × 10−6[m]である．

設計変数の値が r1 = 1.0× 10−1[m]のときの目的関数の感

度 P ′の誤差を，様々な節点数について調べると Table 2のよ

うになる．この時の理論解は P ′
exact = 1.571767424 × 10−14

である．矩形板の例題に比べて，精度は少し低いもののほぼ

1%以下であり，十分な精度の解が得られていると考えられ

る．円筒の問題において精度が低下しているのは，矩形板の

場合は変位の厳密解が 1次関数であり，P ′中の変位勾配，応

力が一定値できわめて高精度に計算されるのに対して，円筒

の場合の変位や表面力の精度は矩形板の場合よりも精度が低

く，応力と変位勾配は式 (11), (39)により変位の内挿関数の

微分と関係づけられているので変位の精度よりわずかに精度

が劣るためと考えられる．しかしながらこのような精度の低



Table 2 Errors of the sensitivities versus number of nodes

for the thick-wall cylinder model.

Number of nodes Sensitivitiy P ′ Error(％)

40 1.530280 × 10−14 2.64

80 1.560144 × 10−14 7.40 × 10−1

160 1.568859 × 10−14 1.85 × 10−1

320 1.571042 × 10−14 4.62 × 10−2

P

Fig. 4 An example model of a square plate subjected to

uniform tensile stresses on the boundary with a displacement

measuring point.

下はわずかであり十分な要素数で計算すれば実用上問題とな

ることはない．

最後に，Fig.2と同じ矩形板に対して，Fig.4のように矩形

板の中心 P における変位を ū1 = 0.4 × 10−4[m] に近づける

目的関数を次のように設定し，矩形板の横の長さ L1 に対す

る感度を 24個の 2次アイソパラメトリック要素で分割して

計算した．

g = 0 (46)

h =
1

2
(u1(P ) − ū1)

2 (47)

Table 3に示すように，内点の 1点で定義される目的関数

に対しても，正しい結果が得られた．

Table 3 Result for the sensitivity of the objective function

defined at an internal point in comparison with the exact

solution.

Present Exact

−7.801783368 × 10−9 −7.801783264 × 10−9

4. 結　言
静弾性問題の形状最適化問題における目的関数が境界積分

および内部の離散的な点の値として定義されている場合の感

度を，随伴変数法と境界要素法で解析するための定式化を示

した．この方法では，随伴系を定義することにより境界の変

位や表面力の感度係数の未知量が消去されるので，境界積分

方程式を設計変数で直接微分した式を用いる方法に比べると

設計変数が多い場合や大規模な問題において効率的である．

目的関数の感度の計算式には，境界の変位や表面力の他に，

境界の応力成分，変位勾配，随伴変数の勾配などが含まれる

が，数値例から精度よく感度を計算できることを示した．今

後は，さらに複雑かつ大規模なモデルでの検討と形状最適化

問題への適用を図る必要がある．
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