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ポアソン方程式に対する格子ボルツマン法の精度評価
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This paper analyzes the accuracy of two-dimensional lattice Boltzmann method (LBM)

for the Poisson equation. By modifying the forcing term and the definition of the physical

quantity, the LBM eliminates the error term depending on the relaxation time. The

calculations for the Poisson equation with sinusoidal source show that the LBM obtains

the second order convergence rate in space and that there is good agreement between

the numerical and the analytical solutions. I investigate the computational efficiency

by comparative study with the finite difference method (FDM) including the Jacobi,

the Gauss-Seidel, and the SOR methods. The computational results for the Helmholtz

equation make clear that the approximate relaxation time makes the LBM faster than the

SOR method, or more accurate than the FDM. In addition, there is a trade-off between

the efficiency and the accuracy provided by the adjustment of the relaxation time in the

LBM.
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1. はじめに

近年，格子ボルツマン法（Lattice Boltzmann Method, LBM）
(1) は，非圧縮性流体解析において流れ関数 (2) や圧力 (3, 4)

等のポアソン方程式の計算にも用いられるようになっている．

LBMによる電気浸透流解析において，連続の式とナビエ・ス

トークス方程式 (NS方程式)は LBMによって解析し，電気

ポテンシャルに対するポアソン方程式は有限差分法 (Finite

Difference Method, FDM) によって解析する手法 (5) と，電

気ポテンシャルも LBMによって解析する手法 (6) とがある．

ポアソン方程式の計算に対し，FDMの方が LBMより計算

効率は高いが，LBMを用いる利点として，NS方程式に対す

る LBMと同じアルゴリズムを使用できる簡便さや，複雑形

状をした境界条件の設定の容易さ，高い並列計算効率等が挙

げられる．本論文では，Chapman-Enskog展開を用い，ポア

ソン方程式に対する従来手法 (6, 7, 8)の問題点を明らかにし，

その問題を解決した LBMを提案する．ソース項が正弦関数

の場合と，ヘルムホルツ方程式の 2種類のベンチマーク問題

を用い，本モデルの空間精度と計算効率について検証する．

2. ポアソン方程式に対する格子ボルツマン法

2.1. Chapman-Enskog展開 (9)

2009 年 9 月 16 日受付，2009 年 11 月 3 日受理

LBMでは，Fig.1の矢印で示される離散化速度に対応する

分布関数 fk(x, t) が，

fk(x + ckδt, t + δt) − fk(x, t)

= −fk(x, t) − f
(0)
k (x, t)

τ
+ Fk, (1)

に従い時間発展する．ここで，ck は離散速度ベクトル，δtは

無次元時間刻み幅，kは離散速度の方向に対するインデック

ス，τ は緩和時間，f
(0)
k (x, t) は平衡分布関数，Fk は外力項

である．式 (1)に対し 2次の項までのテーラー展開を行うと，

δt(∂t + ck · ∇)fk +
1

2
δ2

t (∂t + ck · ∇)2fk

= −fk(x, t) − f
(0)
k (x, t)

τ
+ Fk, (2)

が得られる．分布関数 fk の非平衡部分 f
(n)
k (n > 0)や，時間

に対するマルチ・スケール t1，t2 を用い，



fk = f
(0)
k + εf

(1)
k + ε2f

(2)
k + · · · ,

∂t = ε∂t1 + ε2∂t2, ∇ = ε∇1 + ε2∇2, (3)

R = εR1 + ε2R2, Fk = εFk1 + ε2Fk2,

のように，Chapman-Enskog展開を行う．ここで，εはKnud-

sen数に相当する微小量である (10)．式 (3)を式 (2)に代入す

ると，O(ε)のオーダーにおいて，

εδt(∂t1 + ck · ∇1)f
(0)
k = −ε

(f
(1)
k

τ
+ Fk1

)
, (4)

が，O(ε2)のオーダーにおいて，

ε2
[
δt(∂t2 + ck · ∇2) +

δ2
t

2
(∂t1 + ck · ∇1)

2
]
f

(0)
k

+ε2δt(∂t1 + ck · ∇1)f
(1)
k = −ε2

(f
(2)
k

τ
+ Fk2

)
, (5)

が得られる．式 (4)により式 (5)の f
(1)
k を消去すると，式 (5)

は，

ε2
[
δt(∂t2 + ck · ∇2) + δ2

t

(1

2
− τ

)
(∂t1 + ck · ∇1)

2
]
f

(0)
k

+τε2δt(∂t1 + ck · ∇1)Fk1 = −ε2
(f

(2)
k

τ
+ Fk2

)
, (6)

となる．流体解析に対する LBM では，密度を ρ =
∑

k fk，

運動量を ρu =
∑

k fkck のように定義し，式 (4)，(6)に対し

kに関する総和を取ることにより連続の式を，式 (4)，(6)に

ck を掛けた後 k に関する総和を取ることにより NS 方程式

を，それぞれ，導出する (9)．ポアソン方程式に対する LBM

では
∑

k f
(0)
k = u，

∑
k f

(0)
k ck = o のように定式化し，式 (4)，

(6)から拡散係数 χ，ソース項 −χR を有する拡散方程式，

∂tu = χ∇2u − χR, (7)

が導出される．LBMでは式 (7)の定常解をポアソン方程式，

∇2u = R, (8)

の解として用いる (7)．連続の式と NS 方程式の 2 式を解析

する LBM(1) と異なり，ポアソン方程式に対する LBMでは，

1つの方程式だけが導出されるため，式 (4)，(6)に対し kの

総和を取るだけでよく，平衡分布関数 f
(0)
k も高次に展開する

必要がない．以下に，ポアソン方程式 (8)に対する代表的な

LBMを整理し，各手法の問題点を明示する．

2.2. 平林らのモデル (7)

平林らは，Fig.1の 1～4の矢印で示されるように，離散速

度が，c1 = (c, 0)，c2 = (0, c)，c3 = (−c, 0)，c4 = (0,−c) で

定義される D2Q4モデルを用いた．ここで cは離散速度の大

きさを表す．平衡分布関数と外力項を，

f
(0)
k =

u

4
(k = 1 − 4), Fk = 0 (k = 1 − 4), (9)

のように定式化し，変数 uの定義式を，

u =

4∑
k=1

fk − τδtχR, (10)

とする．なお，平林らは δt = 1としたため，文献 (7) には式

(10)の右辺の δt が明記されていない．式 (10)に式 (3)を代

入すると，

u =

4∑
k=1

(f
(0)
k + εf

(1)
k + ε2f

(2)
k + · · · )

−τδtχ(εR1 + ε2R2 + · · · ), (11)

となり，

4∑
k=1

f
(0)
k = u,

4∑
k=1

f
(n)
k = τδtχRn (n > 0), (12)

の関係が得られる．式 (4) について k に関する総和を取り，

式 (9)から得られる
∑

k f
(0)
k = u，

∑
k f

(0)
k ck = oの関係を用

いると，

ε∂t1u = −εχR1, (13)

が得られる．同様に式 (6)の総和を取り，
∑

k f
(0)
k ckck = c2

2
uI

を用いると，

ε2
[
∂t2u + δt

(1

2
− τ

)(
∂t1∂t1u +

c2

2
∇2

1u
)]

= −ε2χR2, (14)

Fig. 1 Schematic of lattice nodes.



が得られる．ここで I は単位行列である．式 (14)の左辺第 2

項に，式 (13)を代入すると

ε2
[
∂t2u + δt

(1

2
− τ

)(
−∂t1(χR1) +

c2

2
∇2

1u
)]

= −ε2χR2,

(15)

が得られる．式 (13)と式 (15)を足すと，式 (3)より，

∂tu = χ∇2u − χR − δtχ
(
τ − 1

2

)
∂tεR1, (16)

χ =
δtc

2

2

(
τ − 1

2

)
, (17)

が得られる．以上より，平林らのモデルには，O(ε) のオー

ダーで作用する R1 に関する誤差項 − δ2
t c2

2
(τ − 1

2
)2∂tεR1 が

存在することが分かる．また，M. Wang らは，平林らのモ

デルは非線形ポアソン方程式に対して数値的に不安定である

ことを指摘している (6)．

2.3. Z. Chaiらのモデル (8)

Z. Chaiらは，離散速度が，c0 = (0, 0)，c1 = (c, 0)，c2 =

(0, c)，c3 = (−c, 0)，c4 = (0,−c) で定義される D2Q5 モデ

ルを用い，平衡分布関数と外力項を，

f
(0)
0 = −u, f

(0)
k =

u

4
(k = 1 − 4), (18)

F0 = 0, Fk =
δ2

t c2

8

(1

2
− τ

)
R (k = 1 − 4), (19)

のように定式化し，変数 uの定義式を，

u =
4∑

k=1

fk, (20)

としている．Z. Chai らは，式 (18) より
∑4

k=0 fk = 0 とな

ることから，式 (4)，(6)から，ポアソン方程式 (8)を直接導

出できると述べている．しかし，この考えは誤りである．ま

ず第一に，Chapman-Enskog 展開において，Fk = ε2Fk1 の

関係を用い，O(ε2)のオーダーのみに外力が作用するとした

誤った仮説を取り入れている．更に，式 (1)に従い時間発展

する fk の総和から導かれる保存式系には，式 (7) で示され

るような時間項が存在するはずである．また，式 (20) から

明らかなように，変数 u の計算に静止粒子の寄与が全くな

く，Z. Chai らのモデルは，D2Q4 モデルに基づくモデルで

ある．Z. Chaiらのモデルから静止粒子に対する分布関数を

削除し，式 (18)-(20)から保存式系の導出を行うと，

∂tu = χ∇2u − χR +
δtχ

2
∂tεR1, χ =

δtc
2

2

(
τ − 1

2

)
, (21)

が得られる．Z. Chaiらのモデルには， δ2
t c2

4
(τ − 1

2
)∂tεR1 の

誤差項が存在する．

2.4. M. Wangらのモデル (6)

M. Wangらは，Fig.1に示されるように，離散速度が，c0 =

(0, 0)，c1 = (c, 0)，c2 = (0, c)，c3 = (−c, 0)，c4 = (0,−c)，

c5 = (c, c)，c6 = (−c, c)，c7 = (−c,−c)，c8 = (c,−c) で定

義される D2Q9モデルを用い，平衡分布関数を，

f
(0)
k =


0 (k = 0)

u/6 (k = 1 − 4),

u/12 (k = 5 − 8)

(22)

外力項を，

Fk = δt

( 1

2τ
− 1

)
ωkR, ωk =


4/9 (k = 0)

1/9 (k = 1 − 4),

1/36 (k = 5 − 8)

(23)

のように定式化し，変数 uの定義式を，

u =

8∑
k=0

(
fk − δt

2
ωkR

)
, (24)

としている．式 (22)-(24)を用いると，式 (4)，(6)から，

∂tu = χ∇2u − R, χ =
2δtc

2

3

(
τ − 1

2

)
, (25)

が得られる．M. Wang らのモデルでは，誤差項が存在しな

いが，χ = 1を満足するため，緩和時間が τ = 3
2c2δt

+ 1
2
の

関係を常に満足しなければならない．

2.5. 新しい LBMの提案

誤差項が存在しないM. Wangらのモデルを修正し，緩和

時間が固定されない LBMを提案する．なお，計算効率を向

上させるため，離散速度数の少ない D2Q4モデルを用いる．

平衡分布関数は，平林らのモデルと同様に，

f
(0)
k =

u

4
(k = 1 − 4), (26)

とする．式 (23)，(24)をD2Q4モデルに対応するように修正

し，外力項と変数 uの定義式に χを導入する．

Fk =
δt

4

( 1

2τ
− 1

)
χR (k = 1 − 4), (27)

u =

4∑
k=1

(
fk − δt

8
χR

)
. (28)



(a) Numerical solution

(b) Analytical solution

Fig. 2 Solution of the Poisson equation (34). κ = 2π.

M. Wangらのモデルからの改良点は以上である．式 (26)-

(28)を用いると，式 (4)，(6)から，

∂tu = χ∇2u − χR, χ =
δtc

2

2

(
τ − 1

2

)
, (29)

が得られる．式 (29)には，誤差項が存在せず，式 (25)と異

なりソース項 Rに χが掛けられている．式 (29)の時間項に

対して前進差分近似 ∂tu ≈ un+1−un

∆t
を適用すると，

un+1 = un + χ∆t(∇2un − Rn), (30)

となることから明らかなように，τ (τ > 1
2
)の関数である χ

の値を適切に設定することで，実質的な時間刻み幅 χ∆tを

変更でき，計算の高速化が図られる．

3. 数値計算

3.1. 境界条件の設定

ディリクレ境界条件の設定方法は，M. Wangらによって提

案された手法 (6)を用いる．f1，f2，f3，f4が存在するD2Q4

モデルでは，Fig.1に示されるように直線状の境界において

1 つの分布関数のみが未知である．例えば，Fig.1 の下壁に

おいて u = Us と設定する場合，式 (28)より分布関数 f2 は，

f2 = Us − (f1 + f3 + f4) +
δt

2
χR, (31)
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Fig. 3 The dependence of the relative error and of the con-

vergence time on the relaxation time for Eq.(34).

によって決定できる．また，Fig.1の左上角において，D2Q4

モデルでは，分布関数 f1 と f4 が未知である．式 (28)より，

U0 = Us − (f2 + f3) +
δt

2
χR, U0 = f1 + f4, (32)

の関係が得られる．ここで，式 (26) で示される平衡分布関

数の重み関数の割合に比例して，f1 と f4 は，

f1 = f4 =
U0

2
, (33)

のように設定される．残りの 3箇所の壁と角に対して，同様

の手法で境界条件が設定される．

3.2. 正弦関数でソース項が与えられるポアソン方程式

ソース項が波数 κ の正弦波で与えられるポアソン方程式

について検証する．

∇2u = −κ2 sin κx sin κy. (34)

境界条件を，

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0, (35)
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Fig. 4 Solution of the Helmholtz equation (37). λ = 4.

とした場合，式 (34)の厳密解は，

û(x, y) =
1

2
sin κx sin κy, (36)

で与えられる．初期条件は全ての領域で u = 0とし，分布関

数の初期条件は uの値に対応する平衡分布関数 f
(0)
k を用い，

fk = f
(0)
k によって与える．収束判定条件は，max|un+1−un| ≤

0.5×10−10 とした．κ = 2π，τ = 8，格子点数を 64×64とし

た場合の本モデルの計算結果を Fig.2に示す．本モデルの計

算結果は，式 (36)の厳密解とよい一致を示すことが分かる．

緩和時間 τ に対する相対誤差 E =
∑

|u− û|/
∑

|û| と収束
時間との関係を Fig.3に示す．ここで，κ = 2π，64× 64であ

る．本モデルでは緩和時間の関数である誤差項が除去されて

いるため，解の精度が緩和時間に依存しないことが Fig.3(a)

から分かる．また，M. Wang らのモデルでは，緩和時間が

固定されているが，本モデルでは，緩和時間を変更すること

で計算を高速化できることが Fig.3(b)から分かる．

Table 1 The spatial convergence rates

Lattice size (N × N) E L2

16 × 16 2.560 × 10−2

32 × 32 6.419 × 10−3 1.9958

64 × 64 1.606 × 10−3 1.9990

128 × 128 4.015 × 10−4 2.0000

256 × 256 1.003 × 10−4 2.0005
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(b) The number of time steps

Fig. 5 The dependence of the relative error and of the con-

vergence time on the relaxation time for Eq.(37).

L2 = log2(E(N)/E(2N))で定義される L2 ノルムを用い，

本モデルの空間精度を算出する．Table 1に各格子点数に対

する相対誤差 E と L2 ノルムとを示す．Table 1 より，本モ

デルが空間 2次精度を有していることが分かる．

3.3. ヘルムホルツ方程式

ソース項が uの関数であるヘルムホルツ方程式，

∇2u = λ2u, (37)

について検証する．境界条件が，

u(0, y) =
sinh µ(1 − y)

sinh µ
, u(1, y) = − sinh µ(1 − y)

sinh µ
,

u(x, 0) = cos πx, u(x, 1) = 0, (38)

で与えられた場合，厳密解は，

û(x, y) = cos πx
sinh µ(1 − y)

sinh µ
, (39)

となる．ただし，µ =
√

λ2 + π2 である．初期条件は，u = 0

とし，収束判定条件は，max|un+1 −un| ≤ 10−10 とする．以



Table 2 The computational efficiency

Method Computation time [s] Time steps E

Present (τ = 1) 8.824 3, 932 6.587 × 10−5

Present (τ = 8) 0.583 289 5.632 × 10−2

Jacobi 0.977 4, 635 1.322 × 10−4

Gauss-Seidel 0.710 2, 915 1.322 × 10−4

SOR 0.561 1, 882 1.322 × 10−4

下の計算では，λ = 4，格子点数は 64 × 64 とする．本モデ

ルの計算結果を Fig.4に示す．Fig.4において，本モデルは式

(39)の厳密解とよい一致を示している．

ヘルムホルツ方程式 (37)に対して，緩和時間 τ を変えた

場合の，相対誤差 E と収束時間の変化を Fig.5に示す．本モ

デルでは緩和時間の変更による計算時間の短縮は可能である

ことが Fig.5(b)によって示されているが，Fig.5(a)において，

Z. Chai らのモデルと同様に解が緩和時間に依存している．

平林らによって指摘されたように (7)，O(ε4)のオーダーにお

いて，τ の関数である誤差項が存在するためと推測される．

FDM と本モデルとの計算効率について比較した結果を

Table 2に示す．Table 2において，τ = 1とした本モデルと

Jacobi法を比較したところ，時間ステップ数がほぼ等しくて

も計算時間は LBM の方が長い．これは，LBM では 1 つの

格子点上に複数の離散速度が存在するため，FDMと比較し

1時間ステップ当たりの繰り返し計算数が多く，計算効率が

悪くなるためである．また，本モデルでは τ = 8とすること

で，SOR法とほぼ等しい計算速度が得られるが，τ = 1とし

た本モデルの相対誤差 E との比較から，計算精度と計算時

間とはトレードオフの関係があることが分かる．

最後に，ノルム max|un+1 − un|の時間変化を Fig.6に示

す．τ = 8の場合，実質的な時間刻みが大きいため，計算の

最初に大きな振動が発生している．また，τ = 1 において，

本モデルのノルムはヤコビ法とほぼ等しい時間変化を示して

いる．τ = 1，ソース項 Rを定数とすると，LBMのスキーム

はヤコビ法と等しくなる．

4. おわりに

O(ε2)のオーダーにおいて，誤差項が存在せず，緩和時間

を任意に設定可能な，ポアソン方程式に対する LBMを提案

した．ソース項が正弦波で与えられるポアソン方程式の計算

において，本モデルが空間 2次精度を有し，計算精度が緩和

時間 τ に依存しないことが示された．FDMの代表的な計算

手法であるヤコビ法，ガウス・ザイデル法，SOR法を用い，

ヘルムホルツ方程式を計算し，本モデルと比較検証を行った．

本モデルでは緩和時間を適切に設定することで，SOR法と等

しい計算速度が得られたが，計算効率と計算精度とはトレー

ドオフの関係があることが示された．今後，本モデルの 3次

元計算への拡張と，O(ε4)のオーダーの誤差項の検証を行う

予定である．なお，本研究は，科学研究費（No.20560150）の

支援のもとで行われた．ここに謝意を表する．
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