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We are particularly interested in numerical treatment of erroneous data for ill-posed prob-

lems of partial differential equations. Our method consists of the multiple-precision arith-

metic system “exflib” developed by Dr. Fujiwara of Kyoto University for numerical compu-

tation and the high order finite difference method developed by Iijima for approximation

of differential equations. In this paper, this combined method is applied to numerical

solution of the Cauchy problem of the Laplace equation. A rank reduction technique is

considered for regularization to the problem with noisy data. Two cases are considered:

The upper bound of noise size is known in one case, only the variance of the noise can be

estimated in another case.

Key Words : Ill-posed problem, Multiple-precision arithmetic, Singular value decompo-

sition, Rank reduction technique

1. はじめに

本稿では，非適切問題の典型例として知られているラプラ

ス方程式の初期値問題を取り上げ，その数値解法における正

則化法としてランク低減法を提案する．

これまでの研究 1)−7) により，ラプラス方程式の初期値問

題は，正確な初期データが入手可能であり，かつ領域近傍に

特異点がないならば，次の 2 つの手法の組合せにより数値

的に解けることが明らかになっている:

• 超高精度離散化法の適用

• 任意多倍長計算機能の利用

最近，特異点を迂回して解の調和接続を数値的に実現するこ

とに繁田・楊 8) は成功した．本報では，領域の近傍に特異点

は存在しないが，正確な初期データが入手できない場合の差

分法による数値的な調和接続を，次の簡単な例を通して考え

る: 単位円盤 Ω =
n

(x1, x2) |
p

x2
1 + x2

2 < 1
o

において，ラ

プラス方程式を解く．境界の一部

Γ = {(cos ϑ, sin ϑ) | 0 ≤ ϑ ≤ π/2}
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に，調和関数 u(x1, x2) = x2
1 − x2

2 でモデル化した初期デー

タ ū と q̄ = ∂u/∂n を与える．ただし n は，Γ 上の外向き単

位法線ベクトルである．もし初期データにランダムな誤差が

混入されているならば，初期値問題の解の存在性は数学的に

保証されない．

本稿では，飯島による多点差分法と藤原による任意多倍長

計算 9) の組合せにより，上記の初期値問題を解くことを考え

る．さらに，離散化により得られた連立一次方程式 Ax = b

に対して，正則化法の 1 つとして知られているランク低減法

を適用することにより，誤差が混入した場合の対処を試みる．

2. ランク低減法による正則化の提案

ランクが r の m × n 係数行列 A の特異値を σ1 ≥ σ2 ≥
· · · ≥ σr > 0 とし，それに対応する左，右特異ベクトルをそ

れぞれ uj と vj (j = 1, 2, · · · , r) とする．このとき A のムー

ア・ペンローズ一般逆行列は A† =

r
X

j=1

1

σj
vjuT

j で与えられ

る. ここで，これら特異値に関して

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σq > σq+1 ≥ · · · ≥ σr



となる番号 q (q = 1, 2, · · · , r− 1) が取れたとする. このとき

行列 Aq =

q
X

j=1

σjujvT
j は，ランクが q 以下のすべての m×n

行列の中で，A の最良近似であることが知られている．さら

に，この Aq に対応するムーア・ペンローズ一般逆行列は，

A†
q =

q
X

j=1

1

σj
vjuT

j で与えられる．

連立一次方程式 Ax = b の右辺 b に，大きさ δ を超えな

い誤差，すなわち ∥∆b∥Rm 5 δ を満たす ∆b が紛れ込んだ

としよう．ただし，∥ · ∥Rm は Rm におけるユークリッドノル

ムとする．bδ = b + ∆b とおく．x† = A†b を Ax = b のムー

ア・ペンローズ解，xδ†
q = A†

qbδ を Aqx = bδ のムーア・ペン

ローズ解とする．このとき，

xδ†
q − x† = A†

q(b + ∆b) − A†b

= A†
q∆b − (A† − A†

q)b

=

q
X

j=1

(uj , ∆b)

σj
vj −

r
X

j=q+1

(uj , b)

σj
vj

より

∥xδ†
q − x†∥2

Rn

=

q
X

j=1

|(uj , ∆b)|2

σ2
j

+
r
X

j=q+1

|(uj , b)|2

σ2
j

≤ 1

σ2
q

q
X

j=1

|(uj , ∆b)|2 +

r
X

j=q+1

|(uj , b)|2

σ2
j

≤ ∥∆b∥2
Rm

σ2
q

+
r
X

j=q+1

|(uj , b)|2

σ2
j

.

ここにおける正則化の目的は，各々の bδ に応じて ∥xδ†
q −

x†∥2
Rn を最小にするランク q を求めることにある．しかし

ながら，誤差の上界のみが与えられている状況下では，その

ような評価は困難である．次善の評価としては，この不等式

の最右辺より，

F δ(q) :=
δ2

σ2
q

+

r
X

j=q+1

|(uj , bδ)|2

σ2
j

を最小とするランク q を選ぶことが，現実に入手可能な量の

みを用いる誤差への対処として考えられる．

qδ
opt = arg min

q
F δ(q)

と定めよう．このようにして定められるランク qδ
opt が，望ま

しいランクを与えることが，後述する図５の計算結果によっ

て示されている．

3. 母平均の最小分散不偏推定量

ランク低減法において，ノイズベクトル ∆bの大きさ ∥∆b∥
は δ を超えないと仮定した (∥∆b∥ ≤ δ)．しかし，このよう

な仮定は実際的でないであろう．ノイズは確率的であり，一

様分布のような特殊な分布を想定しない限り，∥∆b∥ ≤ δ と

は仮定できないのではないだろうか．実際には，ノイズのバ

ラツキの大きさ σ2 が推定できるにすぎないのではないだろ

うか．

連立一次方程式 Ax = b において，右辺 b が，ある分布

に従う確率変数である場合を考えよう．母集団の分布に関す

る平均操作を記号 E[ · ] で表す．このとき，b の母平均を

E[b] = ˛ とし，b = ˛ +› によってランダムな誤差（ノイズ）

› を定めると，誤差の母平均は E[›] = 0 となる．この誤差 ›

の分散共分散行列は

Cov[›] = E[››T ] = σ2Em

で与えられると仮定する．Em は m 次の単位行列である．す

なわち，ノイズの第 j 成分 ϵj (j = 1, 2, · · · , m) について，

一様等分散かつ互いに相関なしと仮定する．さらに，m × n

の係数行列 A の各成分 aij は確定値であると仮定する．こ

のようなモデルにおいては，解 x もまた確率変数となる．解

の母平均を E[x] = ‰ で表す．観測値 b が得られたとき，母

平均 ‰ と誤差分散 σ2 を推定する方法を考えよう．

Ax = b の母平均をとると，A‰ = ˛ となる．この ‰ の

１つとして，ムーア・ペンローズの一般逆行列 A† を用いた

‰ = A†˛ を採ることができる．従って，母数 ‰ の推定量 b‰

として，

b‰ = A†b

が考えられる．この推定量について，

E[b‰] = A†E[b] = A†˛ = ‰

が成り立つので，b‰ は母平均 ‰ の不偏推定量であることが

判る．

この b‰ を用いて bb = Ab‰ と定める．すなわち bb = AA†b ．

m > n とする．このとき，残差平方和 Se は

Se = ∥b − bb∥2 =

m
X

j=1

(bj −bbj)
2

となり，bb を得るのに n 個の推定値 bξ1, bξ2, · · · , bξn を用いた

ので，Se の自由度は m から n 個減って f = m − n となる．

従って，誤差分散 σ2 の不偏推定量 cσ2 は

cσ2 =
Se

m − n

で与えられる．

ところで，残差平方和 Se を計算するには，次のようにす

るとよい．まず，

b − bb = b − AA†b

= (Em − AA†)b = (Em −
r
X

j=1

ujuT
j )b

であることに注意する．

r
X

j=1

ujuT
j は部分空間 ⟨u1, u2, · · · , ur⟩

の上への正射影行列だから，Em −
r
X

j=1

ujuT
j は直交補空間

⟨u1, u2, · · · , ur⟩⊥ への正射影行列である．よって，b − bb は
この直交補空間への b の正射影に他ならない．Se を計算す



ると

Se = ∥b − bb∥2 = (b − bb)T (b − bb)

= bT (Em −
r
X

j=1

ujuT
j )(Em −

r
X

k=1

ukuT
k )b

= bT (Em −
r
X

j=1

ujuT
j )b = bT b −

r
X

j=1

bT ujuT
j b

= ∥b∥2 −
r
X

j=1

(uj , b)2

次に，推定量 b‰ の分散共分散行列 Cov[b‰] を求めよう．b‰−
‰ = A†(b − ˛) = A†› より，

Cov[b‰] = E[(b‰ − ‰)(b‰ − ‰)T ] = A†E[››T ](A†)T

= A†σ2Em(A†)T = σ2A†(A†)T

ところが，A† =

r
X

j=1

1

σj
vjuT

j であったから，

A†(A†)T =

r
X

j=1

1

σj
vjuT

j

r
X

k=1

1

σk
ukvT

k

=

r
X

j,k=1

1

σjσk
vjδjkvT

k =

r
X

j=1

1

σ2
j

vjvT
j

よって，

Cov[b‰] = σ2
r
X

j=1

1

λj
vjvT

j

この結果を用いると，不偏推定量 b‰ の平均偏差平方和は

Var[b‰] = E[ ∥b‰ − ‰∥2]

=

n
X

j=1

E[ (bξj − ξj)
2] =

n
X

j=1

Var[bξj ]

= trCov[b‰] = σ2 tr

r
X

j=1

1

λj
vjvT

j

= σ2 tr

r
X

j=1

1

λj

0

B

B

B

@

v2
1j v1jv2j · · ·

v2jv1j v2
2j · · ·

...
...

. . .

1

C

C

C

A

= σ2
n
X

i=1

r
X

j=1

v2
ij

λj
= σ2

r
X

j=1

1

λj

n
X

i=1

v2
ij

= σ2
r
X

j=1

∥vj∥2

λj
= σ2

r
X

j=1

1

λj

となる．ここに，記号 tr は行列のトレース を表し，vj =

(v1j , v2j , · · · , vnj)
T
とする．

もし b が m 変量正規分布 N(˛, σ2Em) に従うならば，

b‰ ∈ N(A†˛, σ2
r
X

j=1

1

λj
vjvT

j )

さて，母平均 ‰ に対する他の任意の線形推定量 z = Mb

を考えよう．M = (mij)n×m = (m1, m2, · · · , mm) とする．

この z が ‰ の不偏推定量であるためには，

‰ = E[z] = ME[b] = M˛ = MA‰

よって，‰ = MA‰ が成り立たねばならない．この両辺に左

から A を掛けると A‰ = AMA‰ となる．この等式が任意の

母平均 ‰ について成り立つためには A = AMA が行列 A に

対して成り立つことが必要である．これより，M は A の一

般逆行列であることが分かる．

この不偏推定量の平均偏差平方和を調べよう．z = Mb,

‰ = M˛ より z − ‰ = M(b − ˛) = M› となる．よって，

Var[z]

= E[ ∥z − ‰∥2] = E

"

n
X

i=1

 

m
X

j=1

mijϵj

!2#

=

n
X

i=1

E

"

m
X

j=1

mijϵj

m
X

k=1

mikϵk

#

=

n
X

i=1

m
X

j,k=1

mijmikE [ϵjϵk]

=

n
X

i=1

m
X

j,k=1

mijmikσ2δjk = σ2
n
X

i=1

m
X

j=1

m2
ij

= σ2
m
X

j=1

“

m1j m2j · · · mnj

”

0

B

B

B

B

B

@

m1j

m2j

...

mnj

1

C

C

C

C

C

A

= σ2
m
X

j=1

mT
j mj = σ2 tr MT M

一方，Ax = b の一般逆行列 M による解 x = Mb のなか

でノルム ∥x∥ （ここに，∥x∥2 = bT MT Mb）を最小にする

のは，ムーア・ペンローズ一般逆行列 A† によって与えられ

るので，推定量 b‰ は ‰ の最小分散不偏推定量となっている．

右辺の m–列ベクトル b が観測されたとき，この観測結果

b に連立一次方程式 Ax = b が数理モデルとして適合するか

どうか，換言すると，モデルとして妥当かどうかを調べよう．

b ∈ N(˛, σ2Em) と仮定し，σ2 は既知とする．x の母平均 ‰

の最小分散不偏推定量 b‰ = A†b をとったとき，b と bb = Ab‰

との食違いの量

χ2 =
m
X

i=1

 

bi −bbi

σ

!2

=
1

σ2
∥b − bb∥2

はカイ二乗分布に従う．bb を得るのに，b から得られる n 個

の推定値 bξ1, bξ2, · · · , bξn を用いているので，この統計量の自

由度は f = m − n となる．

帰無仮説 H0： Ax = b は b に適合する

を

対立仮説 H1： Ax = b は b に適合しない

に対して，有意水準 α (= 100×α %)で検定する場合には，与

えられた観測データ b から χ2 の値 χ2
O を計算する．自由度

f のカイ二乗分布の上側 α 点 χ2
f (α) に対して，χ2

O > χ2
f (α)

ならば，帰無仮説 H0 を捨てる．

ここに， χ2
O は

χ2
O =

1

σ2

(

∥b∥2 −
r
X

j=1

(uj , b)2
)



で与えられる．実際には，σ2 は未知だから，その推定量 cσ2

で置き換えた

χ2
O ≈ 1

cσ2

(

∥b∥2 −
r
X

j=1

(uj , b)2
)

を自由度 f = m − (n + 1) で用いる．

4. 推定量の正則化

前項の如く，連立一次方程式 Ax = b において，係数行列

A の各成分は確定値をとり，右辺 b は構造 b = ˛ + › をもつ

と仮定する．ここに，E[b] = ˛，ノイズ › についてE[›] = 0,

Cov[›] = σ2Em とする．このとき，解 x の母平均 E[x] = ‰

の推定量として b‰ = A†b を考えると，この b‰ は ‰ の最小分

散不偏推定量であった．すなわち，

E[b‰] = ‰, 分散共分散行列

Cov[b‰] = σ2
r
X

j=1

1

λj
vjvT

j

かつ，平均偏差平方和

Var[b‰] = E[ ∥b‰ − ‰∥2] = σ2
r
X

j=1

1

λj
.

ところで，

b‰ = A†b =
r
X

j=1

(uj , b)

σj
vj

であるから，極めて小さな特異値 σj (0 < σj ≪ 1) に対し

て，推定量 b‰ は不安定となり，λj = σ2
j より Var[b‰] は極め

て大きな値をとることとなる．この理由により，推定量の分

散を小さくしつつ，推定量を安定化する正則化法を導入しな

ければならない．

そのための１つの方法として，以下に述べるランク低減法

を提案する．すなわち，

A†
q =

q
X

j=1

1

σj
vjuT

j , b‰q = A†
qb

としよう．番号 q は正則化のパラメータと考えることができ

る．このとき，b‰q は ‰ の不偏な推定量とはならないことに

注意する．実際，

E[b‰q] = A†
qE[b] = A†

q˛

=

 

A† −
r
X

j=q+1

1

σj
vjuT

j

!

˛

= A†˛ −
r
X

j=q+1

1

σj
vjuT

j ˛

= ‰ −
r
X

j=q+1

(uj , ˛)

σj
vj ̸= ‰

となってしまうからである．従って，偏りの大きさは

∥E[b‰q] − ‰∥2

=

 

−
r
X

j=q+1

(uj , ˛)

σj
vj

!T
0

@−
r
X

k=q+1

(uk, ˛)

σk
vk

1

A

=

r
X

j,k=q+1

(uj , ˛)(uk, ˛)

σjσk
δjk

=

r
X

j=q+1

(uj , ˛)2

σ2
j

=

r
X

j=q+1

(uj , ˛)2

λj

で与えられる．

次に，b‰q の分散共分散行列 Cov[b‰q] を求めてみよう．

b‰q − E[b‰q] = A†
qb − A†

q˛ = A†
q(b − ˛) = A†

q›

より，

Cov[b‰q] = E[(b‰q − E[b‰q])(
b‰q − E[b‰q])

T ]

= A†
qE[››T ](A†

q)
T

= A†
qσ

2Em(A†
q)

T = σ2A†
q(A

†
q)

T .

ところが

A†
q(A

†
q)

T =

q
X

j=1

1

σj
vjuT

j

q
X

k=1

1

σk
ukvT

k

=

q
X

j,k=1

1

σjσk
vjδjkvT

k =

q
X

j=1

1

σ2
j

vjvT
j

であるから，

Cov[b‰q] = σ2
q
X

j=1

1

λj
vjvT

j .

この結果を用いると，正則化された推定量 b‰q の平均偏差平

方和は

Var[b‰q] = E[ ∥b‰q − E[b‰q] ∥
2]

= trCov[b‰q] = σ2
q
X

j=1

1

λj

n
X

i=1

v2
ij

= σ2
q
X

j=1

∥vj∥2

λj
= σ2

q
X

j=1

1

λj

となる．ただし，v = (v1j , v2j , · · · , vnj)
T とした．

以上から，番号 q を小さくとると，推定の偏りは大きく

なるが，バラツキは減ることがわかる．最適な q としては，

偏り

r
X

j=q+1

(uj , b)2

λj
とバラツキ σ2

q
X

j=1

1

λj
の双方が小さいこ

とが望ましい．このような事情から，バラツキの σ2 をその

推定量 bσ2 で置き換え，横軸にバラツキの推定量，縦軸に偏

りをとった点が原点に最も近づく q を準最適な bqopt と定め

ることにする．

5. 計算例

ノイズベクトルとして ∆b = εb とする．ここで ε は，

[−0.01, +0.01] 区間での一様乱数である．よって，∥∆b∥Rm ≤
δ = 0.01∥b∥Rm となる．また，計算は倍精度と十進 100 桁で

行った．



図 1 に多点差分法における差分点 941 個の配置を示す．図

2 に q の値に対する F δ(q) の変化を示す．計算桁数の違いに

よらず q = 337 で最小値をとった．図 3 と図 4 に，単位円

周全体に沿っての境界値 u の計算結果を，正解と並べて示

す．ランク低減法の効果は顕著であるが，計算桁数の違いに

よる影響は少ないことが見て取れる．なお，ノイズがない場

合 (∆b = 0)，ランク低減なしの数値解は正解に一致するこ

とを確認した．
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Fig. 1 求積点配置 (941 点)

0 100 200 300
10

18

10
20

10
22

10
24

10
26

q

F
δ (
q
)

 

 

double precision

100 digits

Fig. 2 関数 F δ(q)

この例題における準最適な qδ
opt は 337 であったが，337

の前後の q に対する解 xδ†
q の挙動を図 5 に示す．q = 320

のときの xδ†
q は，ほぼ 0 に近い．q = 335 でようやく初期

データが復元され，q = 336, 338 のときには準最適な値 337

に凡そ一致する xδ†
q を得るが，q = 339 ではランクがわずか

2 = 339 − 337 しか違わないにもかかわらず解は激しく振動

することが観測される．図 6は，準最適ランク 337 の前後に

おける特異成分 |(uj , b)|2/σ2
j と |(uj , bδ)|2/σ2

j の分布を各 j

について調べたものである．j 5 338 において両者の分布は

ほぼ一致しており，j = 339 において両者の違いは顕著であ

る．したがって，本報で提案した準最適ランク基準は妥当で

あると考えられる．

最後に，本報の 4 節に述べた推定量の正則化における基

準 bqopt に関する計算例は，今後の研究で示す予定である．
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Fig. 3 計算結果 (倍精度)
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Fig. 4 計算結果 (十進 100 桁)
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