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均質化法を用いたCFRP積層板の粘弾性構成式の評価
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In the present paper, thermo-viscoelastic constitutive equation of carbon fiber reinforced plastic is investigated by

numerical approach based on finite element method(FEM) and homogenization theory. The constitutive equation of

the CFRP is considered on the Laplace-transformed domain, and it is discussed based on correspondence principle

which is satisfied by the each Laplace-transformed elastic moduli. Homogenization theory is employed to estimate the

‘homogenized elastic moduli’ of the composite composed of matrix resin and carbon fibers. Using approximation of

generalized Maxwell model, the relaxation modulus of CFRP is obtained by numerical computation with FEM. The

effect of the volumetric loading rate of the carbon fiber and the individual elastic moduli of the fiber and matrix on

the estimated relaxation moduli are discussed from the results of numerical demonstration in detail.
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1. 緒　　論

樹脂基複合材料は高比強度かつ高比剛性といった種々の優れ

た特性を有することから，電子機器や構造用材料など，さまざ

まな工学分野で用いられている．中でも，強化材として長繊維

型の炭素繊維を用いた強化プラスチック，すなわち CFRP積

層板は，航空宇宙分野において中心的な構造材料としての地

位を確立している．航空宇宙分野において，高い燃費効率を達

成するための要求はさらに高まっており，材料の改良が強く求

められている(1)(2)．

動的な外力が作用する場合，さらには種々の温度環境下に

おける CFRP積層板の変形挙動や破壊特性を評価するために

は，CFRP積層板の構成式 (応力－ひずみ関係)を評価するこ

とが重要である．一般に樹脂材料の構成式は，温度と時間に依

存する熱粘弾性特性もしくは粘塑性的性質を示すことが知ら

れており(3)(4)(5)，樹脂をマトリクスとし，長繊維型の炭素繊

維を強化材とする CFRP積層板もまた同様である(6)．

複合構造を有する CFRP積層板の応力－ひずみ関係を求め

るには，マイクロメカニクスや複合則(7)を用いるなどの手法

が知られている．しかし，温度と時間の両者に依存する熱粘弾

性特性を高い精度で評価する場合には，古典的な複合則によ

る予測では満足な結果が得られない場合が多い．

そこで本研究では，CFRP積層板の粘弾性構成式を均質化

法により導出することを目的とし，一連の考察を実施する．粘

弾性特性を示すマトリクス樹脂の応力－ひずみ関係，すなわ

ち緩和弾性係数は，Duhamelの畳み込み積分により表現され

る線形熱粘弾性理論で表現されるものとし，クリープ関数か

2008年 9月 16日受付，2008年 11月 5日受理

ら得られた実験結果をもとに，Maxwellモデルによる近似を

適用して一般的なモデル化を行う．その後，CFRP積層板の

構成式を Laplace像空間上において均質化法および有限要素

法 (FEM)により算出する．

数値シミュレーションにより，CFRP積層板の緩和弾性係

数に対する炭素繊維体積含有率の影響を詳細に検討するとと

もに，Epoxy 樹脂単体のクリープ試験結果と CFRP 積層板

の標準試験の結果のみから，CFRP積層板の粘弾性構成式が

実用上十分な精度で求められることを明らかにする．

2. 均質化法

2•1 基礎式 周期的な内部構造を有する複合材料を考

える．ここで，周期的な内部構造の最小構成単位としてユニッ

トセル Yを導入し，微視構造の物性や分布性状の情報を備え

た座標系 yi について議論する．ユニットセルに関する応力を

微視的応力 σij，ひずみを微視的ひずみ εij とすれば，ユニッ

トセルのつり合い方程式及び構成式は次のように書ける(8)(9)．

σij,j = 0 (1)

σij = Eijklεkl (2)

ここで，Eijkl は弾性スティフネス，‘ •,j ’は座標 xj に関する

微分を示す．

均質化理論の定式化において，ユニットセルに関する変位

は，微視的構造の変形による変位と巨視的構造の変形による

変位の重ね合わせで表すことができる．すなわち，微視的変

位は，ユニットセルの不均質性により生じる擾乱変位 u∗
i とユ



ニットセル内部に一様に分布する巨視的ひずみ εH
ij を用いて次

のように表される．

ui = εH
ijyj + u∗

i (3)

ここで，上付き文字 H は均質化された値であることを示す．

式 (3)において，均質化した巨視的ひずみ εH
ij は実際には未知

である．そこで，擾乱変位 u∗
i を特性変位 χpq

i を用いて次のよ

うに定義する．

u∗
i = −χpq

i ε1
pq (4)

ここで，擾乱変位 u∗
i は，ユニットセル内部に単位ひずみ ε1

pq

が与えたときの変位である．さらに，式 (3) に式 (4) を代入

することで次式が得られる．

ui = εH
ijyj − χpq

i ε1
pq (5)

ここで，変位とひずみの関係には，次式が成り立つ．

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) (6)

上の関係から式 (5) を展開することで，ミクロひずみに関し

て次式が導かれる．

εpq
kl = (Ipq

kl − χpq
k,l)ε

1
pq (7)

ここで，I は単位テンソルを表す．

ユニットセルに関するつり合い方程式 (1)は，擾乱変位場の

任意の形状関数を χ∗
i を重み関数とし，重みつき残差法および

グリーンガウスの定理を用いることで，最終的に以下の弱形

式に変換される．∫
Y

χ∗
i,jσijdY = 0 (8)

さらに，上式に構成方程式 (2)及びひずみ-変位関係式 (7)を

代入することで次式に帰着する．∫
Y

χ∗
i,jEijklχ

pq
k,ldY =

∫
Y

χ∗
i,jEijklI

pq
kl dY (9)

上式は特性変位 χpq
i に関する境界値問題であり，Y周期性を示

す χpq
i = χqp

i の関係から有限要素法により解くことができる．

2•2 均質化過程 式 (2) に式 (7) を代入すると，ユ

ニットセルの構成方程式は特性変位 χpq
i を用いて次のように

表せる．

σij = Eijkl(I
pq
kl − χpq

k,l)ε
1
pq (10)

ここで，ユニットセル内の各変数の体積平均は巨視的構造の変

数と一致すると仮定する．これを体積平均理論と呼び，次の関

係式が成り立つ．

σH
ij = 〈σij〉 , εH

pq = 〈εpq〉 (11)

ここで， 〈〉は体積平均を表す．
式 (11)を，式 (2)，(10)に適用すると，巨視的構造の均質

化弾性係数が次のように求まる．

EH
ijpq = 〈Eijkl(I

pq
kl − χpq

k,l)〉 (12)

3. 線形粘弾性理論

CFRP積層板におけるマトリクス樹脂の粘弾性特性を考慮

するために，線形粘弾性理論を導入する．応力 σ(t)とひずみ

ε(t)の関係は，Duhamelの畳み込み積分(10)を用いて次式の

ように表すことができる．

σ(t) =

∫ t

0

E(t − τ)
d

dτ
ε(τ)dτ + E(t)ε(0), (13)

ここで，E(t) は，t > 0 において単位ステップ状のひずみ入

力 ε(t) = H(t) が与えられたときの応力応答であり，緩和弾

性係数と呼ばれる．

同様に，ひずみ変化 ε(t) の関係は，クリープ関数 J(t) を

用いて次のように表される．

ε(t) =

∫ t

0

J(t − τ)
d

dτ
σ(τ)dτ + J(t)σ(0) (14)

さらに，式 (13)と (14)に Laplace変換を適用することによ

り以下の式を得る．

σ̄(s) = sĒ(s)ε̄(s), ε̄(s) = sJ̄(s)σ̄(s) (15)

ここで，sは Laplace変換パラメータであり，‘•̄’を付した諸
量は Laplace変換した物理量であることを意味する．式 (15)

から，緩和弾性係数 Ē(s)とクリープ関数 J̄(s)について次の

関係式が得られる．

Ē(s) =
1

s2J̄(s)
(16)

式 (16) より，緩和弾性係数 E(t) は，実験からクリープ関数

J(t)を算出することで得られることが確認できる．

なお，本論文における定式化では，粘弾性的変形過程におい

て，体積弾性率は緩和挙動を示さないものと定義した．この仮

定により，体積弾性係数K(t)は，瞬間弾性係数 E0 と常温下

におけるポアソン比 ν0 を用いて次式のように定義される．

K(t) = K(0)H(t) =
E0

3(1 − 2ν0)
H(t) (17)

すなわち本定式化においては，ヤング率 E(t) とポアソン比

ν(t) のみを時間に依存した性質を示す弾性定数として取り扱

うこととする．

また，式 (17)を Laplace変換することにより，Laplace像

空間における体積弾性率 K̄(s)を次式のように得る．

K̄(s) =
E0

3s(1 − 2ν0)
(18)

また，せん断緩和弾性係数 G(t) の Laplace 変換 Ḡ(s) と

Ē(s)，K̄(s)の間に次式の関係が成立する．

Ḡ(s) =
3K̄(s)Ē(s)

9K̄(s) − Ē(s)
(19)

なお，せん断の瞬間弾性率 G0，および時刻無限大におけるせ

ん断弾性率 G∞ は次式により求められる．

G0 =
3K0E0

9K0 − E0
(20)

G∞ =
3K∞E∞

9K∞ − E∞
(21)
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Fig.1 Unidirectional compression creep test.

ただし，E∞, K∞ は時刻無限大における縦弾性係数と体積弾

性率をそれぞれ表す．

以上の上記の関係を用いて Laplace空間上における均質化

弾性係数 ĒH(s) を算出し，数値 Laplace 逆変換を適用する

ことで実時間領域における均質化弾性係数 EH(t)を算出する

ことができる．

4. 一軸圧縮クリープ試験

Epoxy 樹脂及び CFRP 積層板の熱粘弾性特性を測定する

ことを目的として，Fig.1に示すような一方向圧縮クリープ試

験を実施した．電気炉内にて一定温度に保持された試験片に

対し，重錘を用いて一定の圧縮荷重を付与し，試験片の変位履

歴を測定する．

一方向プリプレグシート (T700S/#2500, 東レ) を用いて

220mm×220mm の一方向配向の積層板をオートクレーブ法

にて作成したのち，ダイヤモンドカッターを用いて立方体形

状 (9mm×9mm×9mm) の試験片を切り出してクリープ試験

に用いた．また，オートクレーブにて CFRP 試験片を作成

する際，CFRP板周辺にリークした樹脂を用いて，平板形状

(3.3mm×3.3mm×1.2mm) の樹脂試験片を作成した．なお，

クリープ試験温度は 140◦Cとし，圧縮荷重は，CFRP積層板

に関しては 490N，Epoxy樹脂に関しては 20Nとした．

クリープ試験により得られた変位の時刻歴より，単位応力に

対するひずみ応答として定義されるクリープ関数 J(t)を算出

する．マトリクス樹脂においては特に大変形状態を考慮する

必要があることから，本論文では真応力と対数ひずみの定義

を用いたクリープ関数の導出法を適用した(11)．

まず，クリープ試験におけるひずみ履歴 ε(t)を対数ひずみ

によって定義する．

ε(t) = ln
L(t)

L0
(22)

ここで L(t)は試験片長さの時刻歴，L0 はその初期値である．

次に，クリープ試験における応力の変化について考える．ひ

ずみと同様に，大変形状態を考慮して真応力を用いた定義を

導入する．ただし，大変形状態における試験片の体積変化は微

小であり，真応力の計算においては実用上は無視できるものと

考える．結果として時刻 tにおける試験片の断面積 A(t)は，

A(t) = A0
L0

L(t)
= A0e

−ε (23)

E1

E0

η1

E2 En

ηnη2

Fig.2 Foigt model.
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Fig.3 Creep function of epoxy resin #2500 obtained by
unidirectional creep test.

として対数ひずみの関数として与えられる．よって，真応力の

履歴は次式のようになる．

σ(t) =
P

A(t)
=

P

A0
eε (24)

式 (14)におけるひずみ ε(t), 応力 σ(t), クリープ関数 J(t)

を時間軸に対して等間隔に離散化し，εi, σi, Ji (i = 0, . . . , N)

のように定義する．式 (14) の時間微分に対して差分近似を適

用すると，

εi =

i∑
k=1

Ji−k

(
σk − σk−1

∆t

)
∆t + Jiσ0 (25)

となる．すなわち，クリープ関数 Ji は，

Ji =
εi

σ0
−

i∑
k=1

Ji−k
σk − σk−1

σ0
(26)

のように逐次的演算により求められることがわかる．

次に，得られたクリープ関数の離散データ Ji より，緩和弾

性係数を求めることを考える．ただし，式 (13), 式 (14) の

Duhamel積分を直接評価して計算を実行すると，Laplace逆

変換の過程において数値的な誤差が重畳しやすく，一般的に結

果が発散するなど種々の精度的問題が生じる．そこで Laplace

変換・逆変換の演算における誤差をできる限り少なくするた

め，先に得られたクリープ関数に対して，Fig.2に示されるよ

うな Foigtモデルによる近似を適用する．Foigtモデルによる

クリープ関数の近似式は次式で表される．

J(t) =

N∑
i=1

1

ki

{
1 − exp

(−t

τi

)}
, τi = ηi/ki (27)

クリープ試験より得られたEpoxy樹脂のクリープ関数をFig.3

に示す．また，同図には，Foigtモデルにより近似されたクリー

プ関数も併せて示した．
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Fig.5 Relaxation modulus of epoxy resin #2500 (140◦C).

さて，式 (26)に対して Laplace変換を適用すると，次式が

得られる．

J̄(s) =

N∑
i=1

1

ski(1 + sτi)
(28)

よって，式 (16)より，クリープ関数に Foigtモデルを用いた

場合の緩和弾性係数が，Laplace 空間上で以下のように求め

られる．

Ē(s) =
(
s2

N∑
i=1

1

ski(1 + sτi)

)−1

(29)

なお，本論文では，数値 Laplace逆変換として，時間後半

におけるリンギングが少なく，任意の時刻における実時間解が

高い精度で求められる細野の方法(12)を用いた．

次に，Epoxy樹脂の緩和弾性係数を算出するために，本研

究では一般的な Maxwell モデル (Fig.4) を用いた．今回は，

6 つのバネと 5 つのダッシュポットにより構成される 5 要素

Maxwellモデルとした．Maxwellモデルによる緩和弾性係数

E(t)は，次の式で表される．

E(t) =

N∑
i=1

Ei exp
(−t

λi

)
+ E(∞) (30)

ここで，Ei は弾性係数，λi = ηi/Ei は緩和時間をそれぞれ表

す．緩和弾性係数 E(t)について Laplace変換を適用すると，

次式が得られる．

Ē(s) =

N∑
i=1

Ei

s + 1/λi
(31)

Epoxy 樹脂に関する Maxwell モデルの諸係数は，実験値

と近似式の二乗誤差が最小となるよう，反復計算を行うことに

より決定した．最終的に得られたMaxwellモデルの諸係数を

Table 1に示す．

Table 1 Coefficient of Maxwell model of Epoxy resin.

E1 1.245 [GPa] λ1 0.552 [s]

E2 0.971 [GPa] λ2 0.528 [s]

E3 0.124 [GPa] λ3 3.463 [s]

E4 0.124 [GPa] λ4 99.78 [s]

E5 0.0249[GPa] λ5 47.97 [s]

E(∞) 0.161 [GPa]

Carbon Fiber

Epoxy Resin

Fig.6 Unit cell of CFRP.

Table 2 Elastic moduli of unidirectional CFRP laminate.

EL 106.6 GPa

ET 8.0 GPa

GLT 3.63 GPa

νLT 0.30

νTT 0.54

Fig.5 は，クリープ試験の結果から得られた Epoxy樹脂の

緩和弾性係数 E(t)と，それをMaxwellモデルで近似した結

果を示している．時間後半部において僅かな差異が見られる

が，緩和弾性係数はMaxwellモデルで非常によく近似できて

いることが確認できる．

以上の手順により算出されたマトリクス樹脂の緩和弾性係数

を用い，2章で説明した均質化法を適用することで，Laplace

空間領域における CFRP積層板の均質化弾性係数 ĒH(s)を

評価することができる．

実時間領域における緩和弾性係数 EH(t)は，均質化法によ

り得られた ĒH(s) に対し，数値 Laplace 逆変換を適用する

ことで得ることができる．

5. 数値シミュレーション

本論文では，直交異方性の CFRP積層板を 3次元有限要素

法により解析した．一方向強化型の CFRP積層板は，繊維方

向 (Longitudinal direction: 以降 Lを用いて表記する)を異

方性主軸とする横等方性体として扱うことができる．そこで，

Ohnoらの文献(9)を参考に，Fig.6に示すような六角柱形状の

ユニットセルを用いて均質化法を適用した．なお，図に示さ

れるように，異方性主軸との直交断面 (Transverse Plane: 以

降，異方性主軸に直交する方向を T を用いて表記する) が六

角形となるモデルである．

均質化弾性係数を求めるにあたって，炭素繊維の体積含有

率は 0%から 80%の間で変化させることとし，それぞれのユ

ニットセルの要素数は約 8000とした．また，解析にはすべて



Fig.7 SEM image of unidirectional CFRP laminate.

Table 3 Elastic moduli of carbon fiber T700S obtained
by homogenization theory.

EL 177.9 GPa

ET 25.3 GPa

GLT 57.0 GPa

νLT 0.27

νTT 0.78

4面体 1次要素を用いた．

Epoxy 樹脂に関する構成方程式は，式 (30) で記述した

Maxwell モデルにより与えられる．Maxwell モデルの諸係

数は Table 1の値を用いた．また，Epoxy樹脂の瞬間弾性係

数とポアソン比は，それぞれ 2.65GPa，0.36とした．

なお，炭素繊維の弾性係数を算出するにあたり，一方向CFRP

積層板の繊維方向ヤング率 EL, 繊維に直交する方向のヤング

率 ET , せん断弾性係数 GLT , ポアソン比 νLT , νTT の計測を

実施した．標準試験により求められた CFRP積層板の弾性係

数を Table 2に示す．

Fig.7は，本研究で用いた一方向 CFRP積層板の繊維に直

交する面の走査電子顕微鏡による観察画像である．図より，実

験に用いた CFRP 積層板の繊維含有率は約 60%であること

が分かった．この繊維含有率の値，および Epoxy樹脂の弾性

係数，CFRP積層板の弾性係数より，均質化法を用いて炭素

繊維の弾性係数を算出した．すなわち，均質化法により計算さ

れる一方向 CFRP 積層板の弾性係数が，Table 2の値に一致

するよう探索計算を実施することにより，炭素繊維の弾性係数

を逆解析的に同定した．得られた炭素繊維 T700Sの弾性係数

は，Table 3に示されるとおりである．

以上のように得られたマトリクス樹脂の緩和弾性係数および

炭素繊維の弾性係数より，均質化法を用いて CFRP積層板の

緩和弾性係数を算出した．緩和弾性係数ET (t)，せん断緩和弾

性係数 GLT (t)，ポアソン比 νLT (t)に関して，繊維含有率と

の関係を求めた結果を Fig.8, Fig.9, Fig.10にそれぞれ示す．

ET (t) および GLT (t) に関しては，時間の経過とともに緩

和が進行する典型的な緩和弾性率のカーブが得られている．ま

た，ポアソン比に関しては時間の経過とともに上昇し，最終的

に一定値に収束する傾向が確認できる．

6. 実験結果との比較

最後に，均質化法により求められた緩和弾性係数の有効性

を確認するために，一方向積層板のクリープ試験を実施し，ク

リープ試験から得られた CFRP積層板の緩和弾性係数と数値

シミュレーションから算出した緩和弾性係数の比較を行った．

Fig.11の太線は，CFRP T700S/#2500 (炭素繊維の体積含
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Fig.8 Homogenized relaxation modulus ET (t)
of the CFRP laminate.
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Fig.9 Homogenized relaxation modulus GLT (t)
of the CFRP laminate.
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Fig.10 Homogenized Poisson’s ratio νLT (t)

of the CFRP laminate.

有率 60%) の繊維直交方向緩和弾性係数をクリープ試験によ

り求めた結果であり，白丸のプロットは均質化法による数値シ

ミュレーションにより得られた結果を示している．

時間後半部において実験値と数値シミュレーションの結果に

やや差異が認められるが，これは主に無限時間における弾性係

数 E∞ の測定精度によるものである．クリープ試験では，十

分に時間が経過した時点における最終変形量をもとに，時間

に依存しない無限時間の弾性係数を求めているが，実際には

ある程度の有限な時間で試験を打ち切るため，最終的に収束

する変形量の見極めが難しい．

本論文の定式化では，変形量が大きくなった時点での誤差を

極小化すべく，真応力と対数ひずみを用いて試験片の幾何学的

な大変形の影響を考慮して計算を行っているが，それでもな
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Fig.11 Comparing the relaxation modulus derived by
experimental creep test and numerical calcu-
lation with homogenized theory.

お，最終変形量の測定に基づく E∞ の決定法については，若

干の課題が残る結果であると判断される．

しかしながら，粘弾性的性質を有するマトリクス樹脂の粘

弾性特性さえ得られれば，炭素繊維を強化材とする一方向強

化型 CFRP積層板の粘弾性構成式が均質化法により求められ

ることが示されたという点で，本論文には一定の成果があった

ものと結論づけられる．

7. 結　　論

本論文では，CFRP積層板の粘弾性構成式を均質化法によ

り導出することを目的とし，数値シミュレーションならびに実

験により一連の考察を行った．本論文で得られた結果を以下に

総括する．

(1) 一方向強化型の CFRP積層板を六角柱形状のユニット

セルを用いてモデル化し，均質化法による解析を行っ

た．一方向 CFRP積層板の弾性係数と Epoxy樹脂の

弾性係数より，単体試験が困難な炭素繊維の異方性弾性

係数が求められることを示した．

(2) CFRP積層板のマトリクス樹脂について一軸圧縮クリー

プ試験を実施し，粘弾性構成式を算出した．構成式には

線形粘弾性理論に基づく一般化Maxwellモデルを適用

し，均質化法の計算に用いるための粘弾性パラメータ

の導出を行った．

(3) マトリクス樹脂の粘弾性構成式と炭素繊維の弾性係数

より，均質化法を用いて CFRP積層板の粘弾性構成式

を算出できることを示した．また，緩和弾性係数に対す

る繊維含有率の影響について，数値シミュレーションに

より詳細に考察した．

(4) 均質化法により得られた CFRP積層板の緩和弾性係数

と，実験により求められた CFRP積層板の緩和弾性係

数を比較することにより，本計算手法の有効性を検証し

た．時間後半において，時刻無限大の弾性係数 E∞ の

計測誤差に起因すると思われる誤差が生じたものの，概

ね両者が一致することが確かめられた．

(5) 本論文における検証実験は，現有の繊維含有率 60%の

CFRPプリプレグのみを用いて行った．今後は，繊維

含有率の異なる CFRP積層板に関しても解析結果と実

験を比較し，本計算手法の有効性を検証することが必

要であると考えられる．
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