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In this paper, we examine the behaviour of the periodic FMM (FMM for periodic scatter-

ing problems) when Wood’s anomalies arise. Wood’s anomalies are phenomena known in

the scattering of electromagnetic waves by gratings. They are defined as strong variations

in diffracted or transmitted fields over very narrow incident frequency or angle ranges.

Some types of Wood’s anomalies are known to be related to resonance phenomena. When

this type of Wood’s anomalies arise, guided modes or leaky modes are induced in the di-

rections of the periodicity and they exert harmful influences on the accuracy of numerical

solutions. In this paper we check the accuracy of the periodic FMM and study the con-

vergence properties of the linear solver near Wood’s anomalies. Through the numerical

analyses, we found that we need finer meshes near anomalies in order to obtain accurate

solutions.
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1. はじめに

近年、フォトニック結晶 (1) やメタマテリアル (2) といっ

た、構造に周期性を有する新しい光学材料が注目を集めてい

る。これらの周期性を有する新しい光学材料を開発、設計す

るには、周期波動問題を効率良く扱うことのできる数値解法

が必須となる。特に、実問題においては解析モデルの形状が

相当複雑であると考えられるから、解くべき問題のサイズは

大規模になると予想される。周期問題でない、無限領域にお

ける波動散乱問題に対してはこれまで多くの研究がなされ

ており、高速多重極境界要素法 (3, 4) を用いて大規模な問題

が解けることが示されている。しかし、周期波動問題に高速

多重極境界要素法を適用した研究は稀である。周期波動散

乱問題、つまり n次元 m重周期波動問題（n > m）におい

ては高速多重極境界要素法が有効であると考えられるため、

著者らはこれまで、周期波動散乱問題における高速多重極境

界要素法（periodic FMM）の開発に取り組んできた（2次元

Helmholtz 方程式 (5)、3次元Maxwell(6, 7) 方程式）。

2008 年 1 月 7 日受付，2008 年 2 月 8 日受理

さて、Maxwell 方程式の周期波動散乱問題、特に回折格子

の研究分野においては、Wood’s anomaly （ウッドの異常回

折）(8) という現象が知られている。これは、入射光の波長、

あるいは入射角のわずかな変化に対し、場が劇的に変化する

現象のことである。この現象は、解くべき方程式、モデル形

状に固有の現象であるが、数値解法の挙動に影響を与える。

Wood’s anomaly には、Rayleigh type と resonance type

があることが知られているが (9)、一般的に、resonance type

の anomaly は数値解析の精度を悪化させる要因になりうる。

resonance type の anomaly とは、入射光の特定の波長ある

いは入射角において、周期方向への導波モード、あるいは漏

洩モードが入射波によって誘起される現象である。導波モー

ドが誘起される場合には、解が一意でなくなるか、あるいは

可解性がなくなる。漏洩モードが誘起される場合には、解の

一意性、可解性は失われないが、解くべき方程式の条件が悪

くなる可能性がある。いずれのモードも、数値解の精度、あ

るいは線形方程式の収束性に悪影響を与えると予想されるこ

とから、resonance typeの anomaly が生じる場合の periodic

FMMの挙動について調べておくことは重要である。そこで、
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Fig. 1 Periodic boundary value problems

本研究では、3 次元 Maxwell 方程式の 2 重周期問題におい

て、導波モードあるいは漏洩モードが起こる条件近辺にお

ける periodic FMM の数値解の精度、ならびに線形反復解法

FGMRES(10) の収束性について調べた。

2. 問題設定

最初に 3次元Maxwell方程式 2重周期問題の定式化を行う。

いま、解析領域をD = ((−∞,∞), [−L/2, L/2], [−L/2, L/2])

とし、Fig. 1に示すように、D = D1 ∪D2 ∪ · · · ∪ DN である

とする。各々の領域内では次のMaxwell 方程式が満たされる

ものとする。

∇× E = ik0µ
i
H , ∇× H = −ik0ǫ

i
E in Di (1)

ここに、E は 4
√

µ0/ǫ0 で規格化された電場であり、H は
4
√

ǫ0/µ0 で規格化された磁場である。ただし、ǫ0、µ0、k0 は

それぞれ真空の誘電率、透磁率、波数である。また、ǫi、µi

はそれぞれ領域 Di の比誘電率、比透磁率であり、Di の波

数、屈折率はそれぞれ ki = k0

√

ǫiµi、 ni =
√

ǫiµi である。

無限遠 x1 → −∞を含む領域をDI とし、DI では周期的な

入射波 E inc、H incが存在するものとする。入射波はMaxwell

方程式 (1) を満たし、周期境界 Sp = {x| x ∈ ∂D, |x2| =

L/2 or |x3| = L/2}において、以下のような周期境界条件を
満たすように与える。

E
inc(x1, L/2, x3) = eiβ2E

inc(x1,−L/2, x3)

E
inc(x1, x2, L/2) = eiβ3E

inc(x1, x2,−L/2)

H
inc(x1, L/2, x3) = eiβ2H

inc(x1,−L/2, x3)

H
inc(x1, x2, L/2) = eiβ3H

inc(x1, x2,−L/2)

ここに、βi は xi = −L/2と xi = L/2の間における入射波の

位相差である。特に、入射波が平面波の場合は、以下のよう

に与えられる。

E
inc = a

inceikI
k̂
inc

·x, H
inc = b

inceikI
k̂
inc

·x

ここに、ainc、binc は入射波の振幅であり、k̂
inc
は入射波の

伝播方向を表す単位ベクトルである。平面入射波の場合に

は、位相差 βi は βi = LkI k̂inc
i , i = 2, 3と表される。

入射波の周期条件に対応して、周期境界 Sp において、E、

H に以下のような周期境界条件を課す。

E(x1, L/2, x3) = eiβ2E(x1,−L/2, x3)

E(x1, x2, L/2) = eiβ3E(x1, x2,−L/2)

H(x1, L/2, x3) = eiβ2H(x1,−L/2, x3)

H(x1, x2, L/2) = eiβ3H(x1, x2,−L/2) (2)
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Fig. 2 Model of dielectric layers of slabs
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上記の問題についての、境界積分方程式、ならびに periodic

FMM の定式化については、紙面の制約から割愛する。大谷

ら (6)、Otani(7) を参照して頂きたい。

3. モードを誘起する条件周辺における数値解法の検証

「はじめに」で述べたように、周期方向への導波モード、

あるいは漏洩モードが入射波によって誘起される場合には、

解法の精度、収束性が悪くなる可能性がある。そこで、本章

では、導波モードが誘起される場合、漏洩モードが誘起され

る場合についての検討を、それぞれ誘電体平行層、誘電体回

折格子モデルを用いて行った。

3.1. 導波モードが生じる場合

Fig. 2に示すように、3層の誘電体平行層（x1 軸方向に順

に層 1(D1)、層 2(D2)、層 3(D3) とする）に x1 正方向に伝

播する波が入射する問題を考える。いま、x3 方向には場は

一定であるとし、β3 = 0とする。磁場について x3 成分のみ

が非零であるような、いわゆる TM 問題を考える。真空中

の波数を k0 = 2.9784 とする。層 1、3 の屈折率 nA = 1.33

（波数 kA = 3.961272）とし、層 2の屈折率 nB = 1.58（波数

kB = 4.705872)とする。本モデルの形状は x2、x3方向に同一

であるが、便宜的に周期長をL = 1と取り、−L
2
≤ x2, x3 ≤ L

2

を繰り返し周期とする。また、層 2 の厚さを T = 0.42237L

とする。

このようなモデルにおいては、特定の波数において中間層

2に導波モードが生じる。そこで、最初に、導波モードが生

じる場合の位相差 β2 を求めておく。いま、x3 方向に場は一



定であると仮定しているので、磁場の第 3成分H3は x1 −x2

面内において 2次元 Helmholtz 方程式を満たす。

∆H3 + (ki)2H3 = 0 in Di (3)

また、D+ とD− の境界面において、次の境界条件を満たす。

H+
3 = H−

3 ,
1

ǫ+
∂H+

3

∂x1
=

1

ǫ−
∂H−

3

∂x1

ここで、H±
3 は、境界上におけるH3の領域D±内部からの極

限値を表す。いま、H3 の x2 方向依存性を H3 = F (x1)e
iξx2

の形で仮定する。ただし、F はある関数である。すると、式

(3)が零入射波条件下で非自明解を持つための ξ の必要条件

は以下で与えられる。

tan

√

k2
B − ξ2T

2
=











ǫB

ǫA

√
ξ2−k2

A√
k2

B
−ξ2

− ǫA

ǫB

√
k2

B
−ξ2√

ξ2−k2

A

or (4)

−kB ≤ ξ ≤ −kA, kA ≤ ξ ≤ kB (5)

T = 0.42237L のとき、式 (4) を満たす ξ を Ξ と書くと、

Ξ = ±kB、Ξ ∼ ±4.066/L となるが、Ξ = ±kB の場合には、

x1 → ±∞において 0 に収束する導波モードは得られない。

従って、導波モードが誘起されるための条件は Ξ ∼ ±4.066/L

である。このモードが周期境界条件を満たすためには、ΞL =

2nπ + β2, n ∈ Z でなければならない。

次に、数値解との比較のため、所与の位相差 β2 に対する

解析解を構成しておく。層 1、2、3 内で、Hi
3 を次の形に仮

定する。

H1
3 =

∞
∑

n=−∞

(

A+
1 (ξn)ei(ξnx2+q1(ξn)·(x1−d1))

+A−
1 (ξn)ei(ξnx2−q1(ξn)·(x1−d1))

)

H2
3 =

∞
∑

n=−∞

(

A+
2 (ξn)ei(ξnx2+q2(ξn)·(x1−d1))

+A−
2 (ξn)ei(ξnx2−q2(ξn)·(x1−d1))

)

H3
3 =

∞
∑

n=−∞

(

A+
3 (ξn)ei(ξnx2+q3(ξn)·(x1−d2))

)

(6)

ここに、ξn = 2nπ+β2

L
、qi(ξ) =

√

(ki)2 − ξ2 であり、d1、d2

はそれぞれ領域 1、2の境界、領域 2、3の境界の x1 座標で

ある。ただし、(ki)2 < ξ2のとき、Im(qi) > 0とする。また、

H1
3 の右辺括弧内第 1 項は入射波を表す。上式のように H3

の形を仮定すると、振幅 A±
i (ξ)は次のように求まる。

A−
1 (ξ) =

(

R12 +
T21R23T12e

2iq2T

1 − R21R23e2iq2T

)

A+
1 (ξ)

A−
2 (ξ) =

R23T12e
2iq2T

1 − R21R23e2iq2T
A+

1 (ξ)

A+
2 (ξ) =

T12

1 − R21R23e2iq2T
A+

1 (ξ)

A+
3 (ξ) =

T23T12e
iq2T

1 − R21R23e2iq2T
A+

1 (ξ)

ここで、Tij、Rij は次のように与えられる。

Rij =
qi

ǫi − qj

ǫj

qi

ǫi +
qj

ǫj

, Tij =
2 qi

ǫi

qi

ǫi +
qj

ǫj

−2π 2π−kA−kB kA kB

kB − 2π kA − 2π −kB + 2π −kA + 2π

β2

ξ
0

Fig. 4 Region of β2 (tinted area), ξ (striped area) where

guided modes may exist
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0 ≤ ξ ≤ 2π に対する |A±
i (ξ)|/|A+

1 (ξ)|を Fig. 3に示す。振幅

A±
i の分母は Ξ = ±kB、Ξ ∼ ±4.066/L において零になる。

このため、式 (6)において ξn ∼ ±4.066/L を取りうる場合に

は Hi
3 は発散する。しかし、ξn → ±kB となる場合には、実

は Hi
3 は発散せず有限な極限値を持つ。

本研究では、入射波が平面波の場合と、周期線波源からの

波である場合の 2通りを扱った。入射波が平面波の場合は、式

(6)における和は n = 0の時のみ残る。さらに、平面波入射の

場合は β2 = kAL sin φ(φは入射角)であって −kA ≤ β2 ≤ kA

であるから、ξn ∼ ±4.066/Lとなり得ない。従って、解が発散

することはない。ただし、β2 ∼ ±4.066∓2π(複号同順)におい

ては導波モードが存在し、解が一意でなくなる。一方、入射波

が周期線波源からの波である場合には、ξnが ξn ∼ ±4.066/L

を取るとき、すなわち β2 ∼ ±4.066 + 2nπ, n ∈ Zの場合に

解は発散する。

3.1.1 入射波が平面波の場合

前述のように、入射波が平面波であるから、−kA ≤ β2 ≤ kA

である。従って、導波モードが生じうる ξ の範囲 (式 (5))に

対応する β2 の範囲は、kA − 2π ≤ β2 ≤ kB − 2π, −kB +

2π ≤ β2 ≤ −kA + 2π である（Fig. 4 参照）。本研究では、

−kB + 2π ≤ β2 ≤ −kA + 2π の範囲の β2 に対して数値解析

を行った。

数値解析では、Table 1 に示す、2 種類のメッシュを用い

た。内点は Table 2のように配置した。線形方程式の反復解

法にはリスタートなしの Flexible GMRES (FGMRES) を用

いた。前処理行列は多重極法で直接計算される近傍計算の

係数行列とし、前処理行列の逆を作用させる操作はGMRES

を用いて行った。FGMRES の収束判定条件は 10−3 とした。

前処理用 GMRES の反復は、残差が 10−1 となるか反復回数
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Table 1 Meshes (slabs)

Type Num. of elem. Total num. of elem. DOF

per wavelength

mesh 1 16 576 1728

mesh 2 32 2304 6921

が 30回となったところで打ち切った。

位相差 β2（入射角 φ）を変化させた時の、内点計算値の解

析解からの誤差を Fig. 5に示す。なお、入射角 φと β2 との

間には β2 = kAL sin φの関係がある。ここで、誤差は次のよ

うに定義した。

error =

√

√

√

√

∑N

i=1

∑3
j=1 |Href

ij − HFMM
ij |2

∑N

i=1

∑3
j=1 |Href

ij |2

ここに、N は総内点数であり、内点 i における Hj の解析

解をHref
ij 、計算値をHFMM

ij と書いた。Fig. 5より、mesh 1、

mesh 2いずれの場合においても、β2 ∼ 2.217(= −4.066+2π)

付近で誤差が増大していることが分かる。ただし、メッシュ

を細かくすると、誤差の最大値が減少している。

次に、Fig. 6に、mesh 2 の場合における、位相差 β2（入射

角 φ）と FGMRES の反復回数の関係を示す。β2 ∼ 2.217(=

−4.066 + 2π)付近で反復回数が増大していることが分かる。

これらの結果から、導波モードが存在する位相差 β2（入

射角 φ）の周辺において、数値解の精度、反復解法の収束性

がともに悪化することが分かった。

3.1.2 周期線波源から波が入射する場合

次のような、(x1, x2) = (d1 − 0.5L, mL), m ∈ Zに配置さ

れた周期線波源からの TM入射波を考える。

H inc
3 (x) =

∞
∑

m=−∞

G2D(x1 − d1 + 0.5L, x2 − mL)eimβ2

ここに、G2D は 2次元Helmholtz 方程式の基本解であり、以

下のように与えられる。

G2D(x1, x2) =
i

4
H

(1)
0

(

kA

√

x2
1 + x2

2

)

Table 2 Interior points (slabs)

Num. of

Domain interior points Range of x1

(x1,x2,x3)

1 13 × 13 × 25 d1 − 0.25L + ǫ ≤ x1 ≤ d1 − ǫ

2 21 × 13 × 25 d1 + ǫ ≤ x1 ≤ d2 − ǫ

3 13 × 13 × 25 d2 + ǫ ≤ x1 ≤ d2 + 0.25L − ǫ

In the above, ǫ = 0.01.

The ranges of x2、x3 are −L
2

+ ǫ ≤ x2, x3 ≤ L
2
− ǫ for all

domains.
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Fig. 7 Relative error (line source wave incidence to slabs)

ここで、H
(1)
0 は 0次第 1種 Hankel 関数である。H inc

3 は次の

ように、一般化 Fourier 級数展開される。

H inc
3 (x1, x2) =

i

2L

∞
∑

n=−∞

eiq1(ξn)|x1−d1+0.5L|+iξnx2

q1(ξn)

従って、x1 ≥ d1 − 0.5L における H3 の解析解は、式 (6) に

おいて

A+
1 (ξn) =

i

2L

ei0.5Lq1(ξn)

q1(ξn)

としたものである。

β2 を変化させた時の、内点計算値の解析解からの誤差を

Fig. 7に示す。β2 ∼ 2.217(= −4.066 + 2π)において解析解は

発散するが、数値解の誤差も発散していることが分かる。な

お、数値解析に用いた解析メッシュ、計算内点、線形方程式

の反復解法、前処理方法、誤差の定義は平面波入射の場合と

同一である。

次に、Fig. 8に、mesh 2 の場合における、β2 と FGMRES

の反復回数の関係を示す。β2 ∼ 2.217(= −4.066 + 2π) 付近

で反復回数が増大している。

3.2. 漏洩モードが生じる場合

Tamir ら (11) は、Fig. 9に示す誘電体回折格子に平面波が

入射する問題において、漏洩モードによる anomaly が生じ

ることを示した。誘電体回折格子は c、p1、p2、f、sの 5つ

の領域からなり、x3 方向に形状が一定である。周期長 L は

Fig. 9における Λと取った。各領域の比誘電率は Fig. 9に示

す通りである。ここでは TE 問題すなわち、場が x3 方向に

一定であり、電場E は x3 成分のみが非零である問題を取り

扱う。入射波は平面波であり、入射角 θcは 38度で固定する。
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いま、領域 c、sにおいて、電場の第 3成分 E3を次のよう

に展開する。

Ec
3 = Einc

3 +

∞
∑

n=−∞

ρnei(ξnx2−qcnx1)

Es
3 =

∞
∑

n=−∞

τnei(ξnx2+qsnx1)

ここに、ξn = β2 + 2nπ
L
、q{c,s}n =

√

k2
{c,s}n

− ξ2
n である。

Tamir らは数値解析によって、入射波の波長 λが後述の λPq

に近いとき、ρ0、τ0 が近似的に次の形に表されることを示

した。

ρ0 =
λ − λρ0

λ − λPq

Sρ0, τ0 =
λ − λτ0

λ − λPq

Sτ0

ここに、Sρ0、Sτ0 は定数である。また、λPq、λρ0、λτ0 は次

のような値を持つ。

λPq = 0.468632 + i1.12 × 10−4

λρ0 = 0.468793 − i7.17 × 10−5

λτ0 = 0.468569 + i5.77 × 10−6

λPq は x3 方向に伝播する漏洩モードに対応する極である。

λPq、λρ0、λτ0 は相互に値が近く、非常に小さい虚部を持っ

ている。従って λ ∼ λPq の時には、λの変化に対し ρ0、τ0が

大きく変動する、いわゆる anomaly が起こる。

本数値解析では、λ ∼ λPq の場合に ρ0、τ0 を求め、Tamir

らの結果と比較した。解析メッシュは Table 3に示す 3種類

を用いた。Fig. 10 に、mesh 3 を用いた場合の結果を示す。

ρ0、τ0が大きく変動している領域においても、Tamir らの結

果と periodic FMM による結果はよく一致している。

Table 3 Meshes (dielectric grating)

Type Num. of elem. Total num. of elem. DOF

per wavelength

mesh 1 7.5 1066 3172

mesh 2 15 4050 12100

mesh 3 30 16000 47900
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次に、数値解の妥当性を検証するために、エネルギー保存

則が数値的に満たされているか確認した。Maxwell 方程式で

は、エネルギー流束はポインティングベクトル

p =
1

2
Re

(

E × H̄
)

によって表される (12)。ここに、̄·は複素共役を表す。ポイン
ティングベクトルを用いると、周期境界値問題おけるエネル

ギー保存則は、次のように表される。
∫

S∞

psca
1 dS +

∫

S
−∞

(−psca
1 )dS =

∫

S
−∞

(pinc
1 )dS (7)

ここで、psca
1 、pinc

1 はそれぞれ散乱波 (E−E inc, H −H inc)、

入射波 (E inc, H inc)から計算されるポインティングベクトル

の x1 成分である。また、

S∞ = lim
R→∞

{(x1, x2, x3)|x1 = R, |x2|, |x3| ≤ L

2
}

S−∞ = lim
R→∞

{(x1, x2, x3)|x1 = −R, |x2|, |x3| ≤ L

2
}

である。式 (7)の左辺第 1項を透過エネルギー、第 2項を反

射エネルギー、右辺を入射エネルギーと呼ぶことにする。こ

れらのエネルギーは遠方場計算によって求める (6, 7)。Fig.

11 に、透過エネルギーと反射エネルギーの和の、入射エネ

ルギーに対する比を示す。mesh 1、mesh 2 を用いた場合に

は、場が大きく変動する波長帯でエネルギー保存則に数パー

セントの誤差があるのに対し、mesh 3 を用いた場合には誤

差は 0.5パーセント程度である。このことから、anomaly が

生じる場合には分割の細かいメッシュを用いる必要があるこ

とが分かる。

次に、mesh 3 を用いた場合の FGMRES の反復回数を、

Fig. 12に示す。ρ0、τ0の変動が大きい波長帯において、反復

回数が増大していることが分かる。

λが λPq に近いときは、漏洩モードが誘起される。Tamir

らはこのことを数値解析によって確認した。具体的には、



 0.965

 0.97

 0.975

 0.98

 0.985

 0.99

 0.995

 1

 1.005

 1.01

 0.455  0.46  0.465  0.47  0.475  0.48  0.485  0.49

T
o
ta

l 
E

n
e
rg

y

30 elements per wavelength
15 elements per wavelength
7.5 elements per wavelength

λ

Fig. 11 Total energy (grating)

 70

 80

 90

 100

 110

 120

 130

 140

 0.455  0.46  0.465  0.47  0.475  0.48  0.485  0.49

N
u

m
. 

o
f 

It
e

r.

30 elements per wavelength

λ

Fig. 12 Number of iterations of FGMRES (grating)

λ ∼ 0.4686の時に、Fig. 9に示す観測線上で、ポインティン

グベクトルの x2成分を求めた。そこで、本数値解析でもポイ

ンティングベクトルを計算し、Tamir らの結果と比較した。

結果を Fig. 13 に示す。Tamir らの結果と periodic FMM に

よる結果はよく一致していることが分かる。領域 f、p2にお

いて、漏洩モードによる x2 方向エネルギー流束のピークが

観察される。入射波のポインティングベクトルの x2成分は、

pinc
2 = 1

2
sin θc であるから、流束のピーク値は入射波のエネ

ルギー流束のおよそ 2000倍である。

4. 結論

resonance type のWood’s anomaly は、一般的に数値解法

の精度を悪化させる。そこで、本研究では、周期の方向に導

波モード、漏洩モードが誘起される場合の periodic FMM の

精度、反復解法の収束性について調べた。その結果、これら

のモードが生じる場合には数値解の精度が悪化すること、反

復解法の収束性が悪くなることを確認した。ただし、数値解

の精度の悪化はメッシュを細かくすることによってある程度

防げることが分かった。従って、モードを誘起する入射波長、

入射角の周辺では細かいメッシュを用いる必要がある。

もちろん、一般の問題では、モードが存在する波長、入射

角は予め分からないことが普通である。そこで、

• 入射波長、入射角のわずかな変化に対して場が大きく
変化する

• エネルギー保存の精度が悪い

• 線形解法の反復回数が増加する

ような入射波長帯、入射角帯が存在する場合にはモードを誘
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起している可能性があると見て、メッシュを細かくして計算

してみることが望ましい。
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