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This paper presents a numerical analysis using the finite difference lattice Boltzmann method (FDLBM) to simulate the 
sublimation phenomena. A gas between two parallel condensed phases and from cylindrical condensed surface at rest 
and with different uniform temperatures were considered. The results of our simulation are compared with those of 
another computational method of Molecular methods.  
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１． はじめに 

 

流体の蒸発・凝縮過程は，分子的な取り扱いが必要となり，ナ

ヴィエ・ストークス方程式では境界条件の取り扱いが困難となる．

一般には分子気体力学のボルツマン方程式を解くことになる．目

安として気体のKnudsen数が0.01付近を遷移領域として，それよ

り大きくなると希薄気体と考え分子気体力学を適用し，それ以下

なら連続体とみなしNavier-Stokes方程式を適用可能となる．われ

われが研究の対象としているのは真空凍結乾燥機内の流れを求め

ることであるが，真空度は数１０Paから１００Pa程度であり，こ

のときの分子の平均自由行程λは１０－５ｍ程度となる．物体の代

表的な長さ L を仮に１ｃｍ（＝１０－２ｍ）のオーダーとすると，

系の Knudsen 数 Kn=λ/L は１０－３のオーダーで，物体近傍の

Knudsen層領域を除けばナヴィエ・ストークス方程式が成り立つ．

この流れに対しモンテカルロ直接法であれ，差分法であれボルツ

マン方程式を解くことは非常に効率が悪い．しかし蒸発面・凝縮

面近傍にはKnudsen層が生じ，Kn → 0の連続体極限においては，

両面にはマクロ量に有限のとびが現れ，ナヴィエ・ストークス方

程式からはこの量を見積もることはできない． 
そこでわれわれは，格子ボルツマン法（LBM）（

1）の基礎となる

格子ＢＧＫ方程式（式（1））を安定な差分スキームで解く差分格

子ボルツマン法（2）（FDLBM）をもちい，まず簡単のため凝縮気

体のみが存在する場合を考え，最初に蒸発・凝縮が起こる単純な

平板間の流れの問題を解析し、次に物体からの流れを想定し円柱

表面からの蒸発流れの問題について解析した．本解析では蒸発お

よび凝縮面の境界条件は，単にその面での蒸気圧（実際には密度

と温度）によって定義された局所平衡分布関数を与えるのみであ

る．本解析で得られた結果をこれまで報告されている分子気体力

学を基礎とした厳密な解析結果(3)(4)(5) との比較を行い，蒸発面・凝

縮面におけるマクロ量のとびおよびマクロな流れにおいて，差分

格子ボルツマン法を用いることにより，蒸発・凝縮現象を伴う複

雑な流れの計算も非常に容易に行えることを明らかにした． 
 

２. 基礎理論 

 

2.1  差分格子ボルツマン法 

格子ボルツマン法（LBM）は，流体を衝突と並進を繰り返す多

数の離散的仮想粒子の集合体と考え，それらの規則的な粒子に対

する分布関数の時間発展を計算することにより連続的な流体運動

を模擬する流体の計算手法である．差分格子ボルツマン法

（FDLBM）は，LBMに差分スキームを導入し，fiで代表される速

度分布関数について解く方法である．FDLBM における衝突と並

進という粒子運動は，時刻 t ，位置ベクトルxの格子点において， 
次式で表される． 
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ここで ic は粒子の速度，φは単一時間緩和係数である．局所平衡分

布関数
)0(

if はマックスウェル分布を基礎にして導出され，熱流体

の場合流速 αu について３次まで展開した式を用いる．各格子点に

おける平衡分布関数は，巨視的な流れ場の変数である密度，流速，

内部エネルギーにより一意的に決まる． 
 圧縮性粘性流体計算にはTsutahara，Takadaら(1)による2次元21
速度（2ｄ21v）モデルを用いる．2d21v モデルの局所平衡分布関

数は次式で定義される． 
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2d21v モデルの係数変数 B と Fi は Table 1 の通りである．   

また，粒子速度分布はFigure 1 およびTable 2のようになる． 
 以上の方程式系において，流体運動における密度，流速，内部

エネルギーは、速度分布関数と粒子速度のモーメント和により次

のように定義される． 
 

 
Fig.1: Distribution of particles in 2d21v model 
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ここで M は、粒子速度方向の数で，粒子モデルにより異なり，

2d21vモデルでは21である．圧力pは以下のように定義される． 

  ep ρ=                      (6) 

 
2.2 計算スキーム 

 FDLBM では基礎方程式を離散化して数値計算を行う．離散化

の手段として時間発展は２次精度 Runge-Kutta 法，移流項には３

次精度風上差分法を用いる． 
 
 ２次精度Runge-Kutta法は次式のように表される． 
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また３次精度風上差分法は諸量 f(x,y)に関して次式のように表さ

れる． 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )








<
∆

∆−−−∆++∆+−

>
∆

∆+++∆−−∆−

=
∂
∂

0
6

,2,3,6,2

0
6

,2,3,6,2

u
x

yxxfyxfyxxfyxxfu

u
x

yxxfyxfyxxfyxxfu

x
fu

　　

　　

                              
(9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )









<
∆

∆−−−∆++∆+−

>
∆

∆+++∆−−∆−

=
∂
∂

0
6

,2,3,62,

0
6

,2,3,62,

v
y

yyxfyxfyyxfyyxfv

v
y

yyxfyxfyyxfyyxfv

y
fv

　　

　　

                            (10)
  

 
Table 1 Coefficients Fi and B in 2d21v model 
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Table 2 Velocity sets in 2d21v model 
I Velocity vector |c| 
1 ( 0, 0) 0 

2-5 ( 1, 0), ( 0, 1), (-1, 0), ( 0,-1) 1 
6-9 ( 2, 0), ( 0, 2), (-2, 0), ( 0,-2) 2 

10-13 ( 3, 0), ( 0, 3), (-3, 0), ( 0,-3) 3 
14-17 ( 1, 1), (-1, 1), (-1,-1), ( 1,-1) 2  

18-21 ( 2, 2), (-2, 2), (-2,-2), ( 2,-2) 22  
 
 

３．平面凝縮相間の流れ 

 

3.1 数値解析方法 

二つの平行な平面凝縮相間の気体の振る舞いを検証するために

各凝縮相は無限に広く，静止しているものとする．また，凝縮相

は、相異なる温度に保たれており，高温凝縮相では蒸発が，低温

凝縮相では凝縮が起こり，高温側から低温側に向かって定常な気

体の流れが存在する．Figure 2 に示すような 2 つの平行な平面凝

縮相間の気体の振る舞いを解析する． 
長さ方向を 1X ，高さ方向を 2X とし，原点Oをとる．さらに、 1X , 

2X 軸と垂直な幅方向（ 3X 方向）は無限に続くと仮定し 2 次元問

題として取り扱う．初期状態において計算領域内に圧力勾配は存

在せず，静止平衡状態で分子は存在しているものとする．そして，

分子の平均自由行程λは，密度が計算領域内の平均密度の静止平

衡状態における場合のものであり，計算領域の代表長さをLとす

るとKnudsen数はKn=λ/Lである． 
本解析モデルでは，境界は液面と考えており，蒸発凝縮による

液面の移動は無視できるとしている。境界での平衡分布関数にマ

クロな流速を０と代入しても，境界での平衡分布関数における密

度を飽和蒸気密度と取ることにより，境界から気相に向かう粒子

と，境界に入射する粒子に差ができ液面に接する気相の速度は，

一般的には０ではない． 
解析では各境界に与えた温度と密度をパラメーターとした局所平

衡分布関数を設定している．高温側の境界Aは温度TAおよび飽和

蒸気密度ρＡ，低温側の境界Bは温度TBおよび飽和蒸気密度ρBと

設定する．温度Tと内部エネルギーeは比例関係にあるので，温

度比は内部エネルギー比と同じになる．すなわち、境界Aの内部

エネルギーｅA、境界Bの内部エネルギーeBであらわす． 

 Figure 3に示す計算対象は上下を蒸発・凝縮相の境界条件とし、

全体の格子点を 6×201 にとり，全格子点で初期速度に 0 を与え

て解析した．なお，それぞれの飽和蒸気圧（pAおよびpB）は，式

(6)を用い密度および内部エネルギーより求める． 

Fig.2: Schematic diagram          Fig.3: Calculation lattice 
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3.2 解析結果および考察 

3.2.1凝縮・蒸発相条件の影響 

高温側の境界 A における温度 TA，其の温度における気体の飽

和蒸気圧 pA，低温側の境界B における温度TBおよび飽和蒸気圧

pBとし種々の凝縮・蒸発相条件による解析を行った． 
高温側の境界 A における温度 TA，其の温度における気体の飽

和蒸気圧 pA，低温側の境界B における温度TBおよび飽和蒸気圧

pBの夫々の比率をまず pA/pB =1.02, TA/TB =1.002 の非常に弱い蒸

発・凝縮の場合の流れを解析し結果をこれまでに報告されている

分子気体力学を基礎とした数値計算による値（MGD と記す）と

比較しFigure 4に示す． 
次にpA/pB＝3.0，TA/TB＝1.1の蒸発・凝縮が強い場合の流れを

解析し分子気体力学を基礎とした結果（ＭＧＤ）との比較をFigure 
5 に示す．Figure ４および 5 では両境界間における温度，圧力の

結果を低温側境界 B の温度 TB，および低温側境界 B の飽和蒸気

圧 pBを基準とし図示する．L は、両境界間の距離であり、X/L=0 

は高温側、X/L=1は低温側を示す。 
 凝縮・蒸発の弱い場合および強い場合のいずれの場合でも温度，

圧力の変化は，凝縮，蒸発の両相に近いところで生じ両境界の中

央部では，気体の一様な領域が形成される．蒸発・凝縮が強い場

合のFigure 5では気体の温度は凝縮相自身の温度より低くなって

おり逆温度勾配が明確に確認できる．また、pA/pB =3.0ではpA/pB 
=1.02 の場合に比べ，飽和蒸気圧の差が大きくなったことで，凝

縮・蒸発の流れが速くなり，pA/pB =1.02の場合よりも一様な領域

での気体の温度降下が，一層顕著になっている．  
これらの解析の傾向は，これまでに報告されている分子気体力

学を基礎とした数値解析によるKnB≒0（Euler 方程式で表せる場

合）に近い小さな値の結果（３）（４）と同じ傾向を示すものである．

ここで KnBは低温側の境界 B の温度 TBで静止平衡状態にある気

体の平均自由行程λＢと A、B 両境界の間隔Ｌによる Knudsen 数

KnB=λB/Lである． 
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Fig. 4: Profiles of non-dimensional temperature and pressures in the 

case of pA/pB =1.02, TA/TB =1.002. Left side (A side) is an 
evaporation area and right side (B side) is a condensation 
area. 

3.2.2境界温度（内部エネルギー）の影響 

高温側の境界 A における温度 TA，其の温度における気体の飽

和蒸気圧 pA，低温側の境界B における温度TBおよび飽和蒸気圧

pBの夫々の比率を，pA/pB＝3.0，TA/TB＝1.1と一定として低温側境

界Bにおける温度TB（eB）を各種変更した場合を解析する． 
解析の代表的温度分布の結果T/TBをFigure 6に，また圧力分布

の結果p/pBをFigure 7に示す．  
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Fig. 5: Profiles of non-dimensional temperature and pressures in case of  
pA/pB =3.0, TA/TB=1.1. Left side (A side) is an evaporation area and right 
side (B side) is a condensation area. 
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Fig. 6: The profiles of the no dimensional temperature. 
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Fig. 7: The profiles of the non-dimensional pressure. 



 
 
 

 

ここでは温度 TBおよび飽和蒸気圧 pBの夫々の比率を一定にし

たにもかかわらず，境界温度（内部エネルギー）が異なる場合に

得られた解析結果Figure 6の温度分布T/TBは異なっており境界温

度により計算結果に影響があることが分かる．また，このFigure 6
の温度分布 T/TBでは eB=0.5 の場合の結果が eB=1.0 の場合に比べ

分子気体力学を基礎とした数値解析による結果（３）（４）MGD に近

いものである． 
幾つかの試行計算の結果 pA/pB＝3.0，TA/TB＝1.1 と一定にした

にもかかわらず，境界温度（内部エネルギー）が異なる場合に得

られた温度T/TBおよび圧力p/pBは一定にならない．また低温側の

温度（内部エネルギー）が小さくなると温度T/TBは大きくなるが，

圧力p/pBの変化は小さいことが分かる．各基準温度 eBにおける両

境界間の定常な気体の温度、圧力、密度および流速の解析結果と

低温側の境界でのこれらの各値との比較をFigure 8に示す．ここ

でMは、低温側の境界温度における音速を基準にしたMach数で

ある． Figure 9にFigure 8の解析結果と分子気体力学を基礎とし

た数値解析ＭＧＤによる値との比較を示す． 

この結果より eB=0.5～1.0 の範囲で安定的な結果となり，eB≒

0.5 の範囲が最も分子気体力学を基礎とした解析結果に近くなる

ことが判る．分子気体力学を基礎とした数値解析による値と比較

した本解析結果で気体の温度 T/TMGDは基準温度 eBが小さくなる

と大きくなり，eB=0.2でe/eB＞1.0となる．そこでは気体の温度が

低温側の温度より高くなり逆温度勾配は見られない． 
このような結果になるのは，格子ボルツマン法で用いられる平

衡分布関数に表れる粒子の速度が，温度にかかわらず一定値を取

るというモデルの特徴によるものである．実際局所温度により粒

子の分布は大きく違ったものとなり，極端な場合にはある速度を

持つ粒子数が負になる場合も生じる．比較的良好な結果が得られ

る e＝0.5～1.0ではすべての粒子数が正値となっている． 
ここで、解析結果に境界温度が影響するのに対し境界密度は影

響がないことが判っている． 
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Fig. 8: The profiles of each data (ρ/ρB,, T/TB , p/pB and M) versus 

eB in case of pA/pB =3.0, TA/TB =1.1 
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   Fig. 9: The profiles of each data ( ρ/ρMGD, T/TMGD, p/pMGD and 

    M/MMGD ) versus eB in case of pA/pB =3.0, TA/TB =1.1 
 

3.2.3単一時間緩和係数の影響 

これまでの解析では単一時間緩和係数φは0.5に固定して行っ

たが，ここでは，単一時間緩和係数φの影響を見るため高温側の

境界Aにおける温度TA，その温度における気体の飽和蒸気圧pA，

低温側の境界B における温度TBおよび飽和蒸気圧 pBの夫々の比

率を，pA/pB＝3.0，TA/TB＝1.1 と一定としまた，低温側の境界 B
における内部エネルギー（温度）eBも 0.5 と一定として単一時間

緩和係数 φ を変化させた場合の両境界間における温度および圧

力の解析結果を求めた．その解析結果とこれまでに報告されてい

る分子気体力学を基礎とした数値計算による値MGD とを比較し

た結果を図示する．各単一時間緩和係数φにおける両境界間の定

常な気体の温度、圧力、密度および流速の結果と低温側の境界で

の各値との比較をFigure 10に，Figure 11にFigure 10の解析結果

と分子気体力学を基礎とした数値解析による値との比較を示す．

これらの図から単一時間緩和係数 φ も解析の結果に影響を与え

ることがわかる． 

既述の通り分子の平均自由行程λ，計算領域の代表長さLとす

ると Knudsen 数は LKn /λ= である．平均自由行程は、単一時間

緩和係数Knudsen 数Kn と粒子速度 c により求められ、単一時間

緩和係数φとKnudsen数Knとの関係は次式(11)で定義される．  

L
cKn φ

=                    (11) 

 
ここで，単一時間緩和係数φが大きくなるとKnudsen数Knが

大きくなることがわかる．今回の解析に使用した単一時間緩和係

数φが0.5、低温側境界Bにおける内部エネルギー（温度）eBが

0.5の場合、平板間の距離200を計算領域の代表長さLとすると

Knudsen数Knは、0.006であり連続体として扱うことができる．

ここで単一時間緩和係数φを20とした場合Knudsen数Knは、

0.23であり希薄気体による扱いとなる． 
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Fig. 10: The profiles of each data (ρ/ρB,, T/TB , p/pB and M)  

versus eB in case of pA/pB =3.0, TA/TB =1.1 
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   Fig. 11: The profiles of each data ( ρ/ρMGD, T/TMGD, p/pMGD and 

     M/MMGD ) versus eB in case of pA/pB =3.0, TA/TB =1.1 



 
 
 

 

４．円柱状凝縮相からの蒸発 

 

4.1 数値解析方法 

円柱表面凝縮相からの気体の振る舞いを検証するために，凝縮

相は無限遠方にあり，静止しているものとする．また，円柱状凝

縮相は一定温度に保たれており，円柱表面では蒸発が起こり，円

柱状凝縮相から定常な気体の流れが存在する．Figure 12に示すよ

うな円柱状凝縮相からの気体の振る舞いを解析する． 
半径Lの無限に長い円柱状凝縮相とし円柱の中心軸に原点0を

とる円柱座標（ｒ、θ）で表す．さらに，中心軸（ 3X 方向）は無

限に続くと仮定し2次元問題として取り扱う．初期状態において

計算領域内に圧力勾配は存在せず，静止平衡状態で分子は存在し

ているものとする． 

円柱表面での温度 Tw（内部エネルギーｅw）および飽和蒸気密

度 ρwとし、その温度，密度における気体の飽和蒸気圧を pwとす

る凝縮相において，境界条件としてこれらの温度，密度および流

速を0として導かれる，局所平衡分布関数を用いる．初期空間で

の飽和蒸気密度および温度（内部エネルギー）はそれぞれ ρ0，e0

とした． 

Figure 12 に示す計算対象は円柱表面を境界条件とし、格子は 

１００×１０とし円柱表面側で細かい不等間隔格子とした．全格

子点では初期速度を0として解析した． 
解析ではまず、円柱表面と初期空間の飽和蒸気密度（ρw，ρ0），

温度（内部エネルギー）（ew，e0）を与え，計算を行いその結果か

ら定常状態における空間の温度と密度の分布が一様になる内部エ

ネルギーeと密度ρを求め、さらに、この求めた定常解を用いて，

r 方向の温度，密度，圧力の分布を円柱壁面の内部エネルギー，

飽和蒸気密度，飽和蒸気圧を基準とし繰返し計算し無限遠方まで

の飽和蒸気密度ρ∞，内部エネルギーe∞の分布が均一となる定常

解を求めた．なお，それぞれの飽和蒸気圧は，(6)式を用い密度お

よび内部エネルギーより求めている． 

 

4.2 解析結果および考察 

蒸発の強弱による円柱表面からの温度分布および圧力分布を，

円柱表面の温度 ewおよび飽和蒸気圧 pwを基準とし,半径Ｌからの

距離ｒにおける結果をFigure 13,14に示す．Figure 13は温度分布

T/TwをFigure 14は圧力分布p/pwを示す． 
解析の結果，物体の近傍では温度および圧力は低下して無限遠

方の値より低くなるが物体から離れるに従い徐々に無限遠方の値

に近づいていく．この物体近傍の温度および圧力の低下は，p∞/pw

が小さいほど顕著になる． 
 
 

 
          Fig.12: Schematic diagram     

 
 
 
 
 

また、これらを蒸発時の空間内の温度Ｔ∞および圧力 p∞を円柱

表面の温度Ｔwおよび飽和蒸気圧pwを基準とする相対比とし、温

度比 T∞/Tw―圧力比 p∞/pwにまとめた結果を分子気体力学により

求められたT∞/Tw―p∞/pw結果と比較しFigure 15 およびTable 3に
示す．これらに示すように分子気体力学により求められた結果と

同様に圧力比 p∞/pw が小さくなるにつれて温度比 T∞/Tw も小さく

なる． 
これらの解析の傾向は，これまでに報告されている分子気体力

学を基礎とした数値解析によるKnWの小さな値の結果（３）（５）と同

じ傾向を示すものである． 
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Fig.13: The profiles of the non-dimensional temperature T/Tw 

from the cylinder surface. 
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        Fig.14: The profiles of the non-dimensional pressure p/pw 

from the cylinder surface. 
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ここで，この解析の結果に円柱の方位θによる異方性が無いか

を確認するために円柱の異なる２箇所の方位 θでのｒ方向３箇所

（円柱表面近傍、円柱表面から離れた箇所およびこれらの中間位

置）の格子での圧力の変化を求めた． 
Figure 16にこの圧力p/pwの時間経過を示す．この結果，円柱の

方位 θによる結果には差が認められず，流れは等方的であること

が分かった． 

 

 
Fig. 15: The temperature ratio versus the pressure ratio. 

 
Table 3 The comparison of calculation results of T∞/Tw at  each p∞/pw 

between FDLBM and molecular gas dynamics. 
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     Fig.16 : The pressure history on some points (r, θ): 
          p(11,2),p(11,7): near the surface just opposite side  
            p(51,2),p(51,7): middle  area from the surface 
            p(81,2),p(81,7): far away from the surface 
 
 

５．結 言 

 

 差分格子ボルツマン法における圧縮性粘性流体の2d21vモデル

を用い，凝縮気体のみが存在する場合で凝縮相の境界条件に，飽

和蒸気圧により導かれる局所平衡分布関数を定義することにより，

平板凝縮相間の蒸発・凝縮により生じる流れおよび円柱状表面の

凝縮相からの蒸発の流れのシミュレーションを行った． 
 その解析結果をこれまで報告されている分子気体力学を基礎と

した厳密な解析結果と比較し，ナヴィエ・ストークス方程式では

計算できない蒸発面，凝縮面におけるマクロ量のとびおよびマク

ロな流れにおいて，境界温度による影響を考慮する必要があるが

差分格子ボルツマン法を有効に用いることが出来ることを確認し

た．つまり蒸発および凝縮面での境界条件に，単にその面での飽和

蒸気圧によって定義される局所平衡分布関数を与えるのみである差

分格子ボルツマン法を用いることにより，蒸発・凝縮現象を伴う複雑

な流れの計算も容易になることが明らかとなった． 
これらの結果が得られたことから，今後さらに差分格子ボルツ

マン法による解析の問題点を検証しながら，本研究の目標とする，

複雑な物体表面からの蒸発・凝縮現象の解析および本解析で行っ

た凝縮気体単独の場合のほかに凝縮気体と非凝縮気体を含む場合

の蒸発・凝縮現象の解析を進めていく． 
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