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Numerical simulations of relaminarization from turbulence in plane Poiseuille flow are

carried out using the lattice kinetic scheme which is an improved method of the original

lattice Boltzmann method. Calculated turbulent energy in the relaminarization shows

exponential decay for 600 ≤ Re ≤ 1230, where Re is the Reynolds number based on

the streamwise velocity at the centerline and the half width of the channel. Also, a half-

lifetime of turbulence is calculated. The inverse of the half-lifetime decreases exponentially

up to Re ≈ 1000 and over the value it gradually approaches zero. The present results

indicate that process of relaminarization in plane Poiseuille flow can have similarity to

that in pipe flow investigated by previous research work.
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1. はじめに

層流から乱流への遷移および再層流化を調べることは，乱

流熱伝達を評価したり，乱流の力学機構の解明といった観点

から学術的にも工学的にも重要である．そのため，このよう

な問題に関する理論的，実験的ならびに数値解析のアプロー

チによる研究がこれまでに数多く行われてきた (1)～(4)．

一般的には，流れがいったん層流から乱流へ遷移すると，

定常状態である限りその乱流は無限に維持されると考えら

れているが，Hofら (5) は，数値解析および実験から，比較

的流速の遅い場合ではせん断流における乱流は持続的なも

のではなく過渡的なものであり，乱流の持続時間は指数関数

的分布を持つということを報告している．これを裏付ける一

つの結果として Faisst and Eckhardt(6) は，円管内流れの直

接数値シミュレーション (Direct Numerical Simulation, 以下

DNSと略記する)により，異なる振幅を持つ多数の撹乱に対

して乱流の持続時間が無限大に発散せず，指数関数的に増加

することから乱流の持続時間が有限であることを示した．一

方，Peixinho and Mullin(7) は，円管内乱流の再層流化実験
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において，局所的な乱流である平衡パフの観測確率を詳細に

調べることにより，乱流の持続時間が指数関数的分布を持つ

こと，ならびにパイプ直径および中心流速に基づくレイノル

ズ数が 1750 ± 10において，半減期が無限大に限りなく近づ

くことを示した．これらの研究成果は，せん断流における低

レイノルズ数乱流が過渡的な状態であるということを支持す

るものであるが (8)，円管内流れとクエット流 (9) を除いては

数値解析，実験の両面においてその報告例は少ない．そのた

め，上記の事実がせん断流全体（例えばチャンネル流など）

で見られる普遍的な現象かどうかについて，現時点で結論を

出すには至っていない．

ところで，チャンネル乱流をはじめとする多くの遷移・乱

流計算においては，空間の離散化にスペクトル法を用いた

DNSにより計算が行われることが多い (3)(10)．これらの手

法は，比較的高い精度が得られるという利点を持つ反面，ア

ルゴリズムが難解であり，境界条件の取り扱いが複雑である．

さらに，高速フーリエ変換 (Fast Fourier Transform, FFT)

を多用するために，計算時間が長くかかるという短所も併

せ持つ．これに対し，近年，気体分子運動論に基づく計算手
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Fig. 1 Lattice gas models used in the present study: (a)

9-velocity model; (b) 15-velocity model.

法として提案された格子ボルツマン法 (Lattice Boltzmann

Method, 以下 LBMと略記する)(11)～(13) は，非圧縮性流体

に対しても従来の数値解法のような圧力を求める工夫が必要

ないためアルゴリズムが簡単であり，また並列計算にも適し

ているという特徴を持ち，多孔質内流れや混相流などの複雑

流れの計算に適用され成功を収めている．特に，Inamuro(14)

により LBM の改良版として提案された Lattice Kinetic ス

キーム (以下 LKSと略記する)は，高レイノルズ数域での数

値安定性の確保や計算機メモリーの削減など，通常の LBM

における課題のいくつかを克服した新しい計算手法として注

目されている．

そこで本研究では，二次元チャンネル乱流に対して LKS

を用いた再層流化現象の数値解析を行うことを目的とした．

また，乱れエネルギーに着目し乱流の持続時間を算出するこ

とによって，チャンネル乱流の持続時間とレイノルズ数との

関係を調べることにした．

2. 数値計算法

使用する物理量はすべて，代表長さ L，粒子の代表速さ c，

時間スケール t0 = L/U (U : 流れの代表速さ)，および代表密

度 ρ0を用いて無次元化したものである (13).格子気体モデル

としては，2次元問題には 9速度モデル，3次元問題には 15

速度モデルを使用した (Fig. 1 参照)．各モデルにおける粒子

の速度ベクトル ci はそれぞれ，

[c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7, c8, c9]

=

[
0 1 0 −1 0 1 −1 −1 1

0 0 1 0 −1 1 1 −1 −1

]
(1)

および，

[c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7, c8, c9, c10, c11, c12, c13, c14, c15]

=

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 −1 0 0 0 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

0 0 1 0 −1 0 0 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1

0 0 0 0 0 1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

⎤
⎥⎥⎦ (2)

で与えられる．以下の説明では，3 次元 15 速度モデルに対

して行う．この速度モデルを用いた LKS では，時刻 t にお

ける格子点 xでの流体の密度 ρおよび流速 uが，それぞれ

次のように定義される．

ρ(x, t) =

15∑
i=1

feq
i (x − ciΔx, t − Δt) (3)

u(x, t) =
1

ρ(x, t)

15∑
i=1

cif
eq
i (x − ciΔx, t − Δt) (4)

ここで，feq
i は次式で与えられる．

feq
i = Eiρ

[
1 + 3ciβuβ +

9

2
ciβciγuβuγ − 3

2
uβuβ

+AΔx

(
∂uγ

∂xβ
+

∂uβ

∂xγ

)
ciβciγ

]
(5)

ここで，E1 = 2/9, Ei = 1/9(i = 2, 3, . . . , 7), Ei = 1/72(i =

8, 9, . . . , 15) である．式 (5)において，β, γ = x, y, z であり

(添字はデカルト座標系を表し，総和規約に従う)，A = O(1)

は粘性を決定するパラメータ，ΔxおよびΔtはそれぞれ，格子

間隔および時間刻みである．Δtは，粒子がちょうど隣の格子

点まで移動する時間と等しくなるように選ばれ，Δt = ShΔx

(Sh = U/cはストローハル数)となる．

圧力 pと流体の密度 ρには以下の関係がある．

p =
ρ

3
(6)

流体の動粘性係数 ν は，式 (5)中の定数 AとΔxを用いて以

下のように与えられる．

ν =

(
1

6
− 2

9
A

)
Δx (7)

また，式 (5)の中に現れる流速の一階微分には，次の二次精

度中心差分近似を用いた．

∂uγ

∂xβ
≈ 1

10Δx

15∑
i=2

ciβuγ(x + ciΔx) (8)

なお，漸近理論 (S展開)(15) を用いると，LKSにおいても

LBMの場合 (16) と同様に，非圧縮性粘性流体の流速および

圧力を相対誤差 = O[(Δx)2]で計算できることが示されてい

る (14)．
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Fig. 2 Time evolution of the disturbance amplitude: —,

present result by LKS; - - -, by DNS.

3. 計算結果および考察

3.1. 遷移過程の計算 ( 二次元計算 )

まず本手法を用いて，層流・乱流遷移過程の計算がどの程

度正確に行えるかを確認するために，スペクトル法を用いた

DNSとの比較を行った．計算は簡単のため，いずれも 2 次

元領域 Lx × Ly = 2πδ × 2δ（δ : チャンネル半幅）において

行った．本研究では，二次元チャンネル流において固有値問

題を解くことにより得られた Orr-Sommerfeld解 (17) を初期

値に用い，その撹乱振幅の時間変化を調べることで比較を

行った．Orszag and Kells(10) はスペクトル法に基づくDNS

を用いて平面ポアズイユ流およびクエット流に対して，これ

らの詳細な解析を行い多くの知見を得ている．このことか

ら，同現象を用いて両計算手法を比較することは LKSの遷

移過程計算の妥当性を評価するのに有用であると考えられ

る．DNSでは，流れ方向 (x 方向)にフーリエ・スペクトル

法を適用しモード数を 16とした．一方，流れ垂直方向 (y 方

向) に対しては，チェビシェフ・コロケーション法を適用し

モード数を 33とした．その他DNSに用いた数値計算法の詳

細は文献 (10)を参照されたい．LKSにおいては，上記領域

を一辺Δxの正方格子を用いて，x方向に 835，y方向に 265

分割した．境界条件として，領域上下にはすべりなし境界条

件，流入・流出口には圧力差Δpを伴う周期境界条件を適用

した．また，このときのチャンネル半幅 δ とチャンネル中心

流速 Uc に基づくレイノルズ数 Reは両者とも 1000 である．

なお，LKSも LBMと場合と同様に圧縮性の効果による誤差

が生じ，その大きさはマッハ数の二乗のオーダーであること

がわかっている．よって以下のすべての計算では，この誤差

をできる限り小さくするために，計算領域全体における流れ

方向の流速 |ux|の最大値が 0.1以下になるように Δpの値を

与えた．

計算結果を Fig. 2 に示す．横軸は無次元時間 t∗ = tUc/δ

であり，縦軸は撹乱振幅である．LKSと DNSとの結果を比

較すると, LKSの方が振動的であるが，両者の結果は良好に

一致することがわかる．このことから，LKS においても十
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Fig. 3 Mean velocity profiles: —, present results; - - -,

DNS results by Tanaka et al.(18)
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Fig. 4 Root-mean-square (r.m.s.) values of streamwise,

spanwise and wall-normal velocities.

分な格子数を用いることでスペクトル法に基づくDNSと同

様，乱流への遷移計算に十分に有用な数値計算手法であると

言える．

3.2. 遷移過程の計算 ( 三次元計算 )

計算領域を Lx ×Ly ×Lz = 314Δx× 156Δx× 50Δx とし，

入口面の中心を原点とする座標系を流れ方向に x, スパン方

向に y，流れ垂直方向に z と定義する．境界条件は，領域の

上下面にはすべりなし境界条件，領域側面には周期境界条件

を適用した．また，流入・流出面に対しては圧力差を伴う周

期境界条件を適用した．ここで，圧力差Δpは，遷移過程に

おける各時刻で流量が一定となるように与えた．時刻 t = 0

の初期条件として，平面ポアズイユ流の厳密解にその中心流

速の 0.4パーセントの振幅を持つ正弦波状撹乱を加えたもの

を固体壁以外の全領域に与え，流れを層流から乱流へ遷移さ

せた．以下では，先に定義したレイノルズ数 Re に加え，δ

および壁面摩擦速度 uτ に基づくレイノルズ数 Reτ も適宜用

いる．

計算結果として，Re = 3000 (Reτ = 119) のときの時間お

よび空間平均された流速分布 ūx ならびに乱れ強さ ux, r.m.s.,

uy, r.m.s., uz, r.m.s.（各方向の流速の r.m.s. 値）をそれぞれ

Fig. 3および Fig. 4に示す．グラフ中の横軸は，δを用いて無

次元化した z 座標を表す．ux, r.m.s. の分布は壁面寄りにピー

クを持ち，その他の uy, r.m.s.，uz, r.m.s. に比較して大きな値

を持つことがわかる．このことから，本計算結果が低レイノ

ルズ数における壁乱流の一般的特徴をよく捉えていること

がわかる．他の研究者による低レイノルズ数乱流の DNSの
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Fig. 5 Time evolution of iso-surface of streamwise velocity

(|ux| = 0.065) from laminar to turbulent flow: (a) t∗ = 4.48;

(b) t∗ = 403; (c) t∗ = 806 (t∗ = tUc/δ).

結果 (3) および乱れ強さの分布の実験結果 (2) と比較すると，

本計算における壁面近傍の空間解像度が十分とは言えない

ため完全な一致は見られないが，乱れエネルギーに関しては

その影響は小さいと予想され，本計算では妥当な結果が得ら

れていると考えた．なお，ここで述べた空間解像度の問題に

対しては今後，大規模領域の解析を行うための並列計算の実

施，あるいは不等間隔格子のLBM(19)や任意形状のメッシュ

を用いた LKS(20)の適用など，壁面近傍における解像度を向

上させるための対策が必要である．

次に，ある時刻における流れ場の様子をFig. 5およびFig. 6

に示す．ここで，Fig. 6は Fig. 5と同時刻における断面 z/δ =

0.9での流れ方向流速 ux の等数値線図である．(a) t∗ = 4.48

では，流れは初期撹乱と層流解に支配されており，特に Fig. 5

を見ると，まだ初期撹乱の影響が強く残っていることがわか

る．(b) t∗ = 403では，流れ方向およびスパン方向に撹乱が

成長している様子が確認される．また，Fig. 6からは，図の

中央付近に強い速度勾配を持った領域が形成されはじめてい
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Fig. 6 Time evolution of contour of streamwise velocity on

z/δ = 0.9. The contour interval is 0.005: (a) t∗ = 4.48;

(b) t∗ = 403; (c) t∗ = 806 (t∗ = tUc/δ).
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Fig. 7 Time variation of turbulent energy for different

Reynolds numbers (600 ≤ Re ≤ 1230). The data are plotted

on semi-log scales (t∗ = tUc/δ).

ることがわかる．(c) t∗ = 806になると，流れ場中に二本の

高速ストリークが確認できる．さらに，Fig. 6 においては，
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Fig. 8 Time evolution of iso-surface of streamwise veloc-

ity (|ux| = 0.013 and 0.027) in the relaminarization for

different Reynolds number: (a) Re = 600; (b) Re = 1230

(t∗ = tUc/δ).

二本の高速ストリークの間に一本の低速ストリークが発達

していることがわかる．以上より，t∗ = 806 で十分に発達

した乱流が得られたと考えた．なお，この遷移過程の計算を

t∗ ≈ 1300まで継続して実施したが，数値粘性による再層流

化は起こらないことを確認している．このことから，LKSは

二次精度のスキームであるが数値粘性による効果は非常に小

さいと考えられ，以下の計算結果は物理的に妥当なものであ

ると判断した．

3.3. 再層流化過程の計算

前節で得られた時刻 t∗ = 806におけるチャンネル乱流の結

果を初期値とし，粘性を瞬間的に増加させることでレイノル

ズ数を Re = 600～1230の範囲に変化させ，再層流化現象の

計算を行った．Fig. 7は，この変化を施したことによる過渡

状態後において，乱れエネルギーの時間変化を各レイノルズ

数に対して片対数プロットしたものである．横軸は無次元時

間 t∗ = tUc/δであり，再層流の開始時刻をあらためて t∗ = 0

としている（つまり，以下の無次元時刻は，粘性を瞬間的に

増加させてからの時間を意味する）．一方，縦軸は乱れエネ

ルギー E/Eturb を表している．ここで，Eturb は初期値に用

いた乱流の乱れエネルギーである．このグラフより，乱れエ

ネルギーが時間とともにほぼ指数関数的に減衰しているこ
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Fig. 9 Relation between the inverse of half-lifetime of tur-

bulence and Reynolds number: (a) present result in channel

flow; (b) numerical result in pipe flow by Hof et al.(5)

とがわかる．また，レイノルズ数の増加に伴い，その傾きは

緩やかになることがわかる．これは，レイノルズ数の増加と

ともに流れは乱流の維持が容易となるため，乱れエネルギー

の散逸が行われにくくなることが要因と考えられる．また，

このような指数関数的減少は，Peixinho and Mullin(7) によ

る円管内乱流の再層流化実験における平衡パフの時間変化と

同様であり，乱流の持続時間がレイノルズ数の増加とともに

増大するという点でも，定性的に一致する結果が得られてい

る．次に，Fig. 8に Re = 600および 1230に対する流れ方向

速度の等数値面を t∗ = 50, 250, 500 の各時刻において示す．

いずれのケースにおいても，乱れは減少し層流状態へ向かっ

ていることが確認できる．ここで，Re = 600では，t∗ = 500

においてほとんど再層流化していることがわかる．これに対

し，Re = 1230では，時刻が経過して t∗ = 500になってもま

だ乱流状態が維持されていることがわかる．前述の乱れエネ

ルギーの時間変化がレイノルズ数の増加につれて緩やかに変

化していくという事実は，この結果からも確認することがで

きる．

最後に，乱れエネルギーの半減期 τ を計算した．半減期 τ

は，Fig. 7のデータに対して最小二乗近似を施し，得られた

傾きの絶対値（減衰率）α を用いて τ = (log10 2)/α で求め



た．半減期 τ の逆数を各々のレイノルズ数に対してプロット

したものを Fig. 9 に示す．Fig. 9 (a) より, Re = 600～1230

の範囲においては τ−1 が指数関数的に減少し 0 に漸近して

いる．なお，比較のために，Hofら (5) が DNSにより行った

円管内乱流の再層流化現象の解析結果を Fig. 9 (b) に示す．

これらの図から，両者は良く似た傾向を示しており，円管内

乱流とチャンネル乱流の間には再層流化の過程に類似性があ

るものと考えられる．ただし，τ が大きくなった場合のデー

タにはその見積もりに不確定な要素があり，この付近の τ に

ついての関数を決定するにはさらなる解析が必要である．

4. おわりに

格子ボルツマン法に基づく Lattice Kinetic スキームを用

いて，チャンネル乱流の再層流化現象の数値シミュレーショ

ンを行った．二次元チャンネル乱流の乱れエネルギーは，時

間とともに指数関数的に減衰することがわかった．また，乱

れエネルギーの半減期とレイノルズ数との関係を調べること

により，チャンネル乱流の再層流化の過程は，円管内乱流の

場合と類似性があることが示唆された．

今後は，さらに大きな領域に対する数値計算を実施し，本

解析で得られた乱れエネルギーの半減期が大きくなる付近

（Re = 1230付近）を詳細に調べることが課題である．
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