
計算数理工学論文集 Vol. 7, No.2 (2008年 3月), 論文No. 14-080317 JASCOME

任意の比熱比を有する2次元オイラー方程式に対する
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We propose a two-dimensional lattice Boltzmann model for compressible Euler equation.

Ten weight functions are needed to satisfy ten conditions for the derivation of the mass,

momentum, and energy conservation equations with arbitrary specific heat ratio. Some of

the conditions are needed to introduce the energy level that is the difference between the

total energy and the internal energy. We add ten different groups of the discrete velocities

corresponding to the ten weight functions. This LB model is able to ensure the numerical

stability for the calculation of the shock wave problem at Mach number less than 0.92.

Numerical simulations agree well with exact solutions for adiabatic sound propagation

with a wide range of specific heat ratio. The numerical examples show that the model

can be used to simulate Sod’s and Roe’s shock tube problems with arbitrary specific heat

ratio.
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1. はじめに

格子ボルツマン法（Lattice Boltzmann Method, LBM）(1)

は，1) 線形な対流過程からナビエ・ストークス方程式の非

線形な対流過程が導出でき，2) 時間と空間に対し 2 次精度

を有し，3) ポアソン方程式の反復計算が不要であり，4) 並

列処理計算機への適用性が高く，5) 境界条件の設定が容易

であることなどから，非圧縮性流体解析のみならず，圧縮性

流体，混相流，自然対流など様々な流体解析に適用されてい

る (2, 3, 4)．チャップマン・エンスコーグ展開により LBEか

ら導出される方程式は，圧縮性流体に対する方程式系であ

る．エネルギ方程式の導出を可能にすることで，圧縮性流体

解析に対する格子ボルツマンモデルが多数提案されている
(5)−(10)．しかし，F. J. Alexander(6) らによって提案された

モデルでは，比熱比が 2に固定されていた．この問題に対し，

Y. Guangwu(7) や片岡 (8) らはエネルギ・レベルを導入する

ことで，比熱比を任意の値に設定可能にした．片岡らは ηkか

ら導出されるエネルギ
∑

k

∑
m fkmη2

k/2と離散速度に基づく

エネルギ
∑

k

∑
m fkmc2

k/2の和によって，全エネルギ E を定
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義したのに対し，Y. Guangwuらは，エネルギ・レベル εk か

ら導出されるエネルギ
∑

k

∑
m fkmεkのみで全エネルギEを

定義している．これらのモデルの平衡分布関数には，流速 u

周りにテーラー展開されたマクスウェル・ボルツマン分布が，

そのままの形式では使われていない．渡利 (9, 10) は，7階テ

ンソルまで等方な正八角形の離散速度を用いることで，マク

スウェル・ボルツマン分布形の平衡分布関数に対応した圧縮

性流体解析モデルの提案に成功している．ただし，正八角形

の離散格子を用いるため，従来型の格子ボルツマン法には適

用されず，離散速度格子と空間格子とが分離された FDLBM

（Finite Difference Lattice Boltzmann Method）(11) が用い

られている．

本研究では，u周りにテーラー展開されたマクスウェル・

ボルツマン分布の平衡分布関数を用い，2次元オイラー方程

式に対し，比熱比を任意に設定できる格子ボルツマンモデル

を提案する．離散速度の方向に π/4× n (nは整数)以外の向

きを用いても，オイラー方程式の導出が可能であり，計算精

度および数値的安定性が保証されることを，音速の計測計算

と，比熱比 γ = 1.4における Sodと Roeの衝撃波管問題によ



り検証する．

2. 格子ボルツマン法

格子ボルツマン法では，分布関数 fkm(x, t) が，以下の動

力学方程式に従い運動する．

fkm(x + ckmδt, t + δt) − fkm(x, t)

= −fkm(x, t) − feq
km(x, t)

τ
. (1)

ここで，ckm は離散速度ベクトル，kは離散速度の大きさ

に対するインデックス，m は離散速度の方向に対するイン

デックス，τ は緩和時間である．feq
km(x, t)は平衡分布関数で

あり，u3 までテーラー展開したマクスウェル・ボルツマン分

布で与えられる．

feq
km = ρwk

[(
1 − u2

2e

)
+

1

e

(
1 − u2

2e

)
(ckm · u)

+
1

2e2
(ckm · u)2 +

1

6e3
(ckm · u)3

]
. (2)

ρ は密度，wk は重み関数を表す．渡利や片岡が提案した

ように，エネルギに自由度 ηk を加えることで，密度 ρ，流速

uα，全エネルギ E が，

ρ =
∑

k

∑
m

fkm, (3)

ρuα =
∑

k

∑
m

fkmckmα, (4)

ρ
(
E +

u2

2

)
=

∑
k

∑
m

fkm

( c2
k

2
+ ηk

)
, (5)

のように定義される．ここで，全エネルギ E と内部エネル

ギ eは比熱比 γ に関して，

e = (γ − 1)E, (6)

の関係がある．本研究では，式 (1)から

∂ρ

∂t
+

∂ρuα

∂xα
= 0, (7)

∂ρuα

∂t
+

∂ρuαuβ

∂xβ
+

∂P

∂xα
= 0, (8)

∂

∂t

[
ρ
(
E +

u2

2

)]
+

∂

∂xα

[
ρuα

(
E +

u2

2

)]
+

∂Puα

∂xα
= 0, (9)

を導出する．ここで，P は圧力であり，状態方程式，

P = ρe, (10)

を満足する．温度 T と音速 aは，それぞれ，

T = e, (11)

a =
√

γe, (12)

のように定義される．式 (7)-(9)の導出のための平衡分布関

数に対する条件は，

∑
k

∑
m

feq
km = ρ, (13)

∑
k

∑
m

feq
kmckmα = ρuα, (14)

∑
k

∑
m

feq
kmckmαckmβ = ρeδαβ + ρuαuβ , (15)

∑
k

∑
m

feq
km

c2
k

2
ckmα = ρuα

(
2e +

u2

2

)
, (16)

∑
k

∑
m

feq
kmηk = ρE − ρe =

2 − γ

γ − 1
ρe, (17)

∑
k

∑
m

feq
kmckmαηk = (ρE − ρe)uα =

2 − γ

γ − 1
ρeuα, (18)

である．ここで，δαβ はクロネッカーのデルタ関数であり，

δαβ =

{
1 α = β,

0 α ̸= β,
(19)

のように定義される．本論文中の ηk は，片岡や渡利らによっ

て用いられた η2
k/2と同等である．

式 (2)の重み係数wkを適切に設定することで，式 (13)-(18)

の条件を満足させることができる．重み係数 wk に対する条

件として，式 (13)から，

∑
k

∑
m

wk = 1, (20)

∑
k

∑
m

wkckmαckmβ = eδαβ , (21)



が，式 (14)から，

∑
k

∑
m

wkckmαckmβckmλckmζ = e2∆αβλζ , (22)

が導出される．ここで，

∆αβλζ = δαβδλζ + δαλδβζ + δαζδβλ, (23)

である．式 (16)から，

∑
k

∑
m

wkc2
kckmαckmβckmλckmζ = 6e3∆αβλζ , (24)

が得られる．式 (17)から，

∑
k

∑
m

wkηk =
2 − γ

γ − 1
e, (25)

∑
k

∑
m

wkηkckmαckmβ =
2 − γ

γ − 1
e2δαβ , (26)

が，式 (18)から，

∑
k

∑
m

wkηkckmαckmβckmλckmζ =
2 − γ

γ − 1
e3∆αβλζ , (27)

が導出される．

式 (20)-(27)の α，β，λ，ζ についてアインシュタインの縮

約規則に従い整理すると，wk に対して，2 次元モデルでは

10個の拘束条件が得られる．例えば，Fig.1(a)に示される 2

次元 25速度モデルでは，重み関数は w0 から w6 までの 7つ

になるため，更に 3個の重みを増やす必要がある．重み関数

wk は離散速度の大きさに対応して 1つ定義されるため，重

み関数を付加するためには，離散速度の数を増加しなければ

ならない．Fig.1(b) に示す c(±2,±1) と c(±1,±2) で構成さ

れる離散速度に対し重み w7 を定義し，Fig.1(c)，(d)に示す

c(±3,±1) と c(±1,±3)，c(±3,±2) と c(±2,±3) で構成され

る離散速度に対し，それぞれ，重み w8，w9 を定義する．本

モデルでは，Fig.1(a)の 2次元 25速度モデルに，テンソルの

等方性を有する，Fig.1(b)，(c)，(d)の離散速度を付加するこ

とで，重み関数の数を増やす．Fig.1(a)の w0 と w7-w9 に対

する離散速度上にのみ，エネルギ・レベル ηk を一定値 ηとし

て与え，w1-w6 には対しては ηk = 0とすると，式 (20)-(27)

から，

w0 = 1 − 4(w1 + w2 + w3 + w4 + w5 + w6)

−8(w7 + w8 + w9), (28)

(a) 2D25Q model (b) (±c,±2c)

(c) (±c,±3c) (d) (±2c,±3c)

Fig. 1 Schematic of lattice nodes

w1 = − 1

16464c6

(
−9072c6 + 12348c4e − 8722c2e2 + 2688e3

+
2 − γ

η(γ − 1)
c2e(9072c4 − 6835c2e + 1917e2)

)
, (29)

w2 = − 1

32928c6

(
9072c6 − 24696c4e + 22099c2e2 − 7833e3

− 2 − γ

η(γ − 1)
c2e(9072c4 − 9432c2e + 2652e2)

)
, (30)

w3 = − 1

41160c6

(
2268c6 − 3087c4e − 2450c2e2 + 2415e3

− 2 − γ

η(γ − 1)
c2e(2268c4 − 6376c2e + 2868e2)

)
, (31)

w4 = − 1

41160c6

(
−1134c6 + 3087c4e − 3920c2e2 + 1365e3

+
2 − γ

η(γ − 1)
c2e(1134c4 + 144c2e + 258e2)

)
, (32)

w5 = − 1

246960c6

(
−1008c6 + 1372c4e + 1470c2e2 − 3360e3

+
2 − γ

η(γ − 1)
c2e(1008c4 − 6291c2e + 6093e2)

)
, (33)

w6 = − 1

493920c6

(
1008c6 − 2744c4e + 3675c2e2 − 1785e3

− 2 − γ

η(γ − 1)
c2e(1008c4 + 2088c2e − 1404e2)

)
, (34)

w7 =
2 − γ

η(γ − 1)

e2(99c2 − 37e)

1120c4
, (35)



w8 =
2 − γ

η(γ − 1)

e2(9e − 8c2)

840c4
, (36)

w9 =
2 − γ

η(γ − 1)

e2(3e − 5c2)

672c4
, (37)

のように，10個の重み関数 wk が一意に求まる．式 (35)-(37)

から明らかなように，γ = 2の場合，w7 = w8 = w9 = 0と

なり，式 (29)-(34)の各重み関数における比熱比 γ とエネル

ギ・レベル η に関する項もゼロになる．つまり，本 LBモデ

ルでは，重み関数に比熱比 γ に関する項を付加することによ

り，格子ボルツマン法において，比熱比が γ = 2と一定にな

る問題を解決している．

3. 計算結果

初期条件として密度分布に

ρL = 1.01　 x < 0, (38)

ρR = 1.00　 x ≥ 0, (39)

の小さな変動を与え，圧縮衝撃波の進行速度から，音速を計

測する．全領域を周期境界条件とし，初速度は全領域で 0で

ある．γ の値を変えた場合の，内部エネルギ eと音速との関

係を Fig.2に示す．ここで，格子サイズは 2, 000×2，c = 1.0，

η = 2.0c2，τ = 1.0 とする．式 (12) の関係を実線で，LBM

による計算結果を (◦)で示す．Fig.2より，全比熱比 γ に対し

て，計算結果が，理論値と一致していることが分る．

次に，γ = 1.4における Sodの衝撃波管問題 (12) に対する

計算結果を Fig.3に示す．Sodの衝撃波管問題では，初期条

件を次式のように設定する．

(ρL, uL, PL) = (1, 0, 1)　 x < 0, (40)

(ρR, uR, PR) = (0.125, 0, 0.1)　 x ≥ 0. (41)

格子点数は 300 × 2，格子間距離は c = 1.0，緩和時間は

τ = 1.0，エネルギ・レベルは η = 1.8c2 とした．本モデルに

よる計算結果を太線で，Y. Guangwu(7) の結果を細線で，厳

密解を破線で示す．Y. Guangwuの結果と比較し，数値拡散

が強くなっているが，Y. Guangwuのモデルで観察された圧

力分布 (Fig.3(b))や流速分布 (Fig.3(c))における数値振動が，

本モデルでは抑制されている．Y. Guangwuの LBモデルで

は，9速度正方格子 (2D9Q)モデルを 2つ重ね，静止粒子を

1つにした 17速度の離散速度モデルが用いられる (7)．1つ

の静止粒子に対するエネルギ・レベルを ε0 ，2種類の 9方向

の運動粒子に対するエネルギ・レベルを，それぞれ，ε1，ε2

とし，全エネルギは，

ρ
(
E +

u2

2

)
=

∑
k

∑
m

fkmεk, (42)
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Fig. 2 Numerical simulaitons of adiabatic sound speed as a

function of internal energy.

によって定義される．このため，Y. Guangwuのモデルでは，

エネルギ・レベル間の関係を調整するパラメータ λを含め，

ε0，ε1，ε2，τ，c の計 6個のパラメータを設定する必要があ

る．更に，平衡分布関数に u周りに展開したマクスウェル・

ボルツマン分布をそのまま利用していないため，平衡分布関

数内の各係数を設定する条件も付け加えられている．一方，

本モデルでは，特に条件式を付け加える必要なく，平衡分布

関数内の重み関数が，式 (28)-(37)のように一意に決定され，

調整パラメータは τ，c，η の 3個だけである．

最後に，γ = 1.4における Roeの衝撃波管問題 (13) に対す

る計算結果を Fig.4に示す．Roeの衝撃波管問題では，初期

条件を次式のように設定する．

(ρL, uL, PL) = (1,−1, 1.8)　 x < 0, (43)

(ρR, uR, PR) = (1, 1, 1.8)　 x ≥ 0. (44)

格子点数は 200 × 2，格子間距離は c = 2.0，緩和時間は

τ = 1.0，エネルギ・レベルは η = 1.0c2とした．本モデルによ

る計算結果を太線で，Y. Guangwu(7) の結果を細線で Fig.4

に示す．Fig.4(a)，(d)の x = 0において観察されるバルク粘

性による急激な密度およびエネルギ上昇が，Y. Guangwuの

結果と比較し，本モデルでは抑制されていることが分る．以

上の数値計算により，本 LBモデルによる圧縮性流体解析が

可能であることが証明された．

4. 結言

斜め方向の離散速度を用いることで，平衡分布関数が，u

周りにテーラー展開されたマクスウェル・ボルツマン分布で

定義される圧縮性流体解析格子ボルツマン法を，従来型の格

子上に定義できた．また，エネルギ・レベル ηk を導入する

ことにより，比熱比を任意の値に設定可能にした．比熱比と

初期温度を変え，本モデルの音速を計測したところ，マルチ

スケール展開から導出される音速の関係式に従うことが示さ

れた．γ = 1.4における Sodと Roeの衝撃波管問題に対する
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sults of Sod’s test. Output at t = 50.
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計算結果から，本モデルによって，圧縮性流体解析が可能で

あることが示された．なお，内部エネルギは 0.4 < e < 1.4，

比熱比は 1.4 < γ < 3.4の範囲で安定に計算ができ，衝撃波

管問題では，マッハ数が M = 0.926 までの亜音速流れの計

算が可能であった．ηk の値を各離散速度に対して一定とした

が，今後，Y. Guangwu(7) や渡利 (10) らのように，離散速度

の大きさによって ηk の値を変更することにより，数値拡散

や数値的安定性に影響があるか検証する必要がある．また，

オイラー方程式までの導出しか保証しなかったため，粘性項

の影響も考察する必要がある．
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