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This paper discusses linear solvers for finite element method of electromagnetic field analysis 

on parallel computers. The solvers using overlapping domain decomposition are effective 
methods for distributed memory computers. A preconditioner based on the Incomplete Cholesky 
decomposition is introduced for this method. The present method improves the convergence of 
iteration as well as scalability. The numerical results show that the combination of the present 
preconditioner and stabilized conjugate gradient methods results in good convergence and 
robustness for mesh distortion as well as the parallel efficiency in the magnetostatic analysis. 
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1. はじめに 
近年，電磁界の有限要素解析において，計算機の性能向

上により，三次元の大規模解析が可能になりつつある。こ

れにより，電磁機器の設計・開発に電磁界解析が利用され

るなっている。しかしながら，モータ等の電磁機器では，

積層鋼板がもっぱら用いられており，積層構造を考慮して

メッシュ分割するためには莫大な要素数が必要となる。さ

らに，電磁鋼板の非線形磁化特性も相まって，現在の計算

機を持ってしても，高精度な電磁界解析には多大な解析時

間を要する。最適化問題においても，繰り返し解析を行う

ため，解析時間の短縮が必要である。このように，電磁界

解析では，高速化がなおも重要な課題となっている。 
有限要素解析の高速化の方法の一つして並列計算があ

る。近年，CPU のクロックが頭打ちとなり，その代わり

マルチコア化が進んでおり，並列計算の重要度はますます

増加している。有限要素法の解析時間の大部分を占める連

立方程式の求解に対する並列計算は，様々な手法が提案さ

れており，多くの報告例がある(1)-(4)。中でも領域分割法は，

代表的な手法の一つである(1)-(2)。この手法では，解析領域

をいくつかの領域に分割して，それぞれに PE（Processing 
Element）を割り当てるものである。 

一方，電磁界の有限要素解析において，前処理付き共役

勾配法 PCG(Preconditioned Conjugate Gradient)法の中

でも IC（Incomplete Cholesky）分解を前処理とする ICCG

法が連立方程式の求解にもっぱら用いられている。しかし

ながら，分散メモリ環境下の領域分割法において，IC 分

解による前処理行列の作成には，分割された他の領域に対

応する係数行列の情報が必要となり，PE 間の通信量が多

くなる。そして，領域をまたがる項の計算を省略すること

で通信量を減らすと，ICCG 法の収束性が悪化する。そこ

で，領域を互いにオーバーラップさせて領域分割を行い，

収束性を改善する方法が提案されている。 
本論文では，オーバーラップした領域分割法において，

IC 分解をもとにして，反復計算時の通信量を削減するこ

とができる前処理方法に注目した(4)。この方法を電磁界の

辺要素有限要素解析に適用できるよう拡張した。この方法

では通信量を減らせる半面，前処理行列が非対称となるた

めに，CG 法を用いることができず，非対称係数行列用の

クリロフ部分空間法を用いる必要がある。非対称向けのこ

れらの手法には，いくつかの手法が知られている。そこで，

電磁界有限要素解析において，この前処理方法といくつか

のクリロフ部分空間法とを組み合わせて，その有効性を確

認すると共に，従来手法との比較を行う。 
 
2. 定式化 
2･1 領域分割法 
電磁界の有限要素解析では，辺に未知数を置く辺要素が

もっぱら用いられている。そこで，参考文献(4)による領



域分割方法を辺要素に応用する。まず，全領域を分割し，

各PEに配分するために，解析領域の全ての辺の集合G を
重複しないように np個の集合 Gk (k＝1,2,..., np）に分割す

る。つぎに，集合 Gkに含まれる辺を少なくとも一つ所有

する要素の集合を と定義する。さらに，E に含まれる

辺の集合を

kE~ k
~

kG
~

と定義する。これらの定義により，Gkは kG
~

の部分集合となる。また，Gk
~

は分割した領域の境界付近

の辺をオーバーラップして保持していることになる。さら

に，すべての辺の集合 G から Gkへの投影演算子を Rkと

定義する。同様に G から kG
~

への投影演算子を kR~ と定義

する。例として Fig.１に示すような 3 角形辺要素によるメ

ッシュを考え，これを二つの領域に分割することを考え

る。今，全ての辺を G1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} ， G2 = {9, 
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18}に分割したとする。この

とき，オーバーラップした要素の集合 1
~E と 2

~E は図の点

線のようになる。そして，オーバーラップした辺の集合

1
~
G ， 2

~
G は 1

~
G = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}, 2

~
G  = 

{4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18}となる。 
 
2･2 PCG 法の並列化 
PCG 法はメッシュの質や，係数行列の条件数の悪化な

どに対して比較的ロバストであるために，有限要素解析に

おいて広く用いられている。一般的な PCG 法のアルゴリ

ズムを Fig.2 に示す(5)。この図において，行列 M は前処理

された係数行列である。オーバーラップした領域分割法に

おいて，前処理行列として次式を用いる。 

ズムを Fig.2 に示す(5)。この図において，行列 M は前処理

された係数行列である。オーバーラップした領域分割法に

おいて，前処理行列として次式を用いる。 
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ここで， はもとの係数行列 K を次式， ここで， はもとの係数行列 K を次式， kM kM
T
kkk RKRK ~~~

≡ T
kkk RKRK ~~~

≡  (2)  (2) 

を用いて分割した係数行列を用いて分割した係数行列 kKkK~ に対して前処理を行ったも

のである。PCG 法の実際の反復計算では，k 番目の PE は

自身が担当する領域に対応する kM~ のみを保持する。さら

に反復計算で用いるベクトル x, r, z, p, q はこれらのベクト

ルに制限演算子 kR~ を施したベクトル を

各 PE が保持することとする。従って，それぞれの PE は

オーバーラップしていない他の領域の情報を持たない。た

だし， M を解いてベクトル を求める際には，

他の PE が求めた の中から，オーバーラップし

ている辺に対応する成分のみを通信により取得し，自身が

求めた と足し合わせる必要がある。  
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本報告では，(1)式だけでなく，次式で定義される前処

理行列も試した。 
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(3)式の の項により行列 M の最大固有値が減少し，

条件数が小さくなるために PCG 法の収束性が改善される

ことが報告されている。また，この前処理行列を用いると，

PCG 法の反復において，オーバーラップした辺に対応す

るベクトル ~ の値を足し合わせる必要がない。そのため，

並列計算における通信量を減らすことができる。しかしな

がら，この前処理行列は非対称となるため，対称行列を前

提とした共役勾配法では収束しない。そのため，非対称行

列向けの解法と組み合わせる必要がある。 
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によって計算することができる。ここで q であり，

にはオーバーラップした辺に対応する項を持っていな

い。しかし，反復計算には

qk
k R≡

kq
kq~ が必要であるため，q k~ と q

の差分，すなわちオーバーラップしている辺に対応する成

分を他の PE から通信により取得する必要がある。 
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2･3 非対称係数行列向けの解法 
(3)式を用いた前処理を用いた場合，反復計算における

通信量を減らせる利点があるものの，前処理行列が非対称

行列になるために，PCG 法では収束しない。そのため非

対称向けの反復解法を用いる必要がある。PCG 法が属す

るクリロフ部分空間法では，解ベクトルの更新にクリロフ

部分空間の正規直交基底を求める必要がある。対称行列で

あれば，CG 法のように正規直交基底を容易に求めことが

可能である。しかしながら，非対称行列に対しては少ない
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14 
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Fig.1 An example of overlapping domain decomposition 

Compute r0 = b - Kx0 for some initial guess x0 
for i = 1, 2, ... 

solve M zi-1 = r i-1 

ρ i-1= r i-1
T zi-1 

if( i = 1) then 
p1 = z0 

else 
β i-1 = ρ i-1 / ρ i-2 
p i = zi-1 + β i-1 p i-1 

endif 
qi = Kpi 
αi = ρ i-1 /  p i

T qi 
xi = xi-1 + αi p i 
r i = r i-1 - αi qi 
check convergence 

end for
Fig.2 Algorithm for PCG method 



 
 

計算コストでこれを求めることは困難である。そのため，

多 く の 解 法 が 提 案 さ れ て い る 。 中 で も GMRES 
(generalized minimal residual method)法およびそのリ

スタート法は収束の安定性に優れているが，計算に必要な

メモリ量が大きいため，本研究では採用しなかった。そこ

で，本研究では収束の安定性と計算コストのバランスがよ

いと思われる BiCGSTAB 法，GPBiCG 法を採用した(6),(7)。

さらに，問題によっては CG 法よりも収束性が良いことが

報告されている共役残差（Conjugate Residual）法に属す

る GPBiCR 法も試した(8)。これらの解法において，反復

計算の前にシャドー残差ベクトルを設定する必要がある

(9)。このベクトルとして，初期残差ベクトル，定数ベクト

ル，[0, 1]区間の一様乱数の 3 種類を試し，最も収束が良

かった初期残差ベクトルを採用した。 
なお，これらの非対称向け手法を用いているが，解くべ

き問題の係数行列はあくまでも対称行列である。さらに

IC 分解を前処理に用いているので，非対称となる前処理

行列は陽には求めない。そのため，行列の上三角を計算機

に保持するだけでよく，メモリの使用量は ICCG 法とほぼ

同じである。 

 
3. 解析例 
前章までの定式化に基づいた領域分割法によるいくつ

かの解析例を示す。以下に示す例において，前処理として

シフトパラメータを導入した IC 分解を用い(10)，そのパラ

メータとして最も収束が良かった 1.12 を用いた。計算に

は 4PE（CPU: Pentium4 3.4GHz, PE につき CPU1 個）

で構成される HIT 社製の PC クラスタを用いた。ノード

間は 2 系統のギガビットイーサーネットで相互接続した

構成になっている。プログラム言語には C++，コンパイ

ラには Intel C++ Compiler8.0，並列計算ライブラリで

ある MPI（Message Passing Interface）には MPICH(11)

を用いた。 

シフトパラメータを導入した IC 分解を用い(10)，そのパラ

メータとして最も収束が良かった 1.12 を用いた。計算に

は 4PE（CPU: Pentium4 3.4GHz, PE につき CPU1 個）

で構成される HIT 社製の PC クラスタを用いた。ノード

間は 2 系統のギガビットイーサーネットで相互接続した

構成になっている。プログラム言語には C++，コンパイ

ラには Intel C++ Compiler8.0，並列計算ライブラリで

ある MPI（Message Passing Interface）には MPICH(11)

を用いた。 

3･1 計算時間の比較 3･1 計算時間の比較 
Fig.3 に示す磁気ヘッドモデルに対して静磁場線形解析

を行った。支配方程式は 
Fig.3 に示す磁気ヘッドモデルに対して静磁場線形解析

を行った。支配方程式は 
TA ×∇=×∇×∇ )( TA ×∇=×∇×∇ )(ν  (5) 

で与えられる。ここで，ν :磁気抵抗率，A：磁気ベクトル

ポテンシャル，T：電流ベクトルポテンシャルである。な

お，ベクトルポテンシャルの任意性により，係数行列は特

異となり，解は不定である。しかし，得られた解をもとに

計算される磁界分布は一意に決まり，さらに正則化せずに

不定のまま(5)式を解いた方が，収束がよいことが示され

ている(12)。収束判定は，残差ベクトル r と右辺ベクトル

に対して | とした。なお，反復終了時に得られ

る解ベクトルは各PEに分散されて保持されている。なお，

真に収束したことを検証するために，これらを一つの PE
に集約し，元の分割前の方程式に対する残差ベクトルを直

接計算したところ，収束判定条件を満足していることを確

認した。 

b
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Table 1 に PE 数を変えた場合の反復回数および計算時

間を掲げた。ここで ICCG 法は(1)式に基づく前処理を用

いたものであり，その他の手法は(3)式による前処理を用

いている。また，表中の時間は計算にかかった実経過時間

である。PE 数を増やすと，収束までに必要な反復回数が

概ね増加する傾向ある。これは IC 分解の際に，領域をま

たがる項を無視しているためである。反復回数を比較する

と，(3)式による前処理による提案手法は ICCG 法の半分

程度に抑えられている。しかし，一回の反復に必要な計算

量は ICCG 法の 2 倍程度必要であるため，計算時間を比

較すると，ICCG 法と同程度の計算時間となる。 
Fig.4 に PE 数が１の場合の計算時間を基準とした並列

計算による加速率を示す。どの方法も概ね線形に加速して

いることが分かる。また，ICCG 法よりも他の 3 手法の効

率が優れている。これは(3)式による前処理に必要な通信

量が(1)式のそれよりも少ないためであると推測される。

なお，より多ノード環境での加速率を評価するために，ス

ーパーコンピュータ（富士通 PRIMEQUEST580，16CPU
使用）を試したところ，同様にほぼ線形に加速率が伸びて

おり，ICCG 法よりも他の 3 手法の方が加速率が良いこと

を確認している。 
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Fig.3. Analysis model for magnetostatic analysis 

 

TABLE I RESULTS OF COMPUTATION TIME AGAINST NUMBER OF PES 
# of iterations (Computation time[s]) # of 

PEs ICCG BiCGStab GPBiCG GPBiCR 
1 297(162) 213(226) 172(198) 186(214) 
2 322(97) 199(117) 187(115) 191(117) 
3 334(76) 215(91) 179(80) 183(81) 
4 313(59) 197(70) 186(67) 173(62) 
Number of unknowns: 1,096,640, Number of elements: 354,816 
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Fig.4 Acceleration ratio against number of PEs 



3･2 安定性評価 
実用上，有限要素解析に用いる解法には計算速度だけで

なく，様々な条件に対する安定性も重要である。そこで，

前節で用いたモデルの一部の節点を動かすことで，偏平な

要素を含むメッシュを作成し，メッシュの質が収束性に与

える影響を調べた。一般に，偏平な要素が含まれると係数

行列の条件数が増大し，PCG 法の収束性が悪化すること

が知られている。Table II にその比較結果を示す。メッシ

ュが偏平になるにつれて，どの方法も反復回数が増加して

いるが，その増加率は同程度である。もともと，ICCG 法

は，このようなメッシュの質の悪化に対するロバスト性の

高さから広く用いられている。従って，ICCG 法以外の 3
手法も十分な安定性を持っていると言える。 

さらに領域分割の際の分割方向による収束性の影響度

を調べるために，Fig.5 に示した 3 種類の領域分割に対す

る収束性の違いを Table III に示す。どの手法も分割方法

には大きく影響を受けないことがわかる。このように提案

手法は良好な安定性を持っていることを確認した。 
 
4. 結言 
電磁界の有限要素解析における連立方程式の求解に，オ

ーバーラップした領域分割による並列計算を行った。従来

手法である ICCG 法および，反復計算における計算機間の

通信量を減らした前処理と非対称行列向けの解法を組み

合わせた手法との比較を数値実験により行った。その結

果，どの手法も並列計算による高速化および，メッシュの

質，分割方法に対するロバスト性を確認できた。特に高速

化に関しては BiCGSTAB 法，GPBiCG 法，GPBiCR 法が

優れている。これらの手法は非対称行列用の解法ではある

が，解くべき問題の行列が対称であることを利用して，メ

モリ使用量は ICCG 法と同程度である。また，提案手法は

反復計算中の通信量を減らすことを特徴としており，PC
グリッド環境のようなPE間の通信が低速な環境に有効な

方法であると思われる。今後，渦電流問題や非線形解析な

どに応用していく予定である。 
なお，本研究の一部は九州大学情報基盤研究開発センタ

ーの平成 19 年度公募研究プロジェクトの支援を受けて行

われた。 
 

TABLE II RESULTS OF ITERATIONS AGAINST MESH DISTORTION 
# of iterations  Mesh mean of 

flatness ICCG BiCGStab GPBiCG GPBiCR
A 4.47 313 197 183 173 
B 6.31 407 241 240 240 
C 14.71 698 455 414 406 

 
TABLE III RESULTS OF ITERATIONS AGAINST DECOMPOSITION 

# of iterations  Type ICCG BiCGStab GPBiCG GPBiCR 
I 313 197 183 173 
II 358 195 202 199 
III 370 218 186 189 

 

 
Fig.5 Illustration of three type of domain decomposition 
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