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This paper is concerned with an accurate eigenfrequency analysis of structural-acoustic

coupled problem, avoiding the fictitious eigenfrequency problem. In the present approach,

the acoustic field is approximated by the boundary element method, while the structure is

by the usual finite element method. It is well known that, without any care, the numerical

solution of external acoustic problem governed by Helmholtz equation is violated at the

eigenfrequencies of the internal problem, when the boundary integral equation method

is applied. As a method to avoid the fictitious eigenfrequency problem, there is the new

method proposed by Tanaka et al. In this proposed method, the Burton-Miller integral

equation is used at the some nodes of element, while the normal derivative boundary

integral equation multiplied by the same coupling parameter as in the Burton-Miller

expression is applied to the other nodes of element. The present paper demonstrates that

the fictitious eigenfrequency problem also occurs in structural-acoustic coupled problem,

and the proposed method avoids the problem in the coupled problem. The paper reports

how to recognize explicitly the eigenfrequencies of the coupled problem and calculate

accurately these values.
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1. 緒言
近年様々な分野において，環境問題に対する関心はますま

す高まっている．その中で，自動車や航空機の居室内騒音や
工場内外の騒音を評価し抑制することは快適性や作業効率を
向上させる観点から重要な工学的課題の一つである．これら
の騒音問題においては，音場の圧力が励振力となって境界面
をなす構造物を振動させることにより放射音が発生すると
ともに，その放射音はまた音場の振動に影響を与える．した
がって，これらの騒音問題は構造-音響連成系の振動問題と
して扱う必要があり，有限要素法や境界要素法などの数値解
析手法によりそのような騒音の評価や抑制を目的とした数値
解析が行われている．
本研究では，音場の解析に境界要素法を用い，構造物の解

析に有限要素法を用いることにより構造-音響連成問題の数値
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解析を行う．その際に，境界積分方程式を用いて Helmholtz

方程式に支配される無限領域を含む音場の外部境界値問題
を解く場合，あるいは内部問題において領域内に有界な孤立
部分があるような問題を解く場合には，見かけの固有振動数
問題の影響により解の精度が著しく低下するという問題が
生じる (1)(2)．見かけの固有振動数問題の回避手法としては
Burton-Miller 法 (3)(4) が知られているが，本研究では計算
効率の良い田中・荒井ら (5)(6) によって提案された手法を音
場の境界要素法解析に用いる．有限要素法による構造物の解
析には汎用構造解析プログラムMSC/NASTRANを用いた．
数値解析例によって，構造-音響連成問題においても見かけ
の固有振動数問題が生じることを示し，田中・荒井らによっ
て提案された手法がそのような問題に対しても有効であるこ
とを示す．
一方，振動および音響問題において，その系の振動特性お



よび音響特性は固有振動数および固有モードによって強く影
響を受ける．そのため，構造-音響連成系の振動問題におい
てもその系の固有振動数を調べることは実用上重要である．
境界要素解析による固有値解析は，最終的な代数方程式にお
ける未知境界量に関する係数行列の行列式の値が 0となる振
動数を探索して，固有振動数を求める方法が一般的である．
しかしながら，行列式の値が明確には 0に近づかず，固有振
動数を判別するのが困難な場合が多い．そこで，本研究では
係数行列の特異値を用いて構造-音響連成問題の固有値を探
索する方法を提案する．この探索方法と音場の境界要素解析
に田中・荒井らによって提案された手法を適用することによ
り，見かけの固有振動数問題を回避した高精度な構造-音響
連成問題の固有振動数探索が可能であることを数値解析例に
より示す．

2. 音場の境界要素法解析
本研究では，構造-音響連成問題における音場の境界要素

法解析に対して見かけの固有振動数問題を回避するために田
中・荒井らによって提案された手法 (以下 提案手法)を用い
る．見かけの固有振動数問題の回避手法には，通常の境界積
分方程式とその法線方向導関数境界積分方程式に複素数の
結合係数を乗じて線形結合した結合境界積分方程式を用い
る Burton-Miller法が知られている．提案手法は，境界節点
におけるソース点の配置位置により Burton-Miller型の結合
境界積分方程式とその結合係数を乗じた導関数境界積分方程
式を使い分ける方法で，全節点において Burton-Miller型の
結合境界積分方程式を用いる場合に比べ少ない計算量で係数
を計算することができる．本研究では，3次元構造-音響連成
問題における音場の解析に四角形境界 2次要素を用いて提案
手法を適用する．2つの境界積分方程式の適用方法に関して
は，ソース点が要素頂点に位置した場合に結合係数を乗じた
導関数境界積分方程式を適用し，中間節点に位置した場合に
結合境界積分方程式を適用した．
以下に，提案手法を用いる際に必要となる境界積分方程式

とその法線方向導関数境界積分方程式の定式化について簡単
に記述する．
2.1. 境界積分方程式 (OBIE)

微小振幅の振動を考えるものとし，角振動数 ω で定常振
動している場合には，音場の支配微分方程式は次の非同次
Helmholtz方程式となる (7)．

∇2p (x) + k2p (x) + f (x) = 0 (1)

ただし，p (x)は音圧，f (x)は内部音場の集中音源等を表す
ソース項である．また，kは波数であり，角振動数 ω と波の
伝播速度 cにより次のように表される．

k =
ω

c
(2)

式 (1)において，境界条件は以下のように与えられる．

p (x) = p̄ (x) (3)

q (x) =
∂p

∂n
(x) = q̄ (x) (4)

ここで，q (x)は境界の外向き法線方向の粒子速度 v (x)と媒
質密度 ρを用いて以下のように表すことができる．

q (x) = −iωρv (x) (5)

ただし，iは虚数単位を表す．
Helmholtz 方程式 (1) に対して，関数 f (x) として集中音

源を想定し，一様ポテンシャル条件を考慮した境界要素法に
よる定式化を行うことで以下の境界積分方程式を得る (1)(8)

．
∫

Γ

{q∗ (x, y)−Q∗ (x, y)} p (x) dΓ(x)

+

∫

Γ

Q∗ (x, y) {p(x)− p(y)} dΓ(x)

= −iωρ

∫

Γ

p∗ (x, y) v(x)dΓ(x) + Ip∗ (xs, y) (6)

ただし Γは音場の境界を表わす．また，I は集中音源の強さ
であり，xs は音源の座標である．

3 次元問題の場合，基本解の成分はそれぞれ次のようで
ある．

p∗ (x, y) =
1

4πr
exp (−ikr) (7)

q∗ (x, y) = − 1

4πr2
(1 + ikr) exp (−ikr)

∂r

∂n
(x) (8)

Q∗ (x, y) = − 1

4πr2

∂r

∂n
(x) (9)

ここで，r はソース点 y と観測点 xとの距離である．
2.2. 法線方向導関数境界積分方程式 (NDBIE)

提案手法で用いる法線方向導関数境界積分方程式は，境界
積分方程式 (6)をソース点 y で微分した関係を，音圧の勾配
が一様である場を考えて正則化 (9) した次の式である．

∫

Γ

{
q̃∗ (x, y)− Q̃∗ (x, y)

}
p (x) dΓ(x)

+

∫

Γ

Q̃∗ (x, y) {p(x)− p(y)− rm (x, y) p,m (y)} dΓ(x)

= −iωρ

∫

Γ

{p̃∗ (x, y)− ũ∗ (x, y)} v(x)dΓ(x)

−iωρ

∫

Γ

ũ∗ (x, y) {v (x)− nm (x) p,m (y)} dΓ (x)

+ Ip̃∗ (xs, y) (10)

ただし rm = xm − ym であり，nm は外向き単位法線ベクト
ルの成分である．また (̃) = ∂()/∂n (y)であり，3次元問題に
対して基本解の各成分は以下のようになる．

ũ∗ (x, y) = − 1

4πr2

∂r

∂n
(y) (11)

Q̃∗ (x, y) =
1

4πr3

{
3

∂r

∂n
(x)

∂r

∂n
(y) + nj (x) nj (y)

}

(12)

p̃∗ (x, y) = − 1

4πr2
(1 + ikr) exp (−ikr)

∂r

∂n
(y) (13)

q̃∗ (x, y) =
1

4πr3

[{
3 (1 + ikr)− k2r2} ∂r

∂n
(x)

∂r

∂n
(y)

+ (1 + ikr) nj (x) nj (y)
]
exp (−ikr)

(14)



本研究では，ソース点が四角形境界 2次要素の中間節点に
配置された場合は，式 (6)と式 (10)を複素数の結合係数で線
形結合した境界積分方程式を用い，要素の頂点に配置された
場合は式 (10)に同じ結合係数を乗じた境界積分方程式を適
用する．結合係数に関しては，Cunefare-Koopmannら (4)に
従って i/k とした．

3. 構造-音響連成系の支配方程式
本研究では，音場の境界要素法解析に提案手法を適用し

て音場の支配方程式を導き，構造物の解析には有限要素法を
適用して構造系の支配方程式を導く．そして，構造物の変位
と音場の境界量である粒子速度を関係づける式と，音場の
音圧を構造物に作用するそれと等価な節点力に変換する式
を用いて音場の支配方程式と構造物の支配方程式を連立し，
構造-音響連成系の支配方程式を導く (10)．構造物の有限要
素解析における質量マトリックスおよび剛性マトリックスは
MSC/NASTRANとその DMAP(Direct Matrix Abstraction

Program)機能を用いて計算し出力したものを用いた．
以下に，音場および構造系の支配方程式と，構造-音響連

成系の支配方程式の導出について簡単に記述する．
3.1. 音場の支配方程式
音場の境界要素法解析に提案手法を適用し，境界要素によ

る離散化を行うことで，音場の支配方程式として次の連立方
程式を得る．

Hp = Gv + fa (15)

ただし，H，Gはそれぞれ境界上の音圧 p，粒子速度 vに関
する係数行列である．また，fa は集中音源に関するベクト
ルである．
3.2. 構造系の支配方程式
角振動数 ωで調和振動している構造系の支配方程式は，有

限要素法を用いることにより周波数領域において次のように
表される．

[
K + iωC − ω2M

]
x = fp + fe (16)

ただし，K，C，M はそれぞれ剛性マトリックス，減衰マト
リックス，質量マトリックスを表し，xは節点変位ベクトル
を表す．また，fp は構造物と音場の境界面での音圧によって
生じる外力ベクトル，fe はその他の一般的な外力ベクトル
を表す．
本研究では構造物の減衰を無視し，構造物には音圧に起因

する外力以外は加わらないものとする．このとき，式 (16)は
次のようになる．

[
K − ω2M

]
x = fp (17)

式 (17)の左辺係数行列をAと表すと，構造系の支配方程
式は次式のように表される．

Ax = fp (18)

3.3. 構造-音響連成系の支配方程式
まず，音場と構造物がそれぞれ 1 つからなる構造-音響連

成系の支配方程式の導出について記述する．式 (15) におけ

る境界量 pおよび vを音場と構造物の接合面となっている境
界 ΓI 上の境界量と，音場のみの境界 ΓS 上の境界量に分け
る．このとき，式 (15)は次式のように表すことができる．

[
HS HI

] {
pS

pI

}
=

[
GS GI

] {
vS

vI

}
+ fa (19)

ただし，上付添字 I，S はそれぞれ境界 ΓI，ΓS に関する諸
量であることを示す．
ここで，構造物の節点変位から音場の境界要素法解析にお

ける節点での法線方向変位を内挿するマトリックスを T とす
ると，調和振動を仮定していることにより次式が成り立つ．

vI = iωTx (20)

また，仮想仕事の原理より，境界 ΓI 上の音圧 pI から，構造
物に作用する等価な節点力ベクトル fp に変換するマトリッ
クスをRとすると次式が成り立つ．

fp = RpI (21)

マトリックス R は，音圧を分布荷重として扱い，有限要素
法において仮想仕事の原理により境界表面に作用する分布荷
重をそれと等価な節点荷重に変換する方法 (11) を用いて導
出することができる．
式 (18)，(19)，(20)，(21)を連立することにより構造-音響

連成系の支配方程式として次式を得る．
[
HS HI

0 R

]{
pS

pI

}
=

[
GS iωGIT

0 A

]{
vS

x

}
+

{
fa

0

}
(22)

ここで，式 (22)における係数行列のうちH，G，Aの成
分は波数 k または角振動数 ω の関数でありいずれも周波数
によってその大きさが変化するが，Rの成分は周波数によら
ず一定の値をとる．そのため式 (22) を用いると解析を行う
周波数によっては，最終的に解くべき代数方程式において係
数行列の成分のオーダーに極端な差が生じ行列の性質が悪く
なる．特に，すでにその成分が周波数の関数である Gに角
振動数 ω を乗じることは係数行列の性質を悪化させる原因
となり得る．そこで，本研究では式 (22)を変形して得られる
次式を構造-音響連成系の支配方程式として数値解析を行う．

[
HS HI

0 iωR

]{
pS

pI

}
=

[
GS GIT

0 A

]{
vS

iωx

}
+

{
fa

0

}
(23)

式 (23)を境界条件を考慮して解くことにより構造-音響連
成系の解を得ることができる．また，音場および構造物が複
数ある場合も同様に，それぞれの音場および構造物につい
て式 (15)，(18)を考え，音場と構造物の界面ごとに式 (20)，
(21)を考慮することで支配方程式を得ることができる．

4. 固有振動数の探索方法
本研究では特異値分解 (12) を用いて固有値解析を行う．式

(23)に境界条件を適用し整理することにより，構造-音響連成
系の支配方程式は最終的に次式のような代数方程式となる．

By = d (24)



Ω2
Ω1

x2

x3

O

x1

a

Elastic plate

a

a

l

: Point source

Ω2

Ω1 : Acoustic field 1

: Acoustic field 2

: Evaluation points

4
a

x1

x2

x3 : Nodal points

4
a

2
a

2
a

h

2
a

2
a

a

Fig. 1 Analysis model and its element discretization

ただし，B は係数行列，yは未知量ベクトル，dは既知ベク
トルである．
特異値分解を行った際に得られる特異値の数はその行列の

階数に等しいため，特異値の個数を調べることによりその行
列が正則かどうかを調べることができる．しかし，実際の数
値計算では特異値分解により得られた特異値において，どこ
からを 0とみなすかによってその行列の階数は変わってしま
うため，直接特異値の個数から判断するのは困難である．そ
こで，式 (24)の係数行列B を特異値分解し，得られた特異
値の中で最小の特異値 σ の値を調べる．それを周波数を変
化させるごとに行い，最小特異値 σ の周波数応答を求める．
周波数が固有振動数に一致するとき係数行列 B は正則でな
くなる，すなわち行列の階数が少なくとも 1階減じるため，
その振動数では最小特異値 σ は相対的に 0 に近づく．した
がって，最小特異値 σの周波数応答を調べることにより，そ
の値が 0に近づく周波数を固有振動数として求めることがで
きる．

5. 数値解析結果と考察
数値解析モデルとして，Fig. 1 の左図に示すように五面

が剛体壁により構成された一辺が a = 0.2 [m] の立方体の
開口部に弾性板を全周固定で取り付けた構造物と点音源が
無限の音場内に存在する問題を考える．立方体内部の音場
Ω1 の媒質はヘリウムを想定し媒質密度 ρ1 = 0.17 [kg/m3]，
伝播速度 c1 = 996.0 [m/s] とし，立方体外部の音場 Ω2 は
空気を想定し媒質密度 ρ2 = 1.2 [kg/m3]，伝播速度 c2 =

340.0 [m/s] とする．立方体内部と外部の音場の媒質を異な
るものとしたのは，見かけの固有振動数と本来の固有振動
数とを明確に区別するためである．弾性板の材料は黄銅と
し，Young 率 E = 102.97 [GPa]，Poisson 比 ν = 0.35，密
度 ρ = 8460.1 [kg/m3]，板厚 h = 0.941 [mm] とする．ま
た，音源は弾性板から l = 0.1 [m] の距離に，弾性板の中
央点上に配置し，音源の強さは 2.0 [Pa] とする．周波数は，
10 [Hz]～ 2 [kHz]までを 1 [Hz]刻みで解析を行なった．
この問題は音源を通り弾性板に垂直な軸を x2 軸，それに

直交する軸として x1 軸，x3 軸を Fig. 1の左図に示すように
定義する場合，x1-x2平面，x2-x3平面を対称面とする対称性
を有する．そのため，立方体内部の音圧の評価点は Fig. 1の

左図に示すように弾性板に向かい合う面上に 4点配置した．
音圧の評価は，この評価点 4 点での音圧の平均値の音圧レ
ベルにより行う．また，境界要素解析および有限要素解析に
おける要素分割はこの対称性を考慮して，対称面によって切
り取られる Fig. 1の右図に示す 1/4の立方体に対して行う．
境界要素法において要素は非適合四角形境界 2次要素とし，
1/4の立方体における内表面および外表面を，x1-x3 平面に
平行な 2面においてそれぞれ 16要素，それ以外の 2面にお
いてそれぞれ 32要素に均等に分割し，合計 96要素とした．
有限要素法による弾性板の解析においては，4辺形要素を用
い 1/4の弾性板を 16要素に均等に分割した．境界条件とし
て剛体面上の粒子速度を 0とし，弾性板の固定端上の節点に
おいて変位とすべての軸まわりの回転を 0とした．また，対
称性を考慮するために，弾性板を構成する節点のうち対称面
上に位置する節点において対称面と直交する軸方向変位を 0

とし，x2 軸まわりの回転を 0とした．
まず，評価点 4点における立方体内表面の音圧の周波数応

答を調べた．評価点 4 点での音圧の平均値を音場の解析に
提案手法を用いた場合と，比較のために通常の境界積分方程
式 (6) (以下 OBIE)を用いた場合について Fig. 2に音圧レベ
ルで示す．ただし，ka は立方体内部における波数 k に立方
体の長さ aを乗じることによって無次元化した波数である．
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Fig.2 Comparison of average SPL obtained by applying the

present method and obtained by applying OBIE

Fig. 2から，提案手法を用いた場合と OBIEを用いた場合と
で同様の結果を得ていることが分かる．解析を行った周波数
域においては，ka = 1.85付近で音場の解析に OBIEを用い
た場合には数値解が乱れた．その波数付近における平均音圧



の音圧レベルを Fig. 3に示す．Fig. 3に示されるように，提
案手法を用いた場合と比較すると OBIE を用いた場合には
数値解が乱れており，見かけの固有振動数問題による数値解
の乱れと考えられる．一方，提案手法を用いた場合には数値
解は乱れず見かけの固有振動数問題を回避できていることが
分かる．
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Fig. 3 Comparison of average SPL between ka = 1.844 and

1.868

次に，この解析モデルの固有振動数を求めることを考え
る．境界要素法を用いた固有値解析では，最終的に解くべ
き代数方程式における未知境界量に関する係数行列の行列
式の周波数応答を調べ，行列式の値が 0 となる振動数を固
有振動数として調べる方法が一般的である．そこで，構造-

音響連成問題の最終的に解くべき代数方程式 (24)における
係数行列 B の行列式の周波数応答を調べた．音場の解析に
提案手法を用いた場合の数値解析結果を Fig. 4 に，OBIE

を用いた場合の数値解析結果を Fig. 5 にそれぞれ示す．
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Fig. 4に示すように音場の解析に提案手法を用いた場合には
行列式の値が相対的に 0に近づく波数を確認することができ
ず，行列式の値から固有振動数を求めることは困難である．
一方，Fig. 5に示すように，OBIEを用いた場合には行列式
の値が極小となり相対的に 0に近づく波数を判別することが
できる．しかし，ka = 1.85付近は音圧の周波数応答から見
かけの固有振動数と考えられ，その波数付近において行列式
の値が極小値をとるのは見かけの固有振動数問題によるもの
と考えられる．このことから，音場の解析に OBIEを用いて
行列式の周波数応答から得られる固有振動数には見かけの固
有振動数が含まれるために，正確な固有振動数のみを判別す
ることは困難であることが分かる．そこで，係数行列 B を
特異値分解することで得られる最小特異値 σ の周波数応答
を調べ，この系の固有振動数の探索を行った．音場の解析に
提案手法を用いた場合の数値解析結果を Fig. 6に，OBIEを
用いた場合の数値解析結果を Fig. 7 に示す．Fig. 6，Fig. 7

に示すように音場の解析に提案手法および OBIE を用いた
場合ともに最小特異値 σ が相対的に 0 に近づく波数を判別
できることが分かる．
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ここで，この解析モデルの固有振動数はGuyら (13)によっ
て示された固有方程式によって求めることができる．最小特
異値 σ が相対的に 0 に近づく波数がこの問題の固有振動数
であることを確認するために，Newton法によって最小特異
値 σの値が極小となる波数を求めた．Table 1にGuyらの固
有方程式により与えられるこの解析モデルの固有振動数と，
音場の解析に提案手法を用いた場合およびOBIEを用いた場
合に最小特異値 σが極小となった波数をそれぞれ示す．Guy



らの固有方程式で与えられるこの問題の固有振動数は，立方
体内部の音場 Ω1 の固有振動数と弾性板の固有振動数の組み
合わせで決まるため，固有方程式から得られる固有振動数と
ともに，その固有振動数を与える内部音場 Ω1 と弾性板の固
有振動数の組み合わせも合わせて Table 1に示している．そ
の場合に，内部音場 Ω1 の固有振動数に関しては厳密解を用
い，弾性板の固有振動数に関しては MSC/NASTRAN を用
いた有限要素解析により得られた数値解を用いている．また，
Table 1に示している値は立方体内部における波数 k に立方
体の長さ aを乗じることによって無次元化した波数である．
音場の解析に OBIEを用いた場合には，Table 1に示すよう
に最小特異値 σの値が極小となる ka = 1.85付近に対応する
固有振動数は存在せず，見かけの固有振動数問題によって正
確な固有振動数を求められないことが確認できる．一方，音
場の解析に提案手法を用いた場合には最小特異値 σ の値が
極小となる振動数を調べることにより見かけの固有振動数問
題を回避して正確な固有振動数のみを精度よく求められるこ
とが確認できる．解析を行った周波数範囲では見かけの固有
振動数は 1つしか存在しなかったが，見かけの固有振動数が
多く存在する場合にも音場の解析に提案手法を用いることに
より数値解の精度を失うことなく正確な固有振動数を求める
ことができると考えられる．

Table 1 Eigenfrequencies estimated by the minimum sin-

gular value σ and analytical eigenfrequencies

Acoustic Plate Analytical Present OBIE

0 0.18293 0.19411 0.18748 0.18759

3.14159 0.67592 0.67498 0.67487 0.67502

3.14159 1.16285 1.16114 1.16025 1.16133

3.14159 1.60903 1.60647 1.60733 1.60640

- - - - 1.85648

3.14159 2.19278 2.18859 2.18686 2.19038

3.14159 2.19963 2.19541 2.19356 2.19745

Combination of
eigenfrequencies

Eigenfrequency of
 coupled system

6. 結論
音場の解析に境界要素法を用いた場合に，見かけの固有振

動数問題が構造-音響連成問題でも生じることを示し，その
ような問題に対しても田中・荒井らによって提案された手法
により見かけの固有振動数問題を回避した数値解が得られる
ことを確認した．提案手法は文献 (6) でも確認されているよ
うに，Burton-Miller 法に比べて係数行列の計算効率の面で
優位性があるため，数多くの要素を必要とするような高周波
数域の問題を取り扱う場合などに有利であると考えられる．
また，見かけの固有振動数問題が生じる構造-音響連成問

題について，提案手法を用いた場合の固有振動数の探索方法
について考察した．見かけの固有振動数問題を回避するため
に音場の解析に提案手法を用いた場合，構造-音響連成系の支
配方程式における係数行列の行列式からは固有振動数を正確
に求めることが困難であることを示した．行列式の零点を探
索する代わりに係数行列の特異値を用いた探索方法を導入し
て例題解析を行った．その数値解析結果から，音場の解析に

提案手法を用い係数行列の特異値の値を調べることにより，
見かけの固有振動数問題が生じる構造-音響連成問題に対し
ても固有振動数を正確に精度良く得られることを示した．
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