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The boundary element method is one of most powerful numerical tools in order to inves�

tigate the transport properties of nanoscale ballistic quantum devices� When a scattering

potential� however� is introduced to a system in a uniform magnetic �elds� the compu�

tational accuracy of conservation of the probability density gets worse� One of major

causes of it is excitation of �ctitious localized eigenstates coupling to the wavefunctions

on the portion of the emitter or of the collector� In the present study� a novel numerical

method is proposed to eliminate �ctitious localized modes by applying restriction of the

current conservation to the boundary element method� It is an application of a kind of

undetermined multiplier methods�
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�� はじめに

半導体デバイスの微細加工技術の急速な発展により、��年

ほど前から、半導体�絶縁体（例えば、GaAs�AlGaAs）ヘテ

ロ界面などに形成される �次元電子系では、平均自由行程は

試料サイズを上回り、試料内でほとんど非弾性も弾性散乱も

されないバリスティック（弾道）伝導が実現している。メゾ

スコピック物理の分野では、この �次元電子系に加工を施し、

運動を制限することにより、量子細線、量子ドットなどの構

造（デバイス）を作製し、コンダクタンスのフェルミエネル

ギー依存性、磁場依存性などの伝導特性を研究している。

デバイスの作製方法には半導体をエッチングにより物理的

に必要な形状にする方法と半導体の絶縁体側に必要な形状

の電極（スプリットゲート）を蒸着し、逆バイアスをかける

ことにより電子の通過できる場所を制御する方法がある。前

者では一度試料を作製すると閉じ込め形状を変更できない、

後者ではバイアス電圧を変化させることに閉じ込め領域を狭

くした、広くしたりできる。しかし、閉じ込め形状を根本的

に変化せることはできなかった。

近年、�つのポイントコンタクトで囲まれた量子ドットに、

走査型トンネル顕微鏡（STM）のプローブをスプリットゲー

トとして用いて、移動可能な散乱領域を導入した実験が考

案された。アリゾナ州立大と千葉大の共同研究では、STM

のプローブを量子ドット内を移動させながら電気抵抗の変

���� 年 � 月 � 日受付，���� 年 � 月 � 日受理

化を測定している ���。プローブの位置に対応する電気抵抗

を �次元的に配列し画像化したものを SGM �Scanning Gate

Microscopy�画像と呼ぶ。そのパタンの磁場変化、ハイパス

フィルターを用いた揺らぎの構造に興味深い現象が見出され

ている。SGM画像の構造が物理的に何を反映しているのか

は未だ不明であり、それを理解するために同系の数値解析が

必要とされている。

２連量子ポイントコンタクトの間に形成される量子ドット

はポイントコンタクトを形成するゲート電極の周りに発生す

る静電ポテンシャルにより電子を閉じ込める（Fig��）。図に

おいて、ポテンシャルは任意単位、長さは l � ��� � ����m

を単位としている。

本研究ではフェルミエネルギーの等エネルギー面（線）で電

子が閉じ込められるものとして、境界要素法を用いて解析を

行った（Fig��）。数値計算においては、量子ドットの両端に幅

wのリードが接続しているものとする。実験は w�l � ����	�

に対応している。また、実験におけるフェルミ波数（フェル

ミエネルギーを与える波数）は Kl � �
�����であるが、こ

の波数では対象とする磁場領域でグリーン関数の数値計算が

不可能であるので、数値計算では Kl � ��
とする。

伝導特性の磁場依存性を解析するために、一様磁場がか

かっている場合の境界要素法を用いる ���。

�� 定式化

x、y 軸を Fig�� のように定義し、平面に垂直な一様磁場
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Fig� � Model of electrostatic potential forming a quantum

dot and of a STM probe located at the center of the quantum
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Fig� � Model of a quantum dot with a scattering domain�

B � ��� �� B� を発生するベクトルポテンシャルを A�r� �

B��� x� ��とする。

以下では、長さとエネルギー �はそれぞれ磁気的長さ �B �p
�h�jeBjとサイクロトロンエネルギー �h�c ��c � jeBj�m��

を用いて無次元化する。このとき無次元化された全波数は

K � p
��と表される。ここで、e、m�はそれぞれ電子の電

荷、半導体内ので電子の有効質量である。また、無次元化し

た磁場を �B � eBl���hと定義する。

一様磁場が印加された量子ドット内のシュレディンガー方

程式の解は系の境界に沿った線積分を用いて

��r� �

I h
G�r� r�� ��r���r��

���r��r�G�r� r�� ��
i
� ndS�

��i
I
G�r� r�� ����r��A�r�� � ndS� ���

と表せる。ここで nは領域から外向き単位法線ベクトルで

ある。

グリーン関数 G�r� r�� ��は ���

G�r� r�� �� � ei�x
��x��y�y����G��z� ��

G��z� �� � �

�	
�� �

�
� ��U� �

�
� �� �� z�e�z�� ���

で与えられる。ただし、z � �r � r�����、U� �
�
� �� �� z�は

Kummer関数 ���である。

この積分表現を通常の境界要素法の手続きで数値的に解く
��� 。このとき、静電ポテンシャルによる壁においては、波

動関数 ��r� � �とする。リードを接続した部分の波動関数

は磁場がかかっていない場合の固有関数を用いてまた、入射

側のリード（エミッタ）内で n番目の横モードの電子波が入

射する時、エミッタでの波動関数は

�n�r� � u�n�r� �
X
l

rnl ul�r�� ���

ul�r� � exp ��iklx� sin
�
l�
d
�y � d

�
�
�
�

�n� l � �� �� � � � �

と書ける。ここで、kl �
q
k� � �l	�d�� を定義した。エミッ

タ部分では反射係数 rnlが未知変数である。

射出側のリード（コレクタ）での波動関数は同様に

�n�r� �
X
l

tnl wl�r�� ���

wl�r� � exp �iklx� sin
�
l�
d
�y � d

�
�
�

と表される。コレクタ部分では透過係数 tnl が未知変数で

ある。

n番目の伝導モードが入射した場合の反射率、透過率はそ

れぞれ

Rn �
NX
l��

kl
kn
jrnlj� 　 �
�

Tn �
NX
l��

kl
kn
jtnlj� ���

により計算される。ここで、N は最高次伝導モードであり、

本論文においては N � ��となる。

計算精度は確率保存の程度を用いて行う。そのため、確率

保存の程度を表す指標として

�n � �� Tn �Rn ���

を定義する。

Landauerの公式 ���を用いると、エミッタ、コレクタ間の

コンダクタンス Gは e��h�hは Plank定数�を単位として

G �

NX
n��

NX
l��

kl
kn
jtnlj� �	�

により計算される。

	� 境界要素法による計算結果

	��� 散乱体ない場合の計算結果

散乱ポテンシャルがない場合のコンダクタンス Gの磁場

依存性を Fig��に示す。散乱体がない場合の計算は、グリー

ン関数が解析的に発散する � � E��h�c が半整数となるよう

な磁場の極近傍以外では � 
 �� ���� であり、高精度な計

算が実現している。 �B � ��	において第 �� モードが入射し

た場合の確率密度 j��r�j� を Fig��に示す。

	��� SGM画像

量子ドット内に置かれた STM のプローブの影響を半径

a�l � ���の円柱状の無限に高いポテンシャルでモデル化す
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Fig� � Magnetic��eld dependence of the conductance in the

system without a scattering potential�

Fig� � j��r�j� for the ��th mode incidence and �B � ��	�

る。すなわち、円周上で波動関数 ��r� � �という境界条件

を付加する。

円の中心の位置を変化させながら、中心の位置にその場

合のコンダクタンスを配置したものが SGM 画像である。
�B � ��	の場合の SGM画像を Fig�
に示す。黒を最小値、白

Fig� 
 SGM image for �B � ��	�

を最大値として密度プロットしている。各々の位置での計算

についてもほとんどの場合計算精度は散乱体がない場合と変

わらず、� 
 ���	を実現している。しかしながら、右上に現

れている白い点は計算誤差が � � �� ���� を超える場合で

ある。計算誤差の大きな場合の確率密度の例を Fig��に示す。

これより、計算誤差が大きいときには散乱体の周りに本来励

起されない局在モードが励起されていることが分かる。すな

わち、所謂「見かけの固有振動数問題」である ��	 
	 �	 �	 ��。

特に、散乱体がコレクタの近傍にある場合に計算誤差が大

きくなっている。これは、本来コレクタ内の波動関数と結合

しない見かけの局在モードがコレクタ内の計算誤差のために

結合したためと考えられる。他方、磁場がかかっていない場

合、このような計算を行っても特定の場所で計算精度が悪く

なる現象は見られていない。これは、古典的には電子は磁場

Fig� � j��r�j� for the ��th mode incidence and �B � ��	�

中でサイクロトロン運動（円運動）をするため、量子力学的

にはエッジ状態以外は局在モードとなるという非常に局在し

やすい性質が起因していると考えられる ����。

伝導問題においては波動関数を計算したとき見かけの局在

モードが励起されていたとしても問題ないが、その局在モー

ドがリード内の状態と結合し、確率の保存性に影響を与える

と致命的である。

� 確率保存の保証方法

工学分野においては見かけの固有モードの励起を排除す

るための方法はいくつか提案されている。見かけの固有モー

ドを励起する原因となっている系内に開いた穴などの境界の

外にもノードをとり、自己無撞着な方程式を加味する簡易的

方法、また、境界上で波動関数の自己無撞着性の方程式だけ

でなく、波動関数の法線微分の自己無撞着性の方程式を導入

する決定的方法などが考えられる ��	 
	 �	 �	 ��。

しかし、前者の方法では計算精度がノードの取り方に依存

していたり、また、後者の方法は確実な方法ではあるが、超

特異積分が現れるなど、取り扱いが煩雑であったりする。さ

らに、磁場中の電子伝導問題では、散乱体の周りを周回する

局在モードが存在し得、この局在モードが異常に大きく励起

されることがあり、計算精度を落とす原因となっている。ま

た、特に磁場中の伝導特性解析においては見かけの固有モー

ドの励起を抑えるよりも確率を保存させることが重要であ

る。そこで、本論文では通常の境界要素法に対して、確率保

存則を付加条件として課すことにより、例え離散化誤差があ

ろうとも常に伝導問題を扱える計算手法を試みる。

確率の保存則は

r � j�r� � � ���

j�r� � �

�
f���r� ��ir�A�r����r�

� ��r� �ir�A�r�����r�g

と表される。これを表面積分（�次元であるから閉曲線の周

回積分）すると、リード部分以外では ��r� � �という境界

条件が課されているから

� �

Z
r � j�r�dr �

I
j�r� � ndS

�
�

�

I
f���r� ��ir�A�r����r�

� ��r� �ir�A�r�����r�g dr

�
NX
l��

kljrnlj� �
NX
l��

kljtnlj� � kn � �kn�n ����



を得る。

この確率の保存の式を未定乗数 �を用いて自己無撞着な

方程式に付加すると

��r� �

I �
G�r� r��

�r� � iA�r��
�
��r��

� ��r��
�r� � iA�r��

�
G�r� r��

� � ndS�
��

�

�

I �
���r��

��ir� �A�r��
�
��r��

� ��r��
�
ir� �A�r��

�
���r��

� � ndS� ����

�

I �
G�r� r��

�r� � iA�r��
�
��r��

� ��r��
�r� � iA�r��

�
G�r� r��

� � ndS�
��

�
NX
l��

kljrnlj� �
NX
l��

kljtnlj� � kn

�
����

を得る。

この方程式は境界上の波動関数の法線微分および frlg� ftlg
を未知変数とするので、非線形な方程式である。

そこで、この方程式を � � �の場合の frnlg� ftnlgの値を
初期値として反復法で解く。繰り返しの数を iとして

�i�r� � �kn �

I �
G�r� r��

�r� � iA�r��
�
�i�r

��

� �i�r
��
�r� � iA�r��

�
G�r� r��

� � n�dS�
��

NX
l��

kl
�
r�nl�i��rnl�i � t�nl�i��tnl�i

�
����

とする。

まず、� � �の場合の計算を行い、その解の frnlg� ftnlg
を用いて、有限の �について、式 ����の最終項の r�nl�i�� お

よび t�nl�i�� を評価し、連立方程式を解く。これで得た解の

frnlg� ftnlgを用いて同様のことを繰り返す。未だ詳しい解
析は行っていないが、これまでに計算した全ての場合におい

て反復は１回で収束している。

�� 確率保存の未定乗数依存性

確率保存の程度を表す指標�nが �となる �の値を求める

ことにより、確率を保存させることができる。�n を �に対

してプロットし、�nが �となる �を求める。基本モードが

入射した場合（n � �）に、様々な磁場について �� の �に

対する変化を Fig��に示す。Fig��より、�n は � � �近傍で

ほぼ上に凸もしくは下に凸の放物線となっており、�に２次

の依存性があることが分かる。また、�nが �とならず、こ

の方法では確率を保存させることができない場合もあるこ

とが分かる。この場合、�を複素数とすれば、�n��� � �を

満たす �が存在する可能性があり、試みたがいずれの場合も

�n��� � �を満たす �は存在しなかった。

�n��� � �が実数解を持つ場合、通常、２つの異なる解

を持つ。理想的には符合の異なる絶対値の同じ解となるが、

離散化誤差などのために放物線の形が崩れ、異なる値の解に

なっているものと考えられる。

�� 確率を保存する未定乗数の近似解
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Fig� � ��dependence of �� for the fundamental mode inci�

dence�

�を変えて同じ計算を繰り返し、ようやく�n��� � �を満

たす �の値を求めていたのでは効率が悪い。そこで、この解

の近似表現を求める。

簡単のために未定乗数を含まない方程式を

Ax � b ����

と書く。ただし、Aは係数行列、xは未知変数のベクトルで

ある。ベクトル bは入射波に起因する非斉次項である。ま

た、未定乗数 �を含む方程式を

�
A� �B�x��

�
x
� � b� �e ��
�

と書く。このとき、確率の保存の式は

B�x��x� � e ����

となる。

�は小さいとして、

x
� � x� �� ����

と展開すると、式 ��
�は

fA� �B�x� ���g �x� ��� � b� �e

Ax� �A� � �B�x�x� ��B��x�x� ��B�x�� � b� �e

のように展開できる。�� �� のオーダーの式より

A��B�x�x � e ��	�

B��x�x�B�x�� � � ����

を得る。ここで、B��x�は

B��x� � dB�x��

d�

����
���

����



により定義した。

一方、式 ����、����より

B�x� ����x� ��� � e

B�x�x� �B��x�x� �B�x�� � ��B��x�� � e

となり、ここで、式 ����を用いると

B�x�x� ��B��x�� � e ����

を得る。

� � �の場合の確率の流れの収支の式を

B�x�x � e
� ����

と書くと、式 ��	�、����より、

A� � e� e
� 　 ����

��B��x�� � e� e
� ����

式 ����より、�は

� � A��
�
e� e

�
�

��
�

と求まる。ここで、行列 Aは � � �の場合の連立方程式の

係数行列であるから、その連立方程式が解ける限り、Aの逆

行列は存在するので �は求められる。

演算B�x�xはベクトル xから成分 frlg� ftlgを抜出し、確
率の流れを計算するから、B�x�x � xy�x、即ち、

B�x� � x
y
� ����

と表現できる。ここで、�はある行列である。したがって、

B�x�� � x
�y
� � �x� ���y� � x

y
� � ��y�

から、

B��x� � �
y
� ����

と書ける。

式 ����より

��B��x�� � ���y�� � e� e
�

� � �
q�

�y��
���

�e� e�� ��	�

と確率を保存させる �を近似的に求められる。ここで、�は

式 ��
�から求められたものである。

数値計算により求めた確率を保存させる �を ��、式 ��
�、

��	�から求めた �を ��として、その相関を Fig�	に示す。こ

の図より、磁場の大きさに関係なく、�が �近傍では ��は非

常によく �� を近似することが分かる。

�� 最適未定乗数の決定の可能性

ここで、確率を保存する２つの異なる �（�� とする）の

どちらを採用するかが問題となる。そこで、基本モードを入

射した場合の �に対する透過率の変化を Fig��に示す。図中

には確率が保存している ��の値をマークしてある。透過率
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Fig� � ��dependence of the transmission probability T� for

the fundamental mode incidence�

T����が原点に対してほぼ対称な場合には T ���� � T�����

であることが分かる。しかし、透過率 T����が原点に対して

対称でない場合には、T�����はそれぞれ異なる値となって

いる。理想的には ��どちらの場合にも同じ透過率、反射率

を与えると考えられるが、離散化誤差などのために異なる値

を与えるようになったと考えられる。

T������ T�����の値の異なる場合の例として、�B � ���の

場合、基本モードが入射した場合の透過率 T の � 依存性を

Fig���に示す。図中には �の値をエラーバーとして示して

ある。この場合、�� � ������であり、各々の場合の透過率
は T����� � ��
������ T����� � ��������であり、約 ���の

差がある。

�� � ������それぞれの場合の波動関数（確率密度）のよ
うすを Fig���� ��に示す。これらから、透過率には差があっ
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ても、確率密度はほとんど目立った差がないことが分かる。

��の値のどちらが正しい値であるかは現状では不明であ

る。今後、有限要素法など他の計算手法による解析との比

較、また、��の近似精度を上げるなど ��のどちらを採用す

るべきかの検討が課題となる。

�� 結言

開放量子ドットに散乱体を導入した SGM画像の計算にお

いて、散乱体の位置に依存して「見かけの局在モード」を励

起し、確率の保存精度が悪くなる問題を題材に、境界要素法

に確率保存則を条件として付加した手法を提案した。

未定乗数法を用いて確率保存則を条件導入し、未定乗数を

変化させることにより確率を保存させる未定乗数を決定でき

ること示した。また、未定乗数を変化させ数値解析する必要

がないように確率を保存させる未定乗数の値に対する近似解

を求め、その近似解が数値計算より得られた値と非常によく

一致していることを示した。これにより、未定乗数法で確率

の保存条件を課すことにより、確率の保存を保証する境界要

素法の可能性を示した。

しかしながら、確率を保存させる未定乗数は異なる２つ

の解を持つ。それぞれに対する透過率の値も異なる場合が多

く、現状ではどちらを採用するかを決定する根拠がない。有

Fig��� j��r�j� with �� � ������ for the fundamental mode

incidence and �B � ����

限要素法など他の計算手法による解析との比較、また、未定

乗数の近似解の近似精度を上げるなど、どちらを採用するべ

きかが今後の検討課題となる。
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