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１．はじめに

現在，構造解析ツールとして有限要素法(FEM)が広く用

いられている．ＦＥＭではメッシュを作成することが必要とさ

れる．メッシュ形状は解析精度に影響を与えるため，精度良

い解析結果を得るためのメッシュの作成は重要な問題である

が，これは経験と時間を要する作業である．このため，メッ

シュを作成せずに解析を行うメッシュレス法に関する研究が

近年盛んに行われている．

メッシュレス法の一つとして，局所境界積分方程式(LBIE）

に基づく手法がある（１）．この手法は，対象とする系の支配

微分方程式を局所領域における積分方程式に変換し，解析を

行うものである．この手法では，系の支配微分方程式がラプ

ラス方程式の形で与えられる場合には，局所領域の境界上に

おける積分を計算するだけでよいが，例えば振動問題のよう

に，系の支配微分方程式がラプラス方程式の形で書けない場

合には，局所領域における領域積分を計算する必要が生じる．

本論文では，はりおよび板の曲げ振動問題を取り上げ，この

ような場合に，二重相反法を用いることで局所領域における

領域積分を境界積分に置き換えて解析を行う方法を示す．

板の曲げ振動の場合，境界条件の取扱いが場合によっては

困難となる．Sladekらは，文献(2)でＬＢＩＥ法による板の曲

－８３－

げ振動の解析手法を示しているが，そこでは固定支持あるい

は単純支持の場合のみを取り上げている．本論文では，任意

の境界条件に対して解析が可能となるような定式化を行う．

最後に本研究で示した手法による解析例をいくつか示す．

2．定式化

板の曲げ振動を考える．この板の自由振動あるいは境界部

での変位加振による強制振動の解析の問題を取り上げ，定式

化を行う．なお，説明の簡単のため，以下では減衰力および

板の領域内での加振力は作用しないとする．

2.1．局所種分方程式の導出

面密度β,曲げ剛性Ｄの板Ｑを考える．板の面内に，原点

および直交する二つの座標軸範，軸，⑩２軸を定め，原点から

の位置ベクトルを毎とする．板のたわみをｕ(a，,t)あるいは

単に皿とすれば，この板の曲げ振動に関する運動方程式は

戯+▽２(､雨．"１－‘{釜(Dま)十釜(､窯)｝
＋2《扉急扇(D烏)=。

（１）

となる．ここで〈は，〃をポアソン比として〈＝１－〃で与



えられる定数である．

ここで，式

…)=-,窯
帥ルー､叢②
凧墾ルーD糸

で定義される量Ｆ１,(⑱,t),Fh2(⑩,t),Fi2(､,t)を導入する．以

下，簡単のためこれらを単に届１，尾2,Ｆ'２と書く．このよ

うにすれば式(1)は

“-▽雪偶！+助+<(砦+鴇-2総)=。
（３）

と書き直すことができる．

式(3)および(2)を，局所境界積分方程式と呼ばれる方程

式に変換することを考える．このための準備として，微分方

程式

響+‘(鋤-鮒)=0,響十‘("－，，１=‘(‘’
を考える．ここで６(･)はデイラックのデルタ関数である．こ

の方程式は，解の一つとして

”(錘)=-;('錘,-,,'+'画,-','+c）（５）
をもつことは容易に確かめられる．ここでＣは任意の定数

である．式(5)のり(⑩)はｙｌ,Ｕ２の関数でもあるので，以降，

ひ(３６)をひ(錘,ｙ）と書く．ここでツは点(ｙ'’３/2）を表すベクト

ルである．なお，誤解のおそれのないときは，標記の簡単の

ため単にＵと書く．式(5)のＵを用いることにより，後述の

ようにして，任意の境界条件を取り扱うことが可能となる．

局所境界積分方程式を導くためのもう一つの準備として，

局所領域の定義を行う．図１に示すように，いま考えている

板の領域Ｑ上あるいはその周囲を含めた領域に局所領域ＱＬ

を定める．この局所領域ＱＬと全体領域Ｑとの共通領域を

Ｑｓとし，ｎｓの境界をａＱｓとする．局所領域ＱＬをＱの内

部に存在するようにとった場合には，ＱＬとｎsは一致する．

以上の準備のもとに，局所境界積分方程式を導くことを考

える．式(5)のりを式(3)および(2)にかけ，上で定義した
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●
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領域Ｑｓ上で範,,ｍ２に関して積分を行う．このとき，Ｑｓ上

では板の面密度βおよび曲げ剛性Ｄは定数と見なし，適当

に部分積分を行えば
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を得る．ここでれは境界ａＱｓにおける外向き単位法線ベク

トルであり，”･”は内積を表す．また▽,,▽2,▽ｓは，ｅ,,ｅ２

をそれぞれ⑩，方向，範２方向の単位ベクトルとして，

▽！=ｅｌ烏,▽z="念
（７）

▽｡=el孟十"烏
で定義される演算子とする．以下，式(6)を局所境界積分方

程式と呼ぶ・式(6)の６(範１－ｇ１）および6(ｚ２－ｇ２）を含む項

の積分は，領域Ｑｓにおいて，それぞれ直線諺,＝ｙ，および

⑳2＝ｗ２に沿った線積分となることに注意されたい．

通常のＬＢＩＥ法ではりとして，式(4)ではなく，式

▽2⑳＋6(記一卿)＝０ (8)

を満たす関数が用いられる．上式の左辺第２項は２次元領域

におけるデイラックのデルタ関数を意味する．通常のＬＢＩＥ

法で得られる局所境界積分方程式と式(6)を比較すると，第

1,2,3式の左辺第１項の被積分関数のうち６(勿１－ｙｌ）およ

び６(z2-y2）を含む項の形が異っている．Sladekらは，文

献(2)で，板の曲げ振動解析をＬＢＩＥ法により行っているが，

そこでは式(8)を満たす関数が用いられているため，単純支

持あるいは固定支持された板のみが取り上げられている．

2.2．局所境界狼分方程式の離散化

次に，局所境界積分方程式(6)を離散化することを考える．

このため，図１に示すように，領域Ｑ内およびその周囲に

Ⅳ個の節点を配置し，各節点において未知量を四つ定める．

以下，これら未知量を節点値と呼び，ｊ番目の節点における

節点値をそれぞれ位‘(t),盆,§(t),島2を(t),Ａ２§(t）と書く．領

域内の板のたわみｕおよび式(2)で定義したＦ１1,母2,Ｆｉ２



を,次式で定義されるalFI11Fb21届２で近似する．

Ｎ

ａ＝Ｅのi(錘)ai(t)＝の(錘)T⑳(t）
ｉ＝１

Ｎ

凡＝Ｅのi(亜)ＦＭt)＝の(錘)TFu(t）
ｆ＝l

N

Fb2＝Ｅのi(唾)恥(t)＝の(‘c)TF22(t）
ｊ＝１

ノＶ

ＦＨ２＝Ｅゅ‘(錘)ん(t)＝の(錘)Tn2(t）
ｉ＝１

(9)

ここでの(範),仇(t),Ｆ１'(t),Ｆ22(t),Ｆ'2(t)はそれぞれ形状関

数および節点値ａｉ(t),ＦＭt),Fb2i(t),ＦＭt）を並べてでき

るベクトルである．形状関数の定め方は次節で述べる．式

(9)のａ,Ａ１,Ａ２,Ａ２を式(6)のｕ，Ｒ１，足2'Ｆ１２へそれぞ

れ代入し，整理すれば

ｍＴも(t)＋胸3Ａ(t)＋虎肱22(t)＋k紗,2(t)＝ｅｏ

畷j,,,(t)－たい(t)＝e’
（１０）

ＮＣ賊22(t)ー脇趣(t)＝ｅ２

ｊｃ紗,2(t)一唯血(t)＝ｅ３

を得る．ここで，右辺のｅＯ,ｅ,，ｅ2,ｅ３は，Ｕ'Ｆｈ，Fb2'届２

をａ,内,,Ａ２,Ａ２で近似したことによる残差である．また

左辺の、’ん0,,胸02,胸03,Ms11,N612,MC21,ｋ22'AS31'jC32は次式

で与えられるベクトルである・

”="･(謹州
駒!=ﾉk州伽-'川-〈ルー'仙
十ﾉ1厘｡州Ｍ－‘Ⅷ"d「
‐ﾉ1厘｡(叩鍾)-<…)"｡d『
"･ｚ=人州((１－《)‘に'一'')伽-卿仙
＋ﾉ1血州Ｍ－<Ⅷ"d『
‐ﾉ1錘(M麺)-<の州"ひd「

（11）

"｡,=ﾉ!“｡<{…"似－．(霊'…)d『
‘皿=臓誕=脆"=ﾉk州
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＋ﾉ１．．，{州…-Ｍ州d『
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ここでの，、１，，２，，ｓは演算子で，ベクトル関数ｆ＝

{.f,た･･･}Ｔに対して，、ｆはｆのヤコビアンを与え，他は
以下の式で定義される行列を与えるものである．

の,ｆ＝I熱卜|斗際’
(12）

2.3．形状関数の定め方

式(11)の係数のうち，ｍ,ｋ1,,ｋ2',A831を計算するため

には，領域Ｑｓ上での領域積分が必要である．一方，他の係

数を計算するためにはＱｓの境界あるいはその領域内の線分

に沿った線積分の計算でよい．領域積分の計算が必要な係数

を，境界あるいは領域内の線分に沿った線積分で求めること

ができれば，類似のアルゴリズムですべての係数を計算で

き，便利である．また領域ｎｓの境界の一部が全体領域Ｑの

境界となっている場合，ｎｓの形状が複雑になる可能性があ

る．このような場合，領域積分に比べると線積分のほうが計

算を行いやすくなる．

ここでは，二重相反法(3)を用いて領域積分を線積分に置

き換えることを考える．このため，形状関数州⑳）を，

▽2①j(毎)＝“ac） (１３）

を満たすのj(”）が求められるように選ぶ．このようにすれ

ば，係数、’ん,,,ｋ2,,ｋ３，を与える式は，

"=-人州(‘に1-,,)+‘(露雪一")ｄｏ
＋ﾉ１．．，("伽－．(雲'▽…Ⅷ
偽皿=瞳,=脆麺=-人診(錘)(‘(壁‘-軌)伽-州
＋ﾉ｛風｡側加-．(錘)▽州d『

（14）

と変換できる，ここで⑮は，式(13)を満たすのi(⑳）を並べ

てできるベクトルである．式(14)の領域積分は，前述のよ

うに実際には線積分であるので，上式により，全ての係数が

aQsあるいはＱｓ内の線分に沿った線積分で求められること

となった．なお，式(5)の関数Ｕは特異関数ではないため，

式(11)および(14)の計算は何ら問題なく行うことができる．

式(11)および(14)におけるＵ(ｪ,Ｕ)のｙに各節点の座標

値を代入して得られる式(10）を，行列とベクトルを用いて

整理すれば

晒他(t)＋ＫＣＦ(t)＝ｅｕ
（15）

Ｋ１Ｆ(t)一Ｋ２心(t)＝ｅＦ

の形の式を得る．ここでＦ(t）はＦ11(t)，Ｆ22(t),方12(t）を

並べてできるベクトルであり，皿,Ｋ０，Ｋ,，Ｋ２はそれぞ



れ，ツを各節点の座標値としたときの、,j‘o‘(j＝1,2,3)，

kj,(j＝1,2,3Ｍｓｊ２(f＝1,2,3)を適当に並べてできる行列，

ｅｕ，ｅＦは，シを各節点の座標値としたときのｅｏおよびｅｉ

(f＝1,2,3）を並べてできるベクトルである．

以上では，板に作用する減衰力および加振力を考慮してい

ないが，減衰力としてたわみ速度に比例する粘性減衰力が作

用する場合には，運動方程式における減衰力項は，上記の慣

性力項と全く同様に取り扱うことができる．外部から加振力

が作用する場合には，加振力の分布を，式(13)を満たす関

数のj(a､)で近似することにより，上記と同様にして領域積分

を線積分に変換できる．

2.4．境界条件の指定方法

次に，式(9)のａ,角,,Ａ２,Ａ２が境界条件を満たすよう

にするための方法について考える．いま用いている形状関

数の性質から，一般に，節点位置での未知量の値は節点値と

は一致しない，このため，有限要素法のように，境界上ある

いは拘束点上の節点の節点値を指定の値にする方法では境

界条件．拘束条件を満たすことができない．上記の問題を解

決するための手法としてペナルティ法や修正選点法がある

(4,5,6,7)．また，Ouatouatiらは特異値分解を利用すること

により，選点的に境界条件・拘束条件を満足させる方法を提

案している(8)．ただし，そこでは拘束量を零とする場合の

みが考えられている．ここではOuatouatiらの方法を一般化

し，拘束量を零とは限定せず，例えば境界部で変位加振を受

けるような場合にも適用な方法を示す．なお，説明の簡単の

ため，境界部はばね等で支持されておらず，たわみおよび傾

きに関する幾何学的境界条件とせん断力および曲げモーメン

トに関する自然境界条件は独立に取り扱えるとする．

幾何学的境界条件・拘束条件として，例えば点毎＝錘０で

たわみを指定値Ｕ(t）に拘束する場合，条件式は

ｕ(a'0,t)＝Ｕ(t）（16）

と書ける．また，⑩,軸に対する傾き角を指定値ｅ(t)に拘束

する場合，条件式は

－２秘(⑳｡,t)＝ｅ(t）（１７）
ａ⑳，

と書ける．さらに，２つの点勿A,⑩Ｂにおけるたわみを等し

くするように拘束する場合，条件式は

ｕ(妃A,t)－Ⅲ(毎B,t)＝０ （１８）

と書ける．ここでは，このような拘束条件を選点的にﾉv吻個

の点錘i(j＝1,2,…，ﾉVbI)で満足させるとする．式(16),(17)，

(18)のような拘束条件式のｕに，式(9)のａを代入し，整

理すれば

ｃ,仇(t)＝９９(t）（'9）

の形の式を得る．ここでｃ９は拘束条件から決まる定数行列

であり，９９(t）は拘束の指定値を並べてできるベクトルであ

る．例えば，全ての拘束点でたわみを零とする場合には９９(t）
は零ベクトルとなる．また，ある拘束点で，調和変位加振を

与える場合には，９９(t)の対応する成分が調和関数となる．

－８６－

節点値心(t)が式(19)を満たすようにすることを考える．

このため式(19)の係数行列Ｃ，を特異値分解する．このよ

うにすればＣｇは

。,-.,1.｡｡!'劇側
と書ける．ここでＵ9,Ｖ９１，Ｖ９２は直交行列,△ｇは零以外

の特異値からなる対角行列，Ｏは零行列である．上式に現れ

る行列Ｕ９，△9,Ｖg',V92および拘束の指定値９９(t）を用い
て，次式で定義される変数変換を考える．

血(t)＝Ｖ９２他(t)＋Ｖ，,△5'UFqg(t）（２１）

上式で与えられる仇(t)は，△，の次数がﾉｖｂと等しいとき，

趣(t)の値によらずに式(19)を満たすことは容易に示される．

自然境界条件に対しても，上記の幾何学的境界条件と同様

に，まず,式(19)に対応する式を，息,,Ａ２,Ａ２を用いて

記述する．例えば，単純支持に対しては曲げモーメントが零

であるので，境界が⑩２軸と平行な場合，条件式は

Ｆ１,＋"Fb2＝０（22）

と書ける．このような条件式を，節点値か(t）に関する方程

式の形で行列とベクトルを用いて表現すれば

Ｃ"Ｆ(t)＝ｑ"(t）（23）

と書ける．上式の係数行列Ｃ”を，

ｃ”＝Ｕ"{△”｡｜側 (24）

の形に特異値分解し，これにより得られる行列を用いて式

(21）と同様の変数変換

F(t)＝Ｖ"2Ｆ(t)十Ｖ"1△丙１噸q"(t）（25）

を行う．

式(21)および(25)を式(15)に代入する．代入後の第１式

および第２式をそれぞれ趣(t),Ｆ(t）に関する方程式と見な

し，それぞれの残差の二乗和を最小とするように⑪(t),Ｆ(t）

に関する方程式を改めて導けば

亜愚(t)＋丘０Ｆ(t)＝｡o(t）
（26）

Ｋ１Ｆ(t)－Ｋ２趣(t)＝｡,(t）

を得る．ここでＭ,Ｋ０，Ｋ,,Ｋ２は

班＝(ＭＶｇ２)TﾊfV92，ＫＯ＝(ＭＶ９２)TKOＶ"２

Ｋ,＝(Ｋ,ｖ"2)T(Ｋ１Ｖ"2)，Ｋ２＝(Ｋ１Ｖ"2)T(K2V92）

（27）

で与えられる行列である．ベクトルｑ０，句，を与える式は冗

長であるのでここでは省略する．式(26)の第２式をＦにつ

いて解き，得られた結果を第１式に代入すれば通に関する

微分方程式となる．これを解いて通を求め，得られた冠を

式(21)に代入し，さらに得られた血を式(9)の第１式へ代
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入することで，指定の選点において境界条件・拘束条件を満

足するａ(錘,t）を得ることができる．

上記では，境界部はばね等で支持されておらず，幾何学的

境界条件と自然境界条件は独立に取り扱うことができるとし

た．しかし，例えば⑩２軸に平行な境界部が回転ばねで支持

されている場合には，曲げモーメントと傾きの間で

島!+,恥=土k蓋（28）
が成立しなければならない．ここでACは回転ばねのばね定

数であり，右辺の復号は，境界の位置によってどちらになる

かが決まる．このような場合には，式(19)あるいは(23)を，

血(t),Ｆ(t)の両者に関する式として表し，上記と同様に特異

値分解を行い，得られた行列を用いて変数変換を行えばよい．

ここで示した境界条件・拘束条件の指定方法では，選点は

必ずしも節点でなくてもよいことに注意されたい．このた

め，全体領域Ｑの境界上に節点を取る必要はない．

ここでは，板を取り上げて手法の説明をしたが，これはは

りの曲げ振動問題に対しても，式(2)のFb2,Ｒ２および釘２

での微分を零とおけば，そのまま適用可能である．
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Fig.３Ｍｏｄａｌｓｈａｐｅｓｏｆｔｈｅ２ｎｄａｎｄ５ｔｈｍｏｄｅｓ

の節点の位置を⑳ｊｗとして

の‘(毎)＝|錘一毎jvil3 (29）

で与えられる関数を用いる．また局所領域としては，はりの

内部の節点に対しては節点を中心としてその左右に節点間距

離の１．５倍の長さの領域をとり，はりの外部の節点に対して

は節点からはりの内部に向かう方向にはりの長さの１５％領

域をとる．なお，局所領域の大きさを変化させると解析精度

に変化が見られたが，節点数が十分多い場合には，精度の変

化は比較的小さいものであった．境界条件としては，両端で

変位および曲げモーメントを零とした．式(5)におけるｃは

節点から局所領域の境界までの距離とした．節点数Ｎを８，

９，１０，１１，１２とした場合に得られた第１モードから第５モー

ドまでの固有振動数型",(”＝1,2,...,5)の，厳密解に対す

る誤差を表１に示す．また図３に，節点数が１２のときの，第

２モードと第５モードのモード形状を，厳密解と併せて示す．

実線が本論文で示した方法により求めた解であり，破線が厳

密解である．これらの結果より，本論文で示した方法により

厳密解に近い解が得られることおよび節点数を増すと精度が

向上することがわかる．

3.2．変位加振を受ける単純支持はりの強制振動解析

次に，図２のはりにおいて，右端が単位振幅の調和変位加

振を受ける場合の強制振動解析を行う．節点と局所領域の選

び方，形状関数，式(5)のびは前節と同じとする．境界条件

としては，左端で変位および曲げモーメントを零とし，右端

では変位を単位振幅の調和運動とし，曲げモーメントを零と

した．節点数が１２の場合における，左端から全体の長さの

80％の位置における振動数応答曲線を図４に示す．図の横軸

は，第１モードの固有振動数に対する加振振動数の比であ

り，縦軸は加振振幅に対するはりの振幅比である．また振動

数比が18.2のときの振動形状を図５に示す．図４および５の

いずれも，実線が本論文で提案した方法により求めた解であ

り，破線が厳密解である．これらの図から精度よい解が得ら

れていることがわかる．

３．３．４辺単純支持板の自由振動解析

3．解析例

以下，解析例をいくつか示す．なお，精度の検討は厳密解

との相対的な比較で行う．このため，丸め誤差を除けば物性

値や寸法の値は解析精度には無関係である．紙数の制約もあ

るのでここでは使用した物性値等の記述は省略する．

3.1．両端単純支持はりの自由振動解析

はじめに，図２に示す両端が単純支持されたはりを取り上

げ，このはりの自由振動解析を行う．節点は，図２に示すよ

うに，はりの両端から，はりの長さの１０％だけ外側に離れた

位置にまず二つ配置し，次にはりの両端から，はりの長さの

１％だけ内側の位置に二つ配置し，この間を等分割するよう

に全部でⅣ個配置する．形状関数ゆj(錘）としては，ｆ番目

Ｎode
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jＶ 型１ Ｕ２ Ｕ３ “４ uﾉ５

８ 0.086 0.293 0.533 2.429 91.696

９ 0.061 0.211 0.373 0.654 2.930

1０ 0.045 0.164 0.291 0.374 0.797

１１ 0.035 0.128 0.243 0.310 0.362

1２ 0.028 0.104 0.204 0.283 0.300
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本研究では，メッシュレス局所境界積分方程式法に二亜相

反法を組み合わせることで，はりおよび板の曲げ振動間迦に

対して，局所領域における領域積分を線積分に置き換えて解

析を行う方法を示した．定式化の際，任意の境界条件の取り

扱いが可能となるようにした．敢後に，本研究で示した手法

による解析例をいくつか示した．
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