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１．はじめに

圧電セラミックやポリマーなどの圧電材料(1)が，航空機，

自動車，医療機器，電子機器等でますます重要になってきて

おり，圧電材料の強度や振動特性などの力学的挙動の高精度

な数値解析法の開発が必要となってきている．圧電材料は，

弾性場と電場が互いに連成し，材料定数も異方性(3)を示す

ため，その支配微分方程式は非常に複雑な形となる．

境界要素法の定式化においては，支配微分方程式の基本解

が必要となるが，異方性材料の弾性問題や圧電材料の定常振

動問題に対する基本解は，単位円周に沿った積分や単位球面

上の積分(4,5,6)として求まる．したがって基本解の値を計算

すに数値積分を必要とし，計算時間がかかることとなる．

そこで，本研究では３次元の圧電材料の定常振動問題につ

いて，基本解を計算しやすい形に導出し，効率的に計算する

方法を提案する．さらに，この基本解を組み込んだ境界要素

法プログラムを開発し，数値解析例により提案した手法の有

効性を示す．
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ただし，びりは応力，Ｃ〃〃は弾性定数テンソル，Ｅ〃はひずみ
テンソル，ｂｊは物体力ベクトル，gjkIは圧電定数テンソル，

Djは電束密度，８〃は誘電率テンソル，Ｂノは物体力，９は電

荷密度，脚ｋは変位，りは電位，βは密度，ｊｉｊは加速度ベク
トルである．また，小文字のアルファベットによる添字はデ

カルト座標系成分を表し，繰り返し用いられる添字について

は，総和規約が成り立つものとする．ここでは物体力と電荷

分布は無視できるものとする．式(1)～(5)から次の２つの微

分方程式が得られる．

C""JJA,"－”ｊ+ｅＩ"９０，Ｉｊ=0(6)

ｅｊ〃脚A,ﾉｊ－Ｅｊﾉ｡,〃＝０ （７）

ここで，物体が一定角振動数①の調和加振力を受け定常状態が

達成されたとする．このときｉを虚数単位として脚ノーjrje-iのI，

2.理論

2.1．基礎式

圧電体に関する力のつりあい方程式，構成方程式，電荷方

－６７－



-,の24k蛎十e！〃"ｊ"i串妬＝-Ｍs）
（24）

ここで式('8)のＵｊＭに，次の微分方程式の基本解を用いる．

rJK(6)UXrM＋jJM6(x-y)＝０（'9）

ただし，６(ｘ－ｙ)はDiracのデルタ関数，ｘとｙはそれぞれ

互いに異なる場の２点である．式(19)の関係を式(18)に用

いると，静弾性問題におけるSomiglianaの公式と同じ形をし

た次の式が得られる．

｡"(,)+ﾉﾄＭ‘r=＃;‘v”‘『（２０）
2.2.基本解

式(19)の基本解は，Radon変換によって求めることができ

る(6.7)．

いま，ｘ＝ｘｊ－ｙｊを３次元空間Ｒ３内の１点ｘの別の点ｙ

に対する位置ベクトルとすると，任意の関数/(x)のRadon

変換は次式のように定義される．

伽=R{(x)'=伽)‘(‘-…（2'’rJK(6)ＵＫ＝０ (１１）

式(11）から積分方程式を導出するために，次の恒等式を考

える．

人(c雛…+,o2U'+‘伽叫)U;"‘。
＋か伽…-…u‘)い=。（12）

式(12)の左辺を２回部分積分して整理すると，次の式が得

られる．

llUMc仙十州Ｍ
＋ﾙﾉ加仙’-帆‘Ｍ
‐ﾉﾄ(cり州’+‘1曲加州
‐ﾉ(:(恩"伽-‘"Urlw)"i"ｄ「
＋ﾑ(c砿伽"+,･2Ｕ７"+"伽池‘｡
＋ﾉL(直雌,伽－．"伽)"‘｡=。（13）

ただし，変形の過程で各テンソルの対称性ｃ〃〃＝ｃｊｉ〃＝

c〃雌＝ｃｋﾉｉｊ，ejjtノーe"んＥ〃＝E〃を用いている．
ここで，次の記号を導入する．

乃＝(c""Uk,ﾉ＋e町U4,1)"』（'4）

、＝(‘i"Uk,I-eiﾉU4,ﾉ)"ｉ（15）

ただしｎは単位ベクトルである．/(x)の導関数のRadon変

換は次のようになる(7)．

’ｂ

Ｒ(身ノ(x))＝'zjas/・(３，、） (22）

また，Radon変換の逆変換は次式のようになる．

’(鵬)=誌ﾙー1伽)"(､）（23’
式(23)の積分は単位球面上の積分となっている．

式(１９)の両辺をRadon変換すると，ｓに関する連立常微分

方程式に変換される．

c〃""!"i串蝿

'＝‘e-ia'のように書くものとすると，式(6)と(7)から次

式が得られる．

Ｃ"AjjZk,〃＋βの2jZノ＋eﾉ"',〃＝０（８）

ｅｉ〃"k,〃一E"７，〃＝０ （９）

ここで，ｊＺノと‘をまとめてＵＪ，（Ｊ＝１，２，３，４）と書くこ

とにし，ＵＪの添字が小文字（すなわちＵｊ）の時はjIjに対
応し，Ｕ４＝’であるものとする．このとき，式(8)と(9)は

次のようにまとめて書くことができる．

ＩＣ，卿駕;慰璽恥撫](麓)-(:)仙・’
ただし，恥はKroneckerのデルタ,ａｉなどは座標による偏微
分を表すものとする．式(１０)を以下のように簡単に書くこ

とにする．

‘雌I"!"ｉｆ蝿一s"岬:蝿＝-〃(s）（25）

得られた連立常微分方程式を脇について解く.まず,式
(25)を次式のように変形する．

ａ"xp＝Ａ(､)鑑蛎十Ｍぷ） （26）
α(､）

ただし，α(､)＝ｅ""ﾉ"j，βR(､)＝ej〃"ﾉ"jである．式(26)を

式(24)に代入すると次式のようになる．

串６肋Ｑｊｋ(､)+'の2恥聴＝－２j'(､)6(S）（27）

ただし，

Ｑﾉjt(､)＝ｃ"""ﾉ"j＋βﾉ(､)βk(､） （28）
α(､）

玲,(､)=‘j,+器勤， （29）

である．ここで，以下に示す関係を用いる．

猟=(cijk1Urlw+‘,がUﾙ,J)"， (16）

(30）

(31）

(32）

聯=(e雄!U:,w-‘"Uｫ",)"，（'7）
このとき，式(13)は次のように簡潔に書くことができる．

ルしり加乃dr-ﾉ(L巧"U』‘『
＋ﾉLr,艇(')ＵＭ侭‘・=。（18）
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Fig.１TheorientationofX,、,andcorrespondingunitcircle．

噸一幸ﾉﾙ,雲獣…川･…"“
（44）

Ｕｍﾉー幸ﾙー!{粥

畿…刈州"(”“，
静的な部分は，Diracのデルタ関数の性質を利用して，最終

的に次のような単位円周上の積分に帰着する．

噂=索A"９５!(‘(州,(‘(‘))‘｡（46）

噸=声A2源[#淵弱!(‘(州州
一命]“（47）

ただし，。(‘)は，Fig.１で定義される基本解のソース点から

場の１点への位置ベクトルｒに直交する平面上の単位円周上

のベクトルである．

惚緬=急（36）

βの2＝ﾉ1噸硯（37）

cｍは固有値ﾉ1ｍに関係づけられる波の位相速度である．式

(32)に，式(34)を用いると，次式のようになる．

３．

恥=昌赤醗綱Ｅｊ緬埼'(､)州 （38）

式(38)より，次式が得られる．

また，基本解の動的な部分については，異方性弾性体の定

常振動問題の場合(7)と同様に，ＱﾉA(､)の固有ベクトルを用
いない表現に書き直せる．以下の関係式を導入する．

Ａ〃＝adj[Qﾉk(､)－βC:jkﾉ］（48）

器害醗蝿厘,” （49）

ここで，ａｄｊＯはＩ］の余因子行列を意味する．これらの関係

式より，式(44)と(45)は以下のようになる．

鋤-嘉弐…州[…蝿抑］ (39）

式(39)を用いて式(38)を逆Radon変換すると次式のように

なる．

恥一幸ﾉﾙ,割妄式…岬…
＋iA桐eilti,Ｉｌｎ･xl]｡S(､）（40）

以上により，基本解の３行４列目までを求めることができた．

基本解の４行目を求めるために，式(39)を式(26)に代入し，

逆Radon変換すると，次式のようになる．

。

に

ただし，ノ１ｍとＥｋｍは，それぞれＱﾉk(､)の固有値と固有ベ
クトルである．また，固有値入",についた添字、に関しては，

総和規約を適用しないものとする．これらの式より，式(27）

を整理すると次式のようになる．

（環ﾉ'耐十β⑩2Ｗh'p＝一EjmPﾉp(､)6(s）（33）

式(33)の特解は，Fburier変換．逆変換と留数定理より求めら

れ，次式のようになる．

ｖｉｎｐ＝玩;1房EjmPﾉp(､)eiAi,,ISI （34）

ただし，以下に示す関係を用いた．

ノ1,,,＝βC；（35）

恥-余ﾉﾙ,淵二式Ｍ"”
×[2…十肱"｡…]-坐』器f型}"(､)(41）

これらの基本解(40）と（41）は，次式のように静的な部分

(Singular項）と動的な効果を表す正則な部分（ReguIar項）に

分けることができる．

聡-幸ﾉﾙ,_,妻士…,……"”

噸一幸ﾉﾙ,淵婁去醗蝿恥刷…
‐竺器型}‘s(､）（縄）
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〃1妄

境界積分方程式は，前節で導出した基本解を用いて変形

し,Ｕフルが静的な場合の基本解(6)であることを利用すると，
以下の形に導出することができる．

仲ﾙ‘｢)U,(,)十ﾉＭ,-U心､‘『
＝ﾙＭ‘『

崎-圭篭'"綱， (52）

(60）
(i）３つの固有値の中の２つが等しい場合(Ａｌ＝ﾉ１２≠ﾉ13）

妙kノー(EAlEﾉ1＋Ek2Eﾉ2)/(入l)＋Ek3Ej3/(ﾉ13）

＝(akノーＥＡ３Ｅﾉ3)/(ﾉ11)＋Ｅｋ３Ｅｊ３/(ﾉ13）

‐伽一筆'八却峠釜'偽’
‐帆峠豊川-川“’

(ii）固有値がすべて等しい場合(Ａｌ＝ﾉ12＝A3）

”＝(EklEj1＋Ek2Ej2＋ＥＡ３Ｅｊ３)／(入l）

＝｡kノノ(Ａ１）（54）

3.基本解の計算の効率化

これまで示したように，圧電材料の調和振動解析の基本解

は，静的な部分（特異性を示す部分）と動的な部分（正則な

部分）に分けることができる．このうち静的な部分では基本

解の値は単位円周上の積分として表され，動的な部分は単位

球面上の面積分で表される．このため，いずれの部分もその

値の計算コストは大きいものとなる．特に，後者の動的な部

分の計算コストは著しいものとなり，その計算の効率化を工

夫することが必要となる．

基本解の静的な部分をよく観察すると，単位円周上の積

分の部分は，場の２点の方向のみに依存し距離に依存しない

関数の積分となっていることが分かる．したがって，計算に

先立ちｒのいくつかの方向についてこの積分の値をあらか

じめ計算して記憶しておき，境界積分方程式の評価に際して

はそれらを補間したものを用いることによって計算の効率化

を図ることができる．この方法は３次元異方性弾性体の静弾

性問題に対する境界要素法において既に用いられており(8)，

３次元圧電材料の定常振動問題においても，基本解の静的な

部分の計算の効率化にそのまま用いることができる．しかし

ながら，基本解の動的な部分は場の２点の距離が指数関数

の引数として含まれているので，このような方法を用いて計

算の効率化を図ることはこのままでは可能でない．ここで，

Fig.１に示すようにｒと同じ方向に取った変数ｂｅ[－１，＋l］

と，‘Ｅ[０，２万］によって式(50)と(51）の単位球面上の面積

分を評価すると，以下のようになる．

境界要素法では，式(16)と(17)によりＵｊＭに関係づけら

れる巧〃も必要となる．そのためには基本解U;〃の勾配が
必要となり，それらを求めると以下の式のようになる．

噸,=赤ﾉ("|g51IMら,Ｍ
＋Q51Ｍい,伽)-等ら,Ｍ]|“(露）

噸=索A2藤'９５!(‘(州州
×{6M.紗))-等祁(’))］
＋dk(d(の))[Ql5l(d(の))恥,!(｡(の)）

＋Q51I(d(の))Pj,(d(‘))］

ルバｄ側手筈凡,Ｍ|‘‘

式(50）と（51）において，３つの固有値(Al,ﾉ12,ﾉ13)の中のい

くつかが一致している場合が存在する．説明を簡略化するた

めに，式(50)の被積分関数を次のように書くことにする．

(56）

血EkmEﾉ,,,R/,(､)eiAi,,lbldb“
2入、

（61）
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ここで，eikmrlblを次のようにTnylOr展開する．

｡i崎'‘=!+雌緬‘,-;(k緬‘,)2-:i(惚臓‘')3+O('4)(63）
必要な展開項数は，波数kｍとｒの積の大きさで適切に決め

ることができる．波数ｋｍと解析対象の最大距離maxの積

kmrmaxによって展開の項数を変えればよい．たとえば，TXlble

lに示す項数を用いれば|e肱蝿rlb'|の展開による誤差をいずれ
の場合も１０-'３以下にできる．

(58）

ただし，。ｋ＝βk(｡(‘))/α(d(の))，β4ｐ＝a4p/α(d(の)）とした．

これらを式(16)と(17)に代入すると，巧〃が以下の形に求
められる．

万"＝巧》＋可ル（59）

ただし,巧協,写ﾙはそれぞれ巧"においてUﾙ,巧協に
対応する部分である．

2.3.境界穏分方程式

－ ７ ０ －



亜blelNumberoftermsusedfbrexpansionsofeiAmrlbl■

kmrmax Numberofterms

I 1６

２ 2１

３ 2５

４ 2９

５ 3２

６ 3６

式(63)を式(61）と式(62)にそれぞれ代入すると次式のよ

うになる．

噂一志Ｗ畠裳…,…
＋i,Ｉ鯨嶋祭恥綱柳"'‘'"“
‐ニル‘鵡篭…仙柵"“
‐等A塗ﾉ,急祭…刈柵"“
＋…］（"）

噸-歳Ⅲ{駕二缶…刈}"“
+i仙駕婁釜…州"“
一言〃,蝿釜…川卿'‘'沖‘‘‘
-害〃隙誌恥…'柵}鋤‘。
÷…］（"）
式(64）と（65)のように展開することによって，基本解の計

算に必要な２点間の距離を積分の外に出すことができる．そ

の結果，被積分関数は２点の方向がわかれば計算できること

になり，基本解の静的な部分の計算で行ったような効率化を

図ることが可能となる．また，必要な展開項数の数だけの積

分を計算する必要があるものの，被積分関数はAml61のべき

を除いてすべて同じものとなるので，計算は効率的に行うこ

とができる．このように，式(64）と（65)のように展開する

ことによって，各項の二重積分はｒの大きさに依存せずｒの

方向に依存する積分として表現され，それぞれの積分につい

てFig.２に示すような球面上のｒの複数の方向に対してあら

かじめ積分を評価して数表を作成しておき，実際の基本解の

計算に際しては，その数表の値を補間してそれぞれの積分値

を計算すれば，基本解の計算の効率化が可能となる．ここで

－７１－

Fig.２Directionsofrtowhichintegralsinequations(64)and(65）

areevaluatedinadvance．

は，球面の経線，緯線の方向に表面を分割し，球の中心から

経線と緯線のそれぞれの交点の方向とｒの方向が一致すると

きの積分値を求めて数表にしておき，ｒの方向がそれ以外の

方向のときはLagrangeの多項式により積分値を補間する．

4.解析例

Fig.３に示すようなモデルを圧電体として解析を行った．こ

のモデルに対して，境界節点数１７０点からなる２次要素を用

いて５６要素に分割した．境界条件として，ｘ，に垂直な右側

の面においてｘ，軸方向のみを支持し，電束密度を０とした．

左側の面においてはｘ，方向に調和加振力ｌ[MPa]，電束密度

を０とした．またｘ２軸に垂直な奥の面はｘ２方向のみを支持

し，電束密度を０，手前の面は表面力を０，電束密度を０とし

た．さらに，ｘ３軸に垂直な下側の面は，ｘ3方向のみを支持し，

電位を０，上側の面は自由表面力で電位を０とした．材料定

数は，ＣＩＩ＝１３９[GPa]，ｃｌ２＝７７．８[GPa]，ｃｌ３＝７４．３IGPa]，

c３３＝１１５[GPa]，ｃ４４＝２５．６[GPa]，ｃ６６＝３０．６ＩＧＰａ]，Ｅｌ５＝

12.7[C/ｍ２]，Ｅ２４＝１２．７に/ｍ２]，Ｅ３，＝－５．２[C/ｍ２]，Ｅ３２＝

－５．２[C/ｍ２]，Ｅ３３＝１５．１[C/ｍ２ｌ，ＥＩＩ＝6.461×１０－９[C/Ｖｍ]，

８２２＝6.461×１０－９［C/Ｖｍ]，Ｅ３３＝5.620×１０－９［C/Ｖｍ］と

し，密度を７６００[kg/ｍ３]，振動数を１５００[Hz］とした．ただ

し，ｃαβ(α＝１，．．．，６;β＝１，…，６）とＥＡＰ(ｋ＝１，２，３；ｐ＝
１，．．．，６)はそれぞれ弾性定数マトリックスと圧電定数マト

リックスであり，ｃαβの添字はαとβは弾性定数テンソル

ｃ"AIの添字j,ｊ,ｋ,ノとα＝ｉ(j＝ノ),９－ｉ－ノ(i≠ｊ)およ
びβ＝ｋ(ｋ＝ﾉ),９－Ａ一ノ(ｋ≠ﾉ)で関係づけられる．同様に

圧電定数マトリックスは圧電定数テンソルとｋ＝１，２，３に

対して，ＥＡＩ＝ekll，ＥＡ:２＝ｅＡ:22,Ｅｋ３＝eA33，Ｅｋ４＝ｅｋ２３＝

ek32，Ｅｋ５＝ｅｋｌ３＝ek31，Ｅｋ６＝ｅｋｌ２＝ｅＡ２１のように関係づ

けられる．以上のときｘｌ方向の波数は２．８９[rad/m]となる．

境界積分方程式は，８節点アイソパラメトリック要素で離散

化し，数値積分には１６点のGaussの数値積分公式を用いて

解析した．Fig.４，Fig.５に，このときの線分ＡＢ上の変位のｘ２

方向成分脚２と電束密度Ｄｉ"ｉを，それぞれ選点法(2)による

解析結果と比較して示す．概ね妥当な解が得られていると考

えられる．

次に，基本解の計算の効率化の有効性を調べるために，上

記の問題に対して，球面の１０○，５０，２０ごとのそれぞれの方

向に対して，あらかじめ基本解の中の積分を計算しておき，
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た．この問題の基本解は，単位球面上の表面積分を含み，そ

の被積分関数は場の２点の方向と距離を含むために，そのま

までは基本解の値を計算するごとに単位球面上の表面積分を

数値積分で計算する必要があった．本研究では，この被積分

関数において場の２点の距離が含まれているのは指数関数の

部分だけである点に着目し，この部分をmylor展開して距離

に関する項を積分の外に出すことで効率化する方法を提案し

た．数値解析例から，本方法により計算の効率化が図られる

ことを示した．
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実際の基本解の計算では，これらの値を補間して用いる方法

を適用した．このときのＣＰＵ時間と効率化を行わなかったと

きの解に対するの点Ｂのｘｌ方向の変位脚ｌの誤差を'nlble2に

比較して示す．この場合の球面の分割数は，それぞれ36×18,

72×３６，１８０×９０である．基本解の計算の効率化を行わない

ときは，Gaussの数値積分公式の個々の積分点ごとに単位球

面上で数値積分して基本解の値を計算する必要があるため，

計算時間もかなり必要となっている．これに対して，基本解

の方向毎にあらかじめ必要な積分を計算しておく方法では，

精度をあまり低下させることなく効率化が達成できているこ

とが分かる．
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5.結言

本研究では，圧電材料の定常振動問題に対する境界要素法

の基本解の導出と基本解を計算を効率的に行う方法を提案し
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通ble2ComparisonsofCPUtimesandrelativeerrorsfbml．

2。(180×９０） 394 0.28

5。(７２×３６） 170 ０．４２
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noImal 3687

CPUｔｉｍｅ[s］ E面orofz41［％］


