
非常に重要な現象である。（５）

他方、川村は、Ｆｉｇ．１に示すような螺旋転位がある立方格

子上をホッピング伝導する電子（強束縛電子）の支配方程式

は、格子間隔に対して波長が十分長い場合に、転位の位置に

デルタ関数的な磁束が存在するＡＢ系の場合のSchr6dinger

方程式に帰着することを見出した。（６）このことにより、ＡＢ
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１．はじめに

古典電磁気学では数学的定式化の便宜としてベクトルポ

テンシャル、スカラーポテンシャルが導入された。スカラー

ポテンシャルは電位という物理的を意味を持つが、ベクトル

ポテンシャルはあくまで数学的便宜上のものと考えられてい

た。ところが、AharonovとＢｏｈｍは磁場が外に漏れない細

い磁束を二手に分かれ回り込んだコヒーレントな電子波は

磁束の大きさに依存する干渉を起こすことを示した。（１）こ

の系では電子波は磁場に全く触れないが、ベクトルポテン

シャルにはさらされている。ベクトルポテンシャルは電子の

波動関数の位相に影響し、それが物理的に観測できる。この

事実は、ベクトルポテンシャルが物理的に本質的な物理量で

あることを示していた。この発見の後、この干渉効果はＡＢ

効果と呼ばれ、精力的にこの系の理論的、実験的研究が行わ

れた。(2)ＡＢ効果の実験的観測は様々 行われてきたが、磁場

の完全な閉じ込めの保証が問題となっていた。（３）１９８２年に

日立製作所の外村がリング状の永久磁石を超伝導体で覆うこ

とにより、完全な磁場の閉じ込めを実現し、電子顕微鏡の電

子波の干渉により、ＡＢ効果を実験的に確認した。（４）近年、

半導体中にコヒーレントな２次元電子系が実現され、半導体

微細加工技術により作成した微細な回路で磁気抵抗を測定し

た場合（この場合、電子は磁場に曝されているが、サイクロ

トロン半径に比べ回路幅が非常に小さいため磁場の影響は無

視できる）ＡＢ効果が観測され、磁場中の量子伝導研究では

JASＣＯＭＥ
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効果は転位が存在する場合の量子伝導という観点からも注目

される。（7,8,9,10）
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２．ＡＢ系の境界要素法

2005年春の日本物理学会において増田らは量子ラチェット

効果を調べるために、２つの導波路を持つ円形量子ドットの

中心に正三角形の障壁を置き、それと導波路との成す角度に

よるコンダクタンスの変化を報告した。（'2）その研究では、

磁場のかかってない場合、三角形の障壁の中心にデルタ関数

状の磁束（ＡＢ磁束）を印加した場合、一様磁場を印加した

場合の計算を境界要素法を用いて行っている。磁場がかかっ

てない場合、一様磁場が印加された場合の境界要素法は既に

実用化されている('１)が、ＡＢ磁束が印加された系の境界要

素法は新たな試みである。この系のグリーン関数は並進対称

性もなく、磁束の周りを回転するような電子の運動は多重連

結空間での運動で、波動関数の多価性など多くの議論があっ

た。(2)増田らはグリーン関数の厳密解を用いた主張してい

たが、固有関数による展開表現を用いていることが確認され

た。（'3）これは実数次のベッセル関数、ハンケル関数及び位

相因子の無限和で表現されており、その計算精度には疑問が

残る。実際、増田らの計算において、ユニタリテイ（確率の

保存性）の精度は１０％以上の誤差を含むものであった。

本論文では、ＡＢ系の厳密なグリーン関数の計算方法を検

討し、実用的な精度を実現する境界要素法を検討する。

3．グリーン関数の固有関数展開表現

ＡＢ効果の理論的取り扱いには厳密的取り扱いができるモ

デル．ハミルトニアンを用いる。モデルでは、無限に長く、

無限に小さい半径の直線状ソレノイドを考え、その中に磁束

｡の磁場が閉じ込められているとする。磁場をｚ軸正向きに

取ると、このときのベクトルポテンシャルは

Ａ＝ａ(台)(-券,赤,0） (1)

ととれる。ここで、ｈはブランク定数、９(＜０)は電子の電荷

であり、M91は磁束量子である。αは無次元の実数である。

このとき、▽．Ａ＝０を満たし、磁場は

B=▽×A=α(台）6(7,)念

とデルタ関数的な磁場となる。ただし、念はｚ軸正向きの単

位ベクトルである。

このとき、質量、、電荷９（＜０)電子の運動を記述する

Schr6dinger方程式は

夫(一統▽-,4)2州=画州（２）
で与えられ、円柱座標γ-‘を用いて

|嘉帯器半全(金一麺)１妙(r,の)＝ル2妙(r,妙）（３）

と書ける。ここで、ｋ三､/示万/ｈを定義した。

この方程式の原点で有限な値を持つ解は

妙1,1,(r,の)＝厩JM-o伽･",‘:懸数（４）

－４４－

で与えられる。この解は

ﾉ(，蒜ﾙー伽州(,州"=Ｍ(ﾙー膝）(5)
なる規格直交関係を満たす。ただし、記号＊は複素共役を

表す。

この解を用いるとグリーン関数は

Ｇα(7,7,0;Ｅ）

＝’二ﾉr伽州酔‘÷_警州州
＝鈴‘異｡髄(.-.｡’

×{‘(ｒ－ｒｏ恥,(脆『｡)Hﾄﾘ｡,(脆『）
＋‘(『｡-r)J,1-.,(州ﾄﾘ．,伽｡)｝（６）

と表現できる。（'4）ここで、（r,の),(『｡,の｡)は,｡,?､｡の円柱座

標であり、ｅは無限小の正の実数である。８(〃)は単位ステッ

プ関数である。

増田らは境界要素法のグリーン関数の計算にこの固有関

数展開表現を用いて評価している。しかし、このような級数

展開は収束が遅い例が多く、数値計算に用いる場合には気を

つけなければならない。実際、増田らはα＝０における収

束性、計算精度の確認も行っていないとのことである。そこ

で、この級数の振る舞い、収束性を確認する。

まず、対称性を利用するために、式（６）でαをα＋”（ｎ

は整数）とすることにより

Gα+"(流ro;Ｅ)＝ej"(ゆ一ゆ0)Ｇα(r,,｡｡;Ｅ）（７）

なる関係を得る。これより、グリーン関数の本質的な計算は

０＜α＜１の範囲で行えばよいことがわかる。

厳密解と比較するため、α＝０の場合の収束性を見る。

このときのグリーン関数は２次元自由空間のヘルムホルツ

方程式のグリーン関数となるから、厳密解はよく知られてい

るように（'5）

，=・ＭＥ)三等c一．ＭＥ)=』ﾂf'伽",)(8)
となる。Ｈｆ)(z)は０次の第,種ハンケル関数である。

ここで、

ｊＶｍＢｘ

９°(『,r０，・,jVm.x）＝エ‘"“
Ｉ＝一Jvmnx

×{'(ｒ－ｒ｡)Ｊ１‘_｡,(脆『｡)Hﾄﾘ｡,(脆『）
＋‘('･一癖)JM-a'(I‘『刈り｡,(脆『｡)}(9)

△9(jVin．x）三’9α(r,r０，①,jVhnax＋10）

－９α(r,ro,①,jVi…)’（10）

を定義する。これ以後の議論においては特に断らない限

り、距離は波数ＩＣでスケールしているものとする。また、

9．(r,ro，｡'jVinax)をjVinaxの関数と見る場合、９(ﾉVhnax)と略

記する。
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Fig.４⑳-dependenceofjVinaxsecuringtheconvergencG

fbrro＝１０，７＝１１ａｎｄα＝０．

腿で一致している。表１に７０＝1.0,7,＝1.002の場合にい

くつかの４０について、jVina蕊＝1000,1500の場合の９(jVinax）

の値と厳密解を示す。実部は十分収束しているが、虚部が

jVh1a誌＝１５００でも十分収束していないことが分かる。

次に、αが有限の場合の収束性を｣,,Lる。周期性を回避す

るためにα＝５/13,①＝１の場合を考える。７．０＝１．ｒ＝

1.1、ｒｏ＝１．７．＝１．０１，γ０＝５，７．＝５．０１について、Fig.５、

Fig.6、Fig.７にiIij対数プロットで示す。これらから、一般に

Fig.２（7.-70)_dependenceofjVhmxsecuringtheconvergence

fbr７．０＝１０，｡＝０ａｎｄα＝０．

ら、γ’７０の距離の差が大きなほど収束が速いことが分かる。

しかし、境界要素法で係数行列の対角成分の計算に現れる特

異穂分で霞要となる(r-ro)が小さな領域ではjVinaxをかな

り大きくとらなければ収束しない可能性がある。次に、Fig.３

にγ0＝10,③＝０とした場合のjvin琴の(r－７℃)依存性を示

す。この図から、７，～ｒ０で、その値が大きな場合には式（６）

－４５－

0．８６

Fig.６９(jVhmx)fbrr0＝１，γ＝1.01,唖＝１ａｎｄα＝5/13.
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△9(jVin琴)＜ｌＯ－９となるようなⅣ…の値がγ,７，０，⑳三

の－‘0によりどのように変化するかを見る。Fig.２にγo＝１，

，P＝０とした場合のIVtnaxの(ｒ－ｒｏ)依存性を示す。これか

Ｉ

0．８２

１ ５１０ ５０１００

IVhnax
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Fig.５９(jVinax)fbrro＝１，γ＝1.1.｡＝１ａｎｄα＝5/13．'

Fig.３（γ－７０)-dependenceofjVinaxsecuringtheconvergence

fbr7.0＝１０，唖＝０ａｎｄα＝０．

▲■

0．８８
の収束が非常に悪くなることが分かる。これは、磁束の存在

する原点から離れた位置で２点γ,ＴＯの距離が近いという意

味ではない。それは、唖＝汀の場合、すなわち、７，７．０が逆

向きである場合でも、IVi…の(r-ro)依存性は大きな変化

は見られないからである。Fig.４に７０＝10,7,＝１１とした場

合のjVi…の塾依存性を示す。ノイズのような①依存性が兄

られるが、IVi…の値が数倍になるなど大きな変化はないと

言える。

収束性がγ,ｒｏの値に強く依存するのは'断次のベッセル関

数が遠方で大きな値を持つことに起因していると考えられる

が、振る舞いは単純ではなく、それだけで説明はできない。

これまで、収束性のみを見てきたが、収束したグリーン

関数の値そのものは磁束がない場合の厳密解の値に収束粘
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唖blelWVmax)の値と厳密解の比較(ro＝1.0,γ＝1.002,α＝O）

①＝０．０⑩＝０－１１

ｊＶｉｎａＸ 9(jVinax）

1000 0.99999900000025-3.9989679274386676'

1500 0.99999900000025-4.021814033705965＃

厳密解 0.99999900000025-4.030142021314736‘

FORTRAN(1000） (0.999999,-2.86321129）

1｡|＝汀/２

lVinａＸ 9(jVmax）

1000 0.5583635990604601＋0.3452575305270341

1500 0.5583635990604601＋0.3452899972541529＃

厳密解 0.5583635990604602＋0.3453005658712882＃

FORTRAN(1000） (0.558363599,0.339411639）

|①|＝汀

jVinａＸ 9(jVinax）

1000 0.22273745900265615＋0.5105455099502094＃

1500 0.22273745900265615＋0.5105780272624263＃

厳密解 0.22273745900265643＋0.5105886099980487＃

FORTRAN(1000） (0.222737459,0.516414218）

－４６－



は'9(jvi…)|は振動しながら収束することが分かる（振動し

ない場合もある)。したがって、jVinaxの選択には注意が必要

である。

α＝０の場合同様、７０，ｒの差が大きければ速やかに収束

し、小さくなると収束が遅くなることが分かる。また、γ0,7

の差が小さく、それぞれの値が大きい場合に収束が遅くなる。

ここに示した、|γ－７．０１＞0.01の範囲であれば、jVinax＜400

で十分収束している。

しかしながら、この手法には致命的な困難が伴う。これら

の計算はMathematicaを用いて行ったが、jVIna誌が約１５０以

上の和を計算できるのはWindows版のみで、MacOS-X版、

UNIX版では実行状態のまま、Windows版での計算時間の

１０倍以上の時間が経過しても計算が終わらない。どのプラッ

トホームのMathematicaも同じ処理を行っているはずなの

で、ＣＰＵ内での数価の処理方法の差異であると考えられる。

それほど微妙な計算を行っていると言える。また、多くの数

値計算ライブラリーの実数次ベッセル関数は蝋精度でしか提

供されておらず（例えば、ＭＳＬ２等）、多くの和をとった場

合、計算精度が問題となる。単精度の実数次ベッセル関数を

用いたFORrRANでの数値計算結果を表１に示している。

この計算結果はZVi…＝１０００の場合とjVmax＝１５００の場合

は同じ値に収束している。しかし、厳密解と比較すると、実

部は正しい値に収束しているが、虚部は厳密解からずれた値

に収束していることが分かる。収束したとしても'1畠しい値で

あるとは限らないため注意が必要である。

以上のように、|r-rolが非常に小さい場合については、

他の計算方法が必要となる。
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Fig.７９(jV1nax)fbrr0＝５，ｒ＝5.01,｡＝ｌａｎｄα＝５/13‘

は(-10,20)の範囲でピークを持ち、その外では強く減衰す

る。（s,①)＝(0,±7r)において発散することを除けば、唖が

変化しても状況は変わらない。したがって、職分は十分な粘

度で有限範囲の積分で近似できる。しかしながら、被職分関

と与えられる。ここで、Ｒ２(s)＝Ｔ２＋r;＋2rrocosh(s)を定

義した。また、右辺第一項の｛｝の中は｡の値が(-27r,－７r)，

(一汀,汀),(7r’2穴)それぞれの範州にある場合に対応する。
この積分表現はα＝０とすると、容易に０次の第１種ハン

ケル関数になることが確認でき便利である。また、０次のハ

ンケル関数のみで．!!｝かれているので、ＦＯＲｒＲＡＮでの数仙

計算でも問題が生じない。

第２項の積分範州が(-｡o’○｡]であるが、被菰分関数を

州=岬(州簿箪
として、γ＝『o＝0.001》α＝０，０．５について、’.f(s、①)|のよ

うすをFig.8,9に示す。け(s,⑳)|は積分変数Ｓ方向について

江

Fig.８１f(s,⑳)lfbrT0＝γ＝0.001ａｎｄα＝０．

4．グリーン関数の積分表現

この系のグリーン関数はた２＜０の場合に械分表現が与え

られている。（16）その積分表現は解析接続して、

雨…ﾄぱ|岬伽矧，
７r"２

‐竿ﾉ[冥叫'(州f誤墓(u）

け’ 冗

Fig.９１f(s,⑳)lfbrro＝7,＝0.001ａｎｄα＝０．５



数/(s》の)は､Ｈｆ)(ﾙR(s))を含み､Ｒ(s)の中にはcosh(s)が
含まれるため、その範囲で数万回の振動をする。また、その

振動は等間隔ではなく、ピーク付近に集中している。そのた

め、通常の分割では十分な収束が得られない。更に計算法を

検討する必要がある。

５．まとめ

本研究では線状磁束がある系での電子の境界要素法を実

現するべく、そのグリーン関数の計算法、計算精度について

検討した。式（６）はんlr-rol＞０．１程度の範囲では利用で

きるが、それより近い場合には他の方法が必要となる。積分

表現は[一CO,oolの範囲での積分であるが、十分な精度で有

限範囲での積分で近似できる。しかし、被積分関数の激しい

振動のために数値積分を十分な精度で実行するためには、そ

の方法の検討が必要である。

しかし、いずれの方法でグリーン関数が数値計算できたと

しても、１つの(r,7,0)の組に対して計算に時間がかかりす

ぎる。

また、境界要素法に用いるには、グリーン関数の微分の

数値計算が必要である。式（６）のステップ関数の微分のデ

ルタ関数はキャンセルして現れないが、微分では項数が２倍

になるので時間がグリーン関数そのものより時間がかかる。

また、式（11）の微分は右辺第一項の位相因子の微分の処理

が問題となる。数値計算を実行できたとしても、実用的、効

率的な計算手法とは言い難い。他の方法の検討が必要であ

ろう。

川村らが境界のないＡＢ系について、積分方程式を用いて

解析している。（'7）これは、原点以外には磁場が存在してい

ないので、局所的には磁場がないときのグリーン関数をゲー

ジ変換すればよいことを用いている。そして、磁束を周回し

た場合に付け加わる位相因子と波動関数の一価性

の(r,‘＝0)＝exp(j27Tα)の(r,の＝27r）（12）

の条件を境界条件として課している。この場合、グリーン関

数はベクトルポテンシャルが０である場合のグリーン関数を

用いることができるので便利である。境界を持つ系の場合、

与えられた系それぞれについて境界条件を考えないといけな

いので面倒になるが、この手法が適用可能かどうか検討する

価値が十分ある。
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