
計算数理工学論文集Ｖb1.5（2005年６月),論文No.05-062407 JASＣＯＭＥ

高速多重極境界要素法を用いた複合材料の弾性波動解析

ｎｍＡＳＴＩＣ咽ＺＡＶＥＡＮＡＩｊＹＳＩＳＯＦＣＯＭＰＯＳＩＴＥＭＡＴＥＲＩＡＬＳＵＳＩＮＧ田ｙｋＳＴＭＵＩﾉrＩＰＯＬＥ

ＢＯＵＮＤＡＲｙＥＬＥＭＥＮＴＭＥＴＨＯＤ

斎藤隆泰')，永井浩二2),鹿瀬壮一3）

唖kahiroSAITOH,KojiNAGAIandSohichiHIROSE

1)東京工業大学大学院情報理工学研究科(〒152-8552東京都目黒区大岡山2-12-1,Bmail:Saito◎qnde､mei・titech・acjp）

2)東京工業大学大学院情報理工学研究科(〒152-8552束京都目黒区大岡山2-12-1,Bmail:van-knagai､qnde,mei､titech・ac.jp）

3)東京工業大学大学院情報理工学研究科教授(〒152-8552東京都目黒区大岡山2-12-1,Bmail:shirose､cv・titech・acjp）

Tbenhancethequalityofultrasonicnondestructiveevaluationofdefbctsincomposite

materiahs，ｉｔｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅｉｍｐｏｒｔａｎｔｋｅｙｓｔｏｇａｉndetailedknowledgeontheelasticwaye

propagationbehavior・Inthispaper，aFastMultipoleBoundaryElementMethodwith

diagonalfbrmisdevelopeｄｆｂｒａｌａｒｇｅｓｃalemultiplescatteringproblem、Theaccuracy

andcomputationalefIiciencyoftheproposedmothodarediscussed、Largescalemultiple

scatteringproblemsfbrthecompositeswithregularorrandomarrangementsaresolved

byapplyingperiodicalboundaryconditionstotheproposedmethodThecharacteristics

ofreHectedandtransmittedenergybythecompositesareinvestigated・

ＫｅリWO7秘８：PeriodicBoundaryCondition，MultipleScattering，BoundaryElement

Method，Ｆ泡stMultipoleMethod．

１．はじめに

産業分野において、異種材料からなる複合材料が広く用い

られるようになり注目を集めている。一般的に、異種材料を

適切に組み合わせることにより、材料強度、靭性、剛性、そ

して、化学的特性を、単一の材料に比べて高めることが可能

となるが、得られた複合材料は極めて非均質な材料となる。

今日、材料や構造物の健全性の評価において非破壊評価の重

要性が高まっているが、非破壊評価法のうち、最も一般的に

用いられているものは、超音波非破壊検査法である。超音波

非破壊検査法とは、材料表面に探触子を当て超音波を送受

信し、受信した波形を基に材料中に存在する欠陥の有無、位

置、大きさといった情報を判定する手法である。しかし、複

合材料に超音波を入射すると、強化材による多重散乱によっ

て非常に複雑な波動場が形成される（１）ため、より定量的な

非破壊評価を行うには複合材料中を伝播する波動特性を明ら

かにする必要がある。Ｂｉｗａら(2)は繊維強化材複合材料にお

けるＳＨ波の多重散乱解析を行い、繊維配置が波動伝播に及

ぼす影響を明らかにしている。永井、麿瀬は(3)境界要素法

を用いて超音波ノイズの解析を行っている。また、Ｃａi(4)(5)

らは等間隔に配置された介在物による効率的な多重散乱解析

手法を提案している。いずれの手法にしろ、多重散乱解析で

は必然的に大規模な計算を必要とする。本研究では、多重散

－３７－

乱問題を数値解析手法を用いて解くために、無限遠を含めた

散乱波の評価が容易である境界要素法(6)を用いることを考

える。しかし、境界要素法は積分方程式から誘導される代数

方程式が密行列になることから、自由度の高い問題に対して

は実用的な計算時間、記憶容量で計算を実行することは困難

であることが知られている。そのため、本研究で扱う多重散

乱問題といった大規模問題に対しては、何らかの手法を用い

て境界要素法を高速化することが計算効率上必要不可欠であ

る。そこで、本研究では、大規模問題のための数値解析手法

として急速に発達し続けている高速多重極法（ＦＭＭ）を境

界要素法に適用した高速多重極境界要素法（ＦＭBEM)(6)を
用いる。高速多重極境界要素法は、多重極展開を用いること

により遠方場からの寄与をまとめて評価する手法として知ら

れ、計算時間、記憶容量を従来の境界要素法に比べ大幅に軽

減させることが可能となる。そこで、本研究では高速多重極

境界要素法を用いて多重散乱解析を効率よく実行し、材料中

における多数の介在物群による反射ならびに透過エネルギー

の特性を数値的に明らかにする。

2．二次元動弾性境界値問題

等方均質な二次元弾性体Ｄにおける面内調和波動問題を

考える。角周波数が“であるとき、Navierの方程式は、変



Ｃ和‘,ヵ＋(C:－C;)勉j,ji＋β‘J2秘‘＋麺＝０（１）

と表される。ここに、ｃＬはＰ波、ｃＴはＳ波の位相速度であ

り、Lam6定数を入、似、質量密度をβとするとき、

を満足する。ここに、ｃ”(⑳)は、境界に依存する自由項であ

る。［捌勿,w)は基本解で、γ鯵,＝laB-glとすれば、

“,(錘,，)=命IHf)(随T『･‘,)６”
＋章歳{Hf)伽霊,)-Hf)(Ｉ‘Lr･")}}（７）

で表される。ここに､Ｈｆ)は0次の第一種Hanke'関数であ
る。ｗｉｊ(⑳,ｙ)は第二基本解で、

wbj(⑩,〃)＝Tjk(秒)Uhk(錘,シ）（８）

で定義される。また､ｆｊ脇は応力ベクトル作用素であり、
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で定義される。”fは境界上の外向き法線ベクトルを表す。式

(5)、(6)で表された境界積分方程式を離散化し、得られる代

数方程式を解けば、変位ｕｆを求めることが出来る。

Fig.１多重散乱解析モデル

3．エネルギー透過率

多重散乱問題では多数の散乱体の相互干渉によって非常に

複雑な挙動を示す。よって各点ごとの変位や応力などを詳細

に検討することはあまり得策ではない。波動が散乱体を通過

すると散乱現象によって透過エネルギーが減衰する。このよ

うなエネルギーの変動はしばしば散乱体群の特性と密接に関

連しており、多重散乱現象を検討する上で有用な指標となり

うる。よってここではエネルギー透過率の定義を示し、後に

示す解析結果の考察において用いる。

エネルギー透過率は、介在物の存在する領域を通過した

エネルギー戯くE〉と入射波の持つエネルギー量くI>の比で表

すことができる。ここで〈・〉は時間平均を表す。またＥは、

次式で定義される介在物の存在により生じた散乱波ｕ:cが有

する単位時間単位面積当たりのエネルギーである。

位ｕｆおよび物体力Ｘｊによって、
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で表される。６”はKroneckerのデルタである。ここでFig･’

に示すような、無限弾性媒質ＤＣ中にＮ個の介在物Ｄｍ(ｍ＝

1,2,…,Ⅳ)が存在する時の入射波狸…による散乱問題を考

える。解くべき問題は、全領域ＤにおいてNavierの方程式

(1)を満足し、境界ａＤｍ上で与えられた変位ｕｊ、及び表面

力tiに関する次の完全結合条件、

ｕＷ'＋＝u?－，”＋＝－呼一ｏγzａＤｍ（４）

を満たす変位ｕｆ、表面力tjを決定する問題である。ただし

式(4)において、＋と一はａＤｍにおけるＤＣ側とＤｍ側の

変位および表面力である。今、物体力を無視すると、Navier

の方程式(1)の解ｕｊは、動弾性学におけるSomiglianaの公

式により、領域Ｄ０，，ｍに対してそれぞれ、
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である。応力ｍｊは、弾性定数CjjkIにより
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ここに、Ａは散乱波が通過する任意の面であり、”jはこの面

の単位法縄ベクトルである｡また､｡瀞は迦:cに対応する応
力であり、●は時間領域の値を意味する。さらに、式(10)は、

時間因子をｅ－幽ｔとする定常波動場においては、

（画>=-差ﾉ11"JmIo桝｡.'“（u）
で表される。●は複素共役である。いま、入射波を、波数ｋＬ，

入射伝播方向ベクトルｐの成分pfを用いた単位振幅の平面Ｐ

波

包:"c(勿脆,t)＝Ｐ#e(たしp…~…）

とすると、入射波の持つエネルギー<I>は、次のようになる。

〈,>=-詳し(入十2鯉）（'2）
最終的に式(11)および式('2)の関係から、エネルギー透過

率は以下のように導かれる。

害”‘(入幸2‘Mﾉ(i"狸､剛.．'“（'3）
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5．解析結果

様々に配置された介在物群に対する多重散乱解析結果を示

母材 6100３２００44007.5

する。メcLd＝３．０以上では、誤差は１０－３以下で推移してい

ることがわかる。実用上は３桁程度で十分であると考えられ

る。この結果から、若干余裕を見込みｋＬｄ＝５．０以上となる

レベルのセルについてdiagonalfbrmを用いることにする。

一方、波数の増加と計算時間の関係を調べるために、Fig.４

に境界要素法、通常の高速多重極境界要素法及びdiagonal

fbrmを利用した場合の高速多重極境界要素法(んＬｄ≧５．０で

diagonalfbrm利用）における波数、計算時間の関係を示す。

diagonalfbrmを利用した場合は波数の増加と共に計算時間

の増加率が小さく、効率的に計算を実行できていることがわ

かる。
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Thblel解析に用いた材料密度及び波速

4．高速多重極境界要素法

先に述べたように、本研究では多重散乱問題を効率よく

実行するために高速多重極境界要素法(ＦＭBEM)を用いる。

ＦＭBEMは、福井ら(7)、西村ら(8)により二次元Helmholtz

問題、三次元動弾性問題に対する定式化が示され、今日まで

発展してきた。本論文では詳しい定式化は割愛し、ＦＭBEM

の概略を述べるにとどめる。ＦＭBEMは、波動問題に対し

ては、解くべき問題の領域サイズと問題となる波数の関係か

ら、従来の高速多重極法を用いた定式化とDiagonalForm(9)

を用いた定式化を使い分ける必要がある。理由は多重極展

開で必要な展開項数が各レベル間で波数の増加と共に増え

ることに起因する。そのような場合に多重極展開は遠方で

はFburier級数で表される性質を利用して計算を効率化させ

る方法がDiagonalFbrmと呼ばれており、福井('0）ら、大谷

('１）らによりdiagonalfbrmを用いた高速多重極境界要素法

が行われている。本研究においてもDiagonalFbrmを用いた

高速多重極境界要素法を用いる。

4.1．ＦＭBEMに関する数値的検討

diagonalfbrmへの切り替え波数を数値計算により決定す

る。そのために、Fig.２で表されるような平面Ｐ波による多

重散乱問題をjV途，＝８，ハノを２＝４とし、境界要素法、通常の

高速多重極境界要素法、diagonalfbrmを利用した場合の高

速多重極境界要素法を用いて計算を行った。介在物は全て直

径αの円とし⑰,,ｚ２方向の隣り合う介在物の中心間距離を

I＝2αとした。この時、要素数は6400(未知数12800)である。

また、母材、各介在物における密度、波速は皿blelの値を用

いた。まず、diagonalfbrmを利用した場合の高速多重極境界

要素法において高速多重極アルゴリズムでいう最小セル(6)

に外接する円の半径をｄとし無次元化波数をｋＬｄ＝２．５～１０

と変化させ計算を行った。Fig.３は境界要素法及びdiagonal

fbrmを利用した高速多重極境界要素法で得られた全ての境

界値の相対誤差の最大値をそれぞれの波数ごとにプロットし

たものである。ｋＬｄが増加するにつれて解の相対誤差は減少
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介在物がFig.1１のように⑩２方向に対して無限個配侭され
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Fig.５ノCl,α＝0.15における全Fig.６Ａ:ﾉ,α＝0.15における全

変位場(実部）変位場(絶対仙）

Ｆｉｇ９Ａ６Ｌｑ＝3.()９における全Fig.１０ノtﾉ‘α＝3.()９における全

変位場(実部）変位場(絶対値）
Fig.１３２個及び７個の介在物による解析モデル

反射エネルギー計算面

Fig.１１釘2方向に介在物が等間隔・無限個配ifされた場合の

多兎散乱モデル

Ｈ０．００．５１．０１．５２．０２．５３．０

ノセLα,ﾉー2.8α

Fig.１２等間隔配iIwtされた無限個の介在物による波数とエネ

ルギーの関係

す。なお、介在物は全てlIl[徒αの円とし、Ｉﾘ:材、各介在物に

おける密度及び、波述はTablelとIIjl様とする｡入射波は平

面Ｐ波である。

5.1．等間隔配置された有限個の介在物による多重散乱解析

介在物の総数が,脚．限個で、現実的な計算時|M1内で計算が

Ｉ１ｌ能な場合はilLi:接、尚速多亜極境界要求法を川いて波動場

を求めることが川来る。Fig.5,6はFig.２においてＩ＝1.5α，

』V;鯵，＝10,ﾉV1噸２＝５の条件で配置された介ｲi;物群に対して

APLα＝０．１５の平而Ｐ波が入射した時の波動場の実部及び絶

Fig.７Aしα＝1.55における全Fig.８ｋLα＝1.55における全

変位場(実部）変位場(絶対値） 面P波ｘ2１

対仙を表している。ｌＩ１様に、Fig.7,8はんLα＝１．５５の場合、

Fig.9‘１０は附しα＝３．０９の｣助合の全波動場の災祁、虚部をそ

れぞれ表している。この時、介ｲl冒物はFig.２における横15α、

縦15.の正方領域中に、休砿含有率の＝34.9％(正方領域の

而硫に対する介在物の占める面積の割合)で配枇されている。

Aしα＝0.15の場合では散乱体の直径や配瞳間隔に対して波擾

の長い波が入射しているため、入射波はほとんど散乱される

ことなく透過していることがわかる。一方、ノ１０Lα＝1.55では．

散乱体を通過した波動とIﾘ材を通過した波動で位ｲ11のずれが

生じている。これは，散汎体内部における波速が厭材中のそ

れよりも速いためであると考えられる。Ａ;しα＝3.09では、介

在物群を通過する波動の変位がしだいに小さくなっているこ

とが確認出来る。これはある特定の波数において入射波の大

部分が反射されるストップバンド('2）と呼ばれる現象が,Ｌｋじ

ていると考えられる。
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5.2．無限個の介在物による多重散乱解析

介在物がｚ２方向にある周期性を持って無限に配慨してい

るモデルを考える。

5.2.1等間隔配置された無限個の介在物
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6．おわりに

－４１－

０
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(14）

を与え解析を行った。Fig.１２は式(13)を用いて反射、透過

エネルギー率を求めた結果である。全体の傾向として、波数

の増加に伴い、エネルギー透過率は少しずつ減少する傾向に

あるが、ｋＬα＝1.2,2.4付近ではエネルギー透過率が大きく

減少し、逆に反射率は大きくなっていることが確認出来る。

有限個の介在物の解析で見られたストップバンドの現象であ

る。なお、介在物配置間隔Ｉを変化させた場合においても特

定の波数でエネルギー透過率が非常に小さくなる。

また比較のためFig.１３のような介在物がｚ,方向に２個、

⑰2方向に７個のみ存在する場合を考える。Fig.14,15はFig.１３

中の点Ａ、Ｂにおける⑩，方向の変位を表した図である。介

在物間の距離ｊをＪ＝２α,2.8α,3.8αと変化させている。また、

Fig.１４には単一の介在物による結果も示している。これらの

図より、点Ａにおける反射波の変位は、介在物が２個の場

合にも既にFig.１２で見られたストツプバンドが見られ、波

数IkL＝717rにおいて大きくなっていることがわかる。ただ

し、Fig.14(b)、Fig.15(b)の点Ｂでの透過波にはストップバ

ンドに対応する応答は見られない。また、配置間隔が疎であ

る場合ほど低い波数帯で大きな反射波を確認することが出来

きる。

5.2.2ランダム配置された無限個の介在物

Fig.16,1７のように１０α×１０αの領域に体積含有率の＝

15.8％（Fig.16)、ゆ＝23.5％(Fig.17）で介在物がランダムに

配置され、前節と同様、ｚ２方向にその領域が無限に配置さ

れているとする。Fig.18,19はそれぞれFig.16,17の介在物配

置に対応する反射・透過エネルギー率を求めた結果である。

Fig.18.19より体祇含有率がの＝15.8％と疎である場合の方

が、各波数間のエネルギー反射率・透過率の増減幅が大きい

傾向にある。これについては一般的な常識に反しており、今

後詳細な検討が必要である。また低い波数帯から反射エネル

ギーが増加する傾向にある。また、体積含有率の＝15.8％、

の＝23.5％の場合ともに、Fig.１２のような顕著なストツプバ

ンド現象は確認されなかった。なお、本研究では反復解法と

してＧＭＲＥＳ法を用いている。ブロック対角行列を前処理行

列として使用しているが、周期境界条件を与えて解析を行っ

た場合、行列の非対角項に周期境界条件による寄与が加わる

ため、行列の性質が悪くなり、反復回数が増加した。周期境

界条件を与えた場合の収束性の改善は今後の大きな課題で

ある。

いるとする。この時、Fig.1lのようにｚ２＝士4.2αにそれぞ

れ仮想境界Ｂ１､Ｂ２を設定しそれぞれの境界上の境界値uP1、

tP'及び、ｕ'2、tl2に周期境界条件、

必＝uf2,tl1＝－tｆ２
Ｂ１
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Fig.１８ランダム配置された無限個の介在物による波数とエ

ネルギーの関係、の＝15.8％
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Fig.１６ｍ2方向に介在物がランダム・無限個配置された場合
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Fig､１９ランダム配置された無限個の介在物による波数とエ

ネルギーの関係、‘＝23.5％

ＦＭBEMを二次元面内多重散乱問題に適用した。無限個

の介在物に対する多重散乱問題には単位領域に周期境界条

件を導入し、介在物群による反射ならびに透過エネルギーの

特性を数値的に明らかにした。今後は、より効率的な解析手

法の開発と体積含有率、配置間隔とエネルギーの関係をより

明らかにするとともに、三次元問題への拡張を試みる予定で

ある。
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