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lnthisstudy§weexplorctheroleofgrainboundariesinthesizeefYbctofpolycrystalplasticity､For

thispurpose,ＥＣ､Cpolycrystalmodelsarenumericallyanalyzedusingatwo-scaletheoryofthe

nonlocalsingle-crystalplasticitywithadditionalslipboundaIyconditions・Fortheanalysesofthe

polycrystalmodels,theadditionalslipboundaryconditionsareappliedongrainboulndaries,TWo

typicalslipboundaryconditionscalledmicro-freeandmicro-clampedconditionsareconsidered・It

isshownthattheslipboundaryconditiononthegminboundarieshasaremarkableinfluenceonthe

sizeeffectofpolycrystalplasticity,Themicro-clampedconditioncausesthesizeefYbctclearlyin

comasttothemicro-freecondition,ThedifYbrencebetweentwoboundaryconditionsresultsfirom

thedevelopmentofpile-upsofgeometricallynecessarydislocationnearthegrainboundaries．
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論を用いて，その影響を調べなければならない．

これまでに著者らは，付加的なすべりの境界条件を有する

Gurtinの非局所結晶塑性理論(6)．(7)を用いて，時間依存微小変

形の均質化理論の構築を行った('5)．この理論展開では，単結

晶金属の周期単位境界におけるすべりの境界条件が，変位の

擾乱成分の周期性(以後,ｙ周期性('6)と呼ぶ）と同様にして，

系統的に与えられることを示した．しかし，多結晶金属の問

題に理論を拡張する場合には，粒界でのすべりの境界条件を

新たに検討する必要が生じる．

そこで本研究では，非局所結晶塑性を考慮した均質化理論

を用いて，粒界でのすべりの境界条件が多結晶塑性の粒径依

存性に及ぼす影響を調べる．このためまず，著者らの構築し

た理論(１s)を多結晶金属の問題のために拡張する．ここでは，

粒界でのすべりの境界条件として，異なる２つの条件を考え

る．つづいて，この理論に基づき面心立方多結晶モデルの有

限要素解析を行い，粒界でのすべりの境界条件が，多結晶モ

デルの降伏応力や粒界でのＧＮ転位の挙動に及ぼす影響を比

較・検討する．

１．緒言

多結晶金属は，ホールペッチの関係(i)，(2)と呼ばれる降伏応

力の粒径依存性を有する．この関係は，転位論において，フ

ランクリード源から発生する転位の結晶粒界での堆積によ

って説明される(3).さらに近年では,非局所結晶塑性理論(4)-(8)

を用いた多結晶金属の有限要素解析(8)-('')が行われている.非

局所結晶塑性理論では，塑性ひずみの１次勾配と幾何学的に

必要な転位（ＧＮ転位）の間の関係('2M'3)に着目して，材料の

特性長さが導入される．したがって，非局所結晶塑性理論を

用いて多結晶金属の解析を行うことは，結晶粒界における

ＧＮ転位の力学的挙動が多結晶塑性の粒径依存性に及ぼす影

響を調べる上でたいへん有用である．

このような背景から，非局所結晶塑性理論を用いた多結晶

金属の有限要素解析が行われており，多結晶金属の降伏応力

に支配的な材料定数や結晶粒の要素分割敏感性が検討され

た(9)-(１１)．ただし上述の研究では，等方硬化則にＧＮ転位密度

を導入した非局所結晶塑性理論(4)，(5)が用いられている．この

理論は，有限要素法への組込みの容易性を有する('4)ものの，

粒界とＧＮ転位の相互作用を陽に考慮していない.しかしな

がら，粒界が多結晶塑性の粒径依存性に重要な役割を果たす

と考えれば，粒界とＧＮ転位の相互作用を陽に表現できる理

２．非局所結晶塑性の基礎式

Gurtinによって構築された非局所結晶塑性理論(6),(7)の基礎

－ ２ ５ －



式を，時間依存微小変形の場合について示す．このため，直

交座標系Xi(j=1,2,3)を設け，物体力は作用しないとする．

このとき，応力Ｃｌ/の釣合いとフックの法則は，
②.ノー０ （１）

｡iノーc＃AI(８h,一鋪）（２）

と表される．ここで，（）.Iはx>に関する偏微分を意味し，ｃ＃〃
は弾性係数，Ｂｉ,と鋪はひずみと非弾性ひずみである．ひず

み鋤は変位"iを用いて，

勤書;(側"+鋤"）（３）
と書ける.また,非弾性ひずみ鋪は各すべり系(β＝1,2,...,ﾉV）

でのせん断塑性ひずみγ(β）（以後，単にすべりと呼ぶ）によ

って，

鋪＝Ｚγ(β'邸）
β

(4)

と表される．上式において，〃はシュミットテンソルと呼

ばれ,すべり面の単位法線腕}β)とすべり方向sIβjを用いて次
のように書ける．

ルナｗ'十噸''１愈)''）（５）
各すべり系でのすべり速度γ《β)は，すべり面でのすべり方

向に作用するすべりの駆動力を汀(β)として，時間依存のべき

乗構成式

州等|等|‘'帳Ⅷ（‘）
に従うとする．ここで，九，稀,〃はそれぞれ参照ひずみ

速度，参照駆動力，ひずみ速度指数と呼ばれる材料定数であ

る．本研究では,簡単のため加工硬化を考慮せず，γ0とﾉzbを
一定とする．

Gurtinの理論(6)'(7)では，すべりの’次勾配γｙ１が仕事共役
鼻β)によって仕事をするという仮定のもと，すべりの駆動力

汀(β)の釣合い式が導かれる．

〃(β)‐r(β)－鍬)＝０（７）

上式において，ｒ(β)は分解せん断応力であり，式(5)を用いて
次のように表される．

『(’１＝q,螺）（８）

また，すべりの１次勾配の仕事共役鼻β)は，材料の特性長さ

２とＧＮ転位密度テンソルα'を用いて，
割β)＝22稀eI,,加ｿ)α》wslβ’（９）

と表されるとする(6),(7),(17).ＧＮ転位密度テンソルαｉｉは各すべ
り系のすべりの’次勾配γ》β)との間に,次式の関係を有する
(l2M13）

αグーZej助γ脚臆)耐)厳Ｉ
Ａｆ

(１０）

なお，認は交代記号である．
Bittencourtら('7)は，単結晶複合材料の有限要素解析を行う

ために，式(1)と式(7)で与えられる２つの釣合い式の弱形式

－ ２ ６ －

を導出した．また著者ら('5)は，式(1)～式(１０)の基礎式を用い

て，非局所結晶塑性を考慮した均質化理論を構築し，有限要

素方程式を導いた．これらの理論展開(15)､('7)では，変位成分

だけでなく，すべりγ(β)に対しても変分を考えるため，すべ

りγ(β)に対する境界条件が要求される．すべりの境界条件の

簡単な場合として，すべり拘束（micro-clamped）条件とすべ

り自由（micro-fi｢ee）条件が提案されている(6),(7),(17)．さらに複

雑な場合についての検討も進めてられており('8),著者らの研

究('5)では,単結晶金属の周期単位境界でのすべりの境界条件

が，ｙ周期性に基づき系統的に与えられることを示した．本

研究では，粒界でのすべりの境界条件として，すべり拘束条

件もしくはすべり自由条件を考え，多結晶金属のための均質

化理論を構築する．

３．均質化理論

この章では，前章で示した非局所結晶塑性の基礎式を用い

て，多結晶金属のための均質化理論を展開する．このため，

巨視的に一様な変形を受ける多結晶モデルＱ（たとえば

Fig.1を参照）を考え，Ａ個の結晶粒9,(j＝1,2,...,k)によって

構成される周期単位ｙの存在を仮定する．このとき，ｙの周

期単位境界をａｙ，＆の結晶粒界をag,(j＝1,2,...,k)と定義し，

それぞれの境界での外向きの単位法線ベクトルを"j，〃タと
表す．

３．１．粒界での境界条件

Ｑ中の結晶粒界では，変位恥と応力Ｃｌ/は連続条件
［Ｍ]＝ｏ （11）

［[oli]]"；＝０ （12）

を満たすとする．ここで記号[[･]]は，粒界間での状態量・の

不連続量を表し，結晶粒ｇｊと９k（ﾉ＜k）の粒界において，
[[･]]=。g'一・＆と定義される．また，粒界での単位法線ベクト

ル"fは"グー"f'＝-"ｆ‘(ﾉ〈k)である．

つづいて，粒界でのすべりの境界条件には，すべり拘束条

件とすべり自由条件(6)，(7)をそれぞれ考える．

γ(β)＝０ （13）

〃ｆ'鼻β)＝０ （14）

式(13)のすべり拘束条件では，粒界においてすべりが零に拘

束される．これに対して，式(14)のすべり自由条件では，粒

界においてすべりが生じうる．本研究では，簡単のため，こ

れら２つの条件を考え,粒界でのすべりの境界条件の影響を

定性的に比較する．なお，隣接する結晶粒との相互作用を考

慮した境界条件('8)の導入については,今後の研究課題とする．

３．２．変位の分離

均質化理論(１６)，('9)では，周期単位ｙ内において変位脚iを巨

視的変位"ﾀとそれからのずれを表す擾乱変位"；に分離する．

恥 ＝ z f ＋ 班 ： （15）

このとき擾乱変位副;は，ｙ内の不均一性に起因して生じ,周

期性を有する．均質化理論ではこの周期性をｙ周期性と呼び，

周期単位境界6ｙでは対応する反対側の境界との間に周期境

界条件が成り立つ．この関係は，式(11)を参考にすると，粒

界での擾乱変位"；の連続条件も含めて,以下のように表現で



きる．

［[脚:]]＝０ （16）

なお,巨視的変位"Pは周期単位境界6ｙにおいてｙ周期性を

満足しないことに注意する必要がある．

式(15)の関係を，式(3)に代入すると，ひずみも巨視的成分

と擾乱成分に分離される．

鋤 ＝ 硝 十 a ル （ 1 7 ）

鍋＝令(卿:,＋蝋）（18）

giI＝令("1Ｊ＋"Xk）（19）

上式において，巨視的ひずみ鍋はｙ内で一様となり，擾乱

ひずみgfiは脚:と同様にｙ周期性を満足する．

３．３．巨視的関係

結晶粒gi内での体積平均を，次式のように定義する．

〈．>勘='g‘｢'｣し．dし （20）

このとき，周期単位ｙでの体積平均は，

〈．>='y｢11.."='y｢!Ｚ'g''<･>“（2'）
９Ｊ

と表される．ここで，｜gjlと|】'|は結晶粒gjと周期単位ｙの

体積をそれぞれ表す．

式(17)に式(21)を適用すると，巨視的ひずみ端と微視的ひ

ずみ鋤の関係

端=い〉（22）

が導かれる．上式は，式(16)で定義される"『の連続条件を用

いて,<ｇ&〉=oを示すことによって得られるまた,巨視的
応力ｚ〃と微視的応力喝を結び付ける関係を，

Ｚ,=<･I,〉（23）
と定義する．

３．４．釣合い式の弱形式

応力の釣合い式(1)とすべりの駆動力の釣合い式(7)に関す

る弱形式を求める．このため，周期単位境界6ｙおよび結晶

粒界agjでの連続条件式('6)を満足する任意の変分が灘;と,結
晶粒界６９ﾉにおいて,式('3)もしくは式('4)の境界条件を満足
する任意の変分〃(β)を考える(20)，(２１)．このとき，結晶粒

9,(ノー1,2,…,A)ごとの積分形式は，

〈喝奪j砿>厩,=０（24）

<(派(’'一r(β)-鍬ｗ‘!>‘‘=０ (2S）

と表される．さらに上の２つの式は，部分積分と発散定理を

用いると，次のように展開される．

い財>駒='g‘｢'｣し‘"ｼ喝卿（26）

<(源‘β)-『‘′ｗβ'+身β岬>‘,＝

’g’｢!｣し,"f'鋤(′I‘jｓ
(27）

式(26)を式(21)の関係に基づき周期単位全体での積分形式に

変換すると，式(12)で定義される粒界での応力ベクトルの連

続条件と，式(16)で定義される擾乱変位の連続条件より，右

辺の境界積分項は消去される．また式(27)の粒界における境

界積分項も，式(13)もしくは(14)の境界条件によって零とな

る．したがって，応力の釣合い式(1)とすべりの駆動力の釣合

い式(7)の弱形式は次式に帰着する．ただし，式(28)の導出に

はｑｊの対称性を利用した．

〈ozi感>=０ （28）

く(癒!‘'一『‘‘Ｗβ'+身′剛''>=０（29）
式(28)と式(29)の弱形式は，式(13)もしくは式(14)で示される

粒界でのすべりの境界条件を除けば，単結晶金属のための均

質化理論で導出される弱形式('5)と同じ形をしている．したが

って，微視的応力と巨視的応力の関係式(23)，周期単位ｙで

の，応力の釣合い式の弱形式(28)，各すべり系(β＝1,2,…,ﾉV）

に関する駆動力の釣合い式の弱形式(29)は，次節に示すよう

に有限要素法に基づき離散化することができる．

３．５．有限要素方程式

時刻′における変形状態を既知として，ノ＋△rにおける変

形状態を求める．このため，増分区間での変化量を△（）とし

て，各有限要素内での△":と△γ(β)を次のように表す．
Ｍ

△";＝ヱノV仏'△UW&’（30）
&＝Ｉ

△γ(β'＝ヱノV他)△r脚（3'）

上式において,ﾉV(&)(k=1,2,…,jV)は形状関数を表し,△Uf(4)と

ＡｒＷｌｌは各有限要素を構成する節点値である．
さらに,式(6)でのγ(β)と〃(β)の間の非線形関係を線形化す

るため，接線係数法の考え方(22)を用いて，

．'卿書{'"ｗ鶏"“}‘‘“）
と書く．このとき，△汀(β)を△γ(β)を用いて表せば，

△"(卿=e《′!{△γ(β'一γ‘’１(')△'｝（33）

となる．ここで，ｅ(β)はe(β》＝８－'△ﾉー!(6γ《β)伽(β))-'の関係

を有する．なお，８は０≦β≦ｌの範囲で定義される係数であ

り，４章での有限要素解析では８＝１を用いる．

このとき，周期単位全体における△脚;の節点値ベクトルを

△U・，すべての結晶粒ｇ'(ノー1,2,...,k）とすべり系

(β＝1,2,…,ﾉｖ)での△γ(β)をまとめた節点値ベクトルを△ｒ

とすると，式(23)，（28)，（29)は，転置記号（）Tを用いて，次

式のように離散化される('5)．

〈C>Ａｇｏ＋<CB>△u･－<cPN>Ａｒ=△Ｚ（34）

〈BTC>△go+<BTCB>△U､-<BTCPN>△r=０（35）

-<NTPTC>△9.-<NTPTCB>△U、

半〈N稲｡N鵜N…誓畷等)‘r書く州‘>“

－２７－
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Fig.１.Illustrationofpolyclystalmodcl;(a)２DpolycIystalmodelsuhjccttomacI･oscopicunifbmldefblmation,(b)theperiodicunitI′

consistingofl6grainsinQ,and(c)graingi(/=1,2,…,16)anditsfiniteelcmcnlmesh．

ここで，Ｃ，Ｐ，③のマトリックスはc”，〃，ｅ(β)に対
応し，Ｂはひずみ一変位マトリックス，Ｎはすべり成分に対

応した形状関数マトリックスを示す．またＲは，式(9)に式

(10)を代入し，展開することによって得られる次式

jWW‘)＝22巧平１s?)("'|庵)"'|β)必－"21嫌)"'1β)）（37）

のマトリックスである．上式において，４はクロネッカー
のデルタを表す．

式(34)～(36)をマトリックス形式で盤理すると，マトリッ

クス連成された有限要素方程式

｜灘訓那｜“』
が得られる．したがって，巨視的応力増分△２が与えられれ

ば，巨視的ひずみ増分△ｓｏと，擾乱変位増分△U､とすべり増

分Ａｒを求めることができる．また,巨視的ひずみ増分Aeoを

既知として，巨視的応力増分△ｚを解くことも可能であり，

いずれの場合も時間ｽﾃｯプごとに式(38)を解き,各状態量

を更新して増分解析を行う．本研究では，式(38)を効率的に

解くために，サブストラクチャ法を応用(23)する．なお，この

節での離散化は，文献('5)に詳しく述べられている．

４．多結晶モデルの解析結果

この章では,粒界でのすべりの境界条件の影響を調べるた

めに，３章で展開した均質化理論を用いて，２次元多結晶モ

デルの有限要素解析を行う．

４．１．多結晶モデルの解析条件

Ｆｉｇｌ(a)に示されるように，巨視的単軸引張り

（魂＝lO-3s-I）を受ける２次元多結III1Iモデルを考える．この

とき，周期単位ｙはランダムな結１１１１方位を有する１６個の結

尚111粒91(ノー1,2,…,16)によって構成される（Fig.1(b))．また，

それぞれの結晶粒9,は同一の形状と寸法を有するとして,図

中のように結晶粒の代表長さＬを定雄する．

個々の結晶粒91は，１２のすべり系を有する面心立方の銅

単結紬であるとして，材料定数を次のように定める(24),(25)．

まず,弾性係数は等方的であるとして,ヤング率Ｅ＝l21GPa，

－２８－

ポアソン比IノーI/３を与える．つづいて，非弾性定数は

ｼ0＝lO~3s~!，汀0＝l21MPa，〃＝0.05とする．また，多結晶

モデルの粒径依存性を定性的に調べるために，結晶粒の代表

長さＬを材料の特性長さ０によって無次元化し，

‘＝L/2＝10,0.5,0Ｊの場合をそれぞれ解析する．

なお，各結晶粒の要素分割（Fig.1(c)）には，２次元の８節

点２次要素を用いる．また，面外方向には一様変形が生じう

るとして，６";/av3＝０という条件のもと，準３次元的な解析

(26)を行う．なお，粒界でのすべりの境界条件の設定のため，

粒界ではすべりの節点値を重複して定鏡する．

４．２．解析結果と考察

粒界でのすべりの境界条件に，すべり拘束条件（式('3)）

を課したときの巨視的応力一ひずみ線図をFig.2(a)に示す．

また，Fig.３は周期単位ｙ内での無次元化されたＧＮ転位密

度テンソル‘,/z1戸『の分布である粒径が大きな場合
（L･＝１０）には，ＧＮ転位密度の分布は粒界の近傍に限定さ

れ，極めて少ない（Fig.3(a))．これに対して，粒径が小さく

なると，ＧＮ職位密度は増加するだけでなく，その分布は結

品粒内部にまで広がる（Fig.3(b),(c))．単調負荷において，

GNI|職位密度の増加は加工硬化挙動を引き起こす(17)．したが

って，Fig.2(a)の巨視的な応力一ひずみ線例には，降伏後に顕

著な粒径依存性が現れる．Fig.2(a)の結果は，文献('o)'('')の結

果と定性的に一致する．ただし，ホールペッチの関係とは，

初期降伏応力の粒径依存性のことであり，Fig.2(a)や従来の結

果('0),('１)とは定性的に異なる．

一方，すべり自由条件（式(14)）の場合には，すべり拘束

条件と大きく異なる結果が得られた．すなわち，Fig.2(b)や

Fig.４に兄られるように，粒界にＧＮＩ伝位の堆積はほとんど

生じず，巨視的な応力一ひずみ関係には粒径依存性が現れな

かった．これらの結果は，粒界でのＧＮＩ伝位の堆積が多結晶

塑性の粒径依存性に重要な役割を果たすことを再確認させ

る．またさらに，粒界でのすべりの境界条件が，粒界近傍で

のＧＮＩ伝位の挙動を定める上で，非常に支配的な附子である

ことを示す.粒界でのすべりの境界条件が多結晶モデルの粒

径依存性に及ぼす影響を示したのは本研究が初めてであり，

新しい知見である．また，この知見は，適切なすべりの境界
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条件の設定によって，ホールペッチの関係が表現されうる可

能性を示唆する．

以上の解析では,前節に従い弾性係数を等方的であるとし

た．ただし，一般的には銅単結晶は立方晶異方性を有する．

異方性を考慮した弾性係数（Ｃｌ,＝l68GPa，Ci2＝l21GPa，

Ｃ14＝75GPa)(2s)を用いて,解析を行った結果をFig.5に示す．
実線が等方の場合であるのに対して,破線が異方性を考慮し

た場合である．この図からわかるように，降伏直後に若干の

差が生じるものの，全体としてみれば，等方の結果と大きな

違いは確認されなかった．したがって，弾性係数の異方性に

よる結晶粒界近傍での応力集中の影響は,すべりの境界条雲件

の影響と比べて小さいといえる．

4.0

５．結言と今後の課題

本研究では，Gurtinの非局所結晶塑性を考慮した均質化理

fJzz両
丙０．１

論を多結晶金属の問題のために拡張した．また，面心立方多

結晶モデルの有限要素解析によって，粒界でのすべりの境界

条件が，多結晶モデルの降伏応力の粒径依存性や，粒界での

ＧＮ転位の挙動に及ぼす影響を調べた．得られた知見は以下

のようにまとめられる．

均質化理論の展開では．粒界でのすべりの境界条件として，

すべり拘束条件とすべり自由条件をそれぞれ考えた．導出さ

れた釣合い式の弱形式は，粒界でのすべりの境界条件を除け

ば，単結晶金属の場合('5)と同じ形をしており，同様の離散化

手法によって，有限要素方程式を導くことができる．

多結晶モデルの有限要素解析では,粒界でのすべりの境界

条件によって，得られる結果が大きく異なることを示した．

この結果は，多結晶金属の降伏応力の粒径依存性や，粒界近

傍のＧＮ転位の挙動を調べるｋで，粒界におけるすべりの境

界条件の影響が非常に大きいことを意味する．なお，弾性係

００５

（a)Ｅ＝１０ （b)‘＝0.5

Fig3Dis〔ributionofnonnalizedGNdislocationdensityl何可

（c)Ｚ＝0.1Ｕ０．０
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数の異方性を考慮した解析も行ったが，すべりの境界条件の

影響に比べて十分小さかった．

すべり拘束条件によって得られた粒径依存性は，ホールペ

ッチの関係によって示される初期降伏応力の粒径依存性と

は定性的に異なる．この原因として，本研究で用いたすべり

の境界条件は，隣接する結晶粒との間の相互作用を考慮して

いないことが挙げられる．実際には，Sun-Adamsの実験によ

って報告(27)されるように，粒界でのＧＮ転位の挙動は，変形

状態によって異なるなど非常に複雑である．したがって，粒

界でのＧＮ転位の挙動をより忠実に表現しうるような，すべ

りの境界条件の研究が今後の課題となる．
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