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見かけの固有振動数の影響を除いた音場の新しいＢＥＭ解析手法
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Thispaperisconcernedwithanewboundaryelementmethodofanalysisfbr2-

dimensionalhalfLspaceacousticproblems，excludinginHuenceoffictitiouseigenfirequen-

cies・ItisassumedthattheacousticfielｄｉｓｇｏｖｅｍｅｄｂｙｔｈｅＨｅlmholtzequation，In

solvingtheexternalacousticproblembytheusualboundaryintegralequation，theac-

curacyofthenumericalsolutionisviolatedatfictitiouseigenfrequenciesoftheinterior

problem，Thepresentpaperproposesanewboundaryelementmethodtocircumvent

thefictitiouseigenfifequencyproblembyusingdualboundaryintegralequationfbrnodal

pointsoftheboundaryelement，Throughnumericalcomputationofseveralexamplesit

isdemonstratedthattheproposedBEMiseffectivetoavoidthefictitiouseigenfrequency

problem，

ＫｅｙＷｂｍｄ８：ComputationalMechanics，ＢoundaryElementMethod，DualBoundary

lntegralEquation，Acoustics，FictitiousEigenfrequencyProble、

１．はじめに

Helmholtz方程式に支配される音場の問題において，境界

積分方程式を用いて外部境界値問題を解く際に重要となるの

は見かけの固有振動数問題の影響をいかに回避して精度の

良い解を得るかである．見かけの固有振動数問題は，境界積

分方程式を用いて無限領域Ｑを含む外部境界値問題を解く

際に，解析する振動数が別の内部問題の固有振動数に一致す

る場合，本来補領域、で音圧が０でなければならないのが０

とならず考察領域Ｑに影響を及ぼし解の精度を著しく乱す

問題である(3)．

見かけの固有振動数問題を回避する簡便な手法として知

られているのは，補領域、に点（外点）を配置して最終的な

方程式系を最小二乗法で解く方法である(9)．この手法は外

点を配置する場所やその個数などの考察を必要とし，点の配

置の仕方によっては見かけの固有振動数問題を回避できない

という欠点を有している．他の方法として代表的なのは，通

常の境界積分方程式（ＯBIE）とそれを微分した導関数境界

－１－

積分方程式（ＤBIE）を線形結合した式を境界積分方程式と

して用いるBurtｏｎ‐Miller法である（'0)．ただし，この手法

は結合係数を適切に決定しないと見かけの固有振動数の問題

を回避できないという欠点を有する．

Ｘ

Fig.１ExternaJproblem



本論文で提案する手法は，境界積分方程式（ＯBIE）とそ

の導関数境界積分方程式（ＤBIE）をソース点りの位置によ

り使い分ける方法である．本手法は，ＯBIEとＤＢＩＥで見か

けの固有振動数が生じる周波数が異なること（'0）を利用し

て，解くべき方程式系の見かけの固有振動数問題を回避する

ものである．本手法によれば，外点の配置に関する考察や積

分方程式を結合する際の係数の決定に関する考察を必要とせ

ずに問題を回避できるため，音場の最適設計を行う際に極め

て有効な手法であるいえる．

2．理論

本研究で取り扱う外部問題を境界積分方程式を用いて解

く場合には，対応する内部問題の固有振動数に等しい周波数

で系方程式が不定となり，物理的に意味の無い解が得られて

しまう．この問題の原因は，外部問題に対する積分方程式が

内部問題の積分方程式と同じ形になることより生じる．そこ

で本研究では，この問題を回避するため境界積分方程式の導

関数を併用する．導関数境界積分方程式を用いて外部境界値

問題を解いた際にも同様に見かけの固有振動数問題の影響を

受ける．しかしながら，２つの境界積分方程式においてそれ

ぞれ対応する固有値は異なる．本研究では，同じ問題に対し

て境界積分方程式とその導関数の境界積分方程式を準備し，

それらの式を連立させることで外部問題を解く際の最終的な

代数方程式が内部問題の代数方程式と異なるようにして見か

けの固有振動数問題を回避する．以下に本研究で用いる境界

積分方程式とその導関数境界積分方程式の定式化について記

述する．

2.1．境界積分方程式

音場の支配微分方程式が以下のHelmholtz方程式で与え

られる音響問題に対する境界要素法による定式化について簡

単に説明する．

▽2p(⑳)＋jc2p(範)十八ｚ)＝０ (1)

ここで，ｐ(麺)は音圧，ノ(ｚ)は内部音場の集中音源等を表す

ソース項である．また，ｋは波数でありｃを音速とすれば次

式で表される．

ＩＣ＝里 （２）
Ｃ

境界要素法による定式化は支配微分方程式(1)に対して基

本解p率いＵ)をかけ，考察領域全体で積分した以下の恒等式

を出発点とする．

ﾉ(;{▽ｚ'(錘)+倫璽，(璽川鯉)},Ⅷ｡｡=。（３）
定式化の際に必要となる基本解p*(ｚ,y）とその外向き法線方

向微分q率いり)，Lapla妃e方程式の基本解の外向き法線方向

微分Ｑ*いり)はそれぞれ２次元問題の場合次式となる．

'零(諺,g)=一士Hf)(IC『）（４）

，雲剛=a１，傘(鰯，')=;k"12)㈱差(諺）（５）672

伽,)=-余蓋(錘）（６）
－２－

なお,上式におけるＨｆ)とＨＩ２)はそれぞれ0次と１次の第

２種Hankel関数である．式(3)に対して部分積分を２回行

い，Diracデルタ関数の性質を考慮し，一様ポテンシャル条

件により正則化することで以下の境界積分方程式が導出され

る(1)(5)．ただし，式(1)において関数ノ(Ｚ)は集中音源と仮
定した．

ノI{'筆(‘w)-QⅧ}，(態)｡r(璽）
＋Ｉ:｡Ⅷ{'(趣１－'ｗｒ(鰯）
一i･,ﾙ縮(鯉,州仰ｗ剛（７１

式(7)において⑳sは集中音源の座標であり，Ｉは集中音源の

強さを表している．また，Ｕ(z)は粒子速度である．

正則化された境界積分方程式(7)は基本解Ｑ論(３Ｗ)の特

異性が１階低減されているため，２次元問題の場合は全ての

積分を直接数値的に評価することが可能である．通常の音響

問題では，境界積分方程式(7)を境界要素で離散化して音圧

ｐと粒子速度Ｕに関する代数方程式を求め，この方程式系に

境界条件を適用して解けばよい．

2.2．導関数境界積分方程式

本研究で用いる導関数境界積分方程式は，正則化された境

界積分方程式(7)をソース点りで微分し，音圧の勾配が一様

である場を考えて正則化した式である(6)．以下にその導出

手順を示すが，説明の簡素化のため集中音源に関する項は途

中の式において省略されていることに注意されたい．

境界領分方程式(7)をソース点りで微分することで次式を

得る.、

ノ'１，洲-QⅧ}，(鰹)dr(錘）
＋炉抑巾(璽)-p(，Ｍ(塗）
‐{ｌＱｗ)州}州
＝-i",ﾙ洲咽州（８）

ここで，基本解の微分p馴勿,zﾉ)は以下のように正則な部分
と特異な部分に分けることができる(5)．

ｐ３(範,y)＝ｐｈ,j(錘,zﾉ)＋"3(ｚ,y）（９）

ここで,ｐｈ,j(ｚ,y)は正則な項であり，崎(麺,ｇ)はLaplaceの

基本解の微分であり特異性を有する項である．また，式(8)

の左辺第３項はソース点りの位置により決まる定数ｃ(Z/）と

の関係があり，それと式(9)を考慮することで式(8)は以下

のようになる．

α,(州,)＋ﾉ(伽')-い')}'(霊)｡『(錘）
＋ﾉ(:Q側{'に)-州}州

＝-i""ﾉ(:伽,)-泌測}｡(錘剛
一'"′か3伽)｡(露)州（'0）



式('0)において基本解略(⑩,zﾉ)および偽(ｚ,zﾉ)は２次元問

題の場合，それぞれ強い特異性Ｏ(1/『)と超特異性Ｏ(1/r2）
を有している．そこで，積分を直接数値的に評価できるよう

にするために，音圧の勾配が一様である場を考えて正則化を

行う(6)．一様な音圧勾配の場においてｐ(工)および９(お)は
それぞれ以下のようになる．

p(②)＝ｐ(y)＋ｒｍ(ｚ,g)p,ｍ(zﾉ） (11）

９(⑳)＝'2ｍ(⑪)p,ｍ(ｙ）（12）

式(11)，（12)をLaplace方程式の正則化された境界積分方

程式を微分した関係式(7)に代入すれば，次の積分方程式を

得る．

α仙柵ﾉ(恥州璽,州(')州
＝ル洲"銅伽銅(…）（'3）

式(10)から式(13)を差し引き，両辺に”j(Ｊ)を乗じ，これ

まで省略していた集中音源に関する項を追加すれば，以下の

正則化された導関数積分方程式を得る．

ノ({‘｡(鶏')-.°い，)}'(…）
＋ﾉ|:｡｡Ｍ{'(錘l-pM-…Ｍ‘ﾙ州
一i",伽璽,,)-愈｡(璽小Ｍに）
‐i",ﾉ(:…川(悪)-"確伽噸伽)州

十〃(⑳s,y） （14）

ただし,Ｏ＝器",(’)であり,基本解は２次元問題の場合
それぞれ以下のように与えられる．

〃い,)=-蒜(,） （15）

QⅧ=赤{2祭(麺)嘉(,)+"(鰯１Ｗ'}('６１
’Ⅷ=;脆"{2'㈱差(,） （17）

’ｗ)=洲叫刻(州窯(霊)差('）
‐H{"㈱+{獅仲,M+2差(露'祭仙}l('8）

式('4)においてａ｡(z,ｇ)については１階，Ｑ重(錘,ｇ)につい

ては２階それぞれ特異性がキャンセルされているため全ての

積分を数値的に直接評価可能である．しかし，特異性がキャ

ンセルされている場合でも，数値積分区間内の内部にソース

点が置かれることは精度上好ましくない．そこで本研究で

は，内挿関数の性質を利用して積分の数値的評価を行う場合

にも特異性がキャンセルされている形を採用した(8)．

以上導出された２つの境界積分方程式を併用して見かけの

固有振動数問題を回避する．

〃
－３－

3．数値解析

3.1．解析例題１

Ａｘｉｓofsymmetry O

Fig2Analysismodell

nｔ

本手法の有効性を確かめるために，解析解が得られる半無

限空間に表面が一様に振動している呼吸円筒が存在する場

合を考える（図２）．境界は２次のアイソパラメトリック要

素を用いて離散化を行った．その場合ソース点りが要素の中

間節点に一致する場合に導関数境界積分方程式(14)を用い，

ソース点が要素端の節点に一致する場合は通常の境界積分方

程式(7)を用いる（図３)．媒質密度ｐ＝1.2Ikg/ｍ３ｌ，伝播

速度ｃ＝3401ｍ/s１，呼吸円筒の半径α＝0.21mlとした．呼

吸円筒の表面はひ＝1.01m/ｓｌの境界条件を与え，円筒表面

を一様に境界要素分割するとし，全要素数は１９２とした．ま

た，解析対象がｚ,軸に関して対称であるため対称性を考慮

した基本解を用いることとした(2)．２次元無限平面内で振

動する呼吸円筒の解析解は次式で与えられる（'6)．
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Fig3Boundaryelement

数値解析で得られた境界表面上の点Ａでの音圧を音圧レベ

ルに変換したものをプロットする．

図４に，通常の境界積分方程式(7)を用いて得られる計算

結果を解析解と比較して示す．Ａα＝５．２付近で見かけの固有

振動数の影響により正確な結果が得られていないことが分

かる．

図５に解析解と提案手法を比較した結果を示す．本手法が

いずれの周波数でも見かけの固有振動数の影響を回避し，解

析解に良く一致する結果が得られていることが分かる．図５

は，ソース点りが要素を櫛成する中間節点に位置した場合に

導関数境界積分方程式(14)を適用した結果である．
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1点配世するだけでは全く効果がないことがわかり，５点配

慨しないと問題を回避できないことがわかる．このことより

本手法の方が，外点の配置に関する考察を必要しないため非

常に効率的であるといえる。

3.2．解析例題２

解析対象として図７に示すように，半無限空間内に直壁

が存在する場合を考える．媒質密度β＝1.21kg/ｍ３ｌ，伝播速

度ｃ＝340[m/s１，点音源Ａの強さを(2.00.0)Ipalとして与

えた．周波数はl50IHzlから2501Hz}を１１Hz)刻みにとって解

析を行う．評価点は地表面に１点設置し，この点で得られる

音圧を音圧レベルに変換したものをプロットする．ここで，

:U，ﾘﾘ11は完全反射とするためそれを考慮し対称性の基本解を

用いるものとし，対称軸上の要素分割は不要となる．数値解

析するにあたって直壁表面を境界２次要素を用い，全要素数

310で離散化し，直壁の境界条件は完全反射の条件を与えた．

この問題に対する解析解を求めるのは非常に困難なため，

面壁の内側にさらに境界がある３重連結領域を考え，その境

界に完全反射の境界条件を与えた．そのため，直壁を通過し

てくる冴波がそこで反射して考察領域に影響が及ばない．な

お’内側の境界は境界２次要素を用い，全要素数９０で離散

化を行った．
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Fig.６Numericalresults3

図６は，解析解と外点を配慨して見かけの問有振動数を

回避する手法を比較したものを示す．外点の配個は，原点に

1点のみ配置した場合と似１２に示す５点全てを使用した場合

の２通りに関して解析を行った．数値解析結果より，外点を

〈

－４－

図９に通常の境界積分方程式(7)と３重連結領域を考えて

解析した結果を比較して示す．周波数2001Hz]付近において

見かけの固有振動数の影響により解の精度が落ちていること

がわかる．

図１０は提案手法と３重連結領域を考えて解析したものを

比較した結果を示している．本手法がいずれの周波数でも見

かけの問有振動数の影響を回避し，解析解に良く一致する結

果が得られていることが分かる．図’０は，ソース点ｙが要

素を構成する中間節点に位股した場合に導関数境界積分方程

式(14)を適用し，要素の端の節点では通常の境界積分方程

式(7)を適用した結果である．

図１１には，外点を配侭して見かけの固有振動数を回避す

る手法と３亜連結領域を考えて解析し，それらを比較したも

のを示す．外点の配侭は，図１２に示すように直壁の中心に

1点のみ配置した．数値解析結果より，外点を１点付加した

場合，通常の境界積分方程式(11）を用いた場合より精度が
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極端に落ちていることが確認できる．

そこで，図１２に示すように異なる配置で外点を５点川い

て解析した結果を図１３に示す．異なる５点の配侭で解析を

行った場合も解の精度も極端に悪いことが確認できる．

以上，外点を付加して解析した場合の結果より，外点を付
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加して見かけのIiIil有振動数問題を'''1避するのは問題によって

は非常に附雌になる可能性があることがわかる．そのため本

手法の方がこの問題を回避するための手法として効果的であ

ることが確認された． (8)

4．結言

Helmholtz方縄式に支配される２次元定常音響問題を解析

する際に重要となる見かけのIlIiI有振動数問題を'''1避する新し

い境界要素解析手法を提案した．本手法の有効性を確認する

ため，解析解が求められる呼吸円筒の問題および半無限空間

内に直壁が存在する問題を取り上げ，その問題を提案手法に

基づく解析プログラムで数仙解析を行い，精度のよい解が得

られることを確認した．本手法では，外点の配置に関する考

察が必要ではなく，ｊ,,Lかけの間有振動数問題を効率的に回避

することが可能である．本手法は，音場の最適形状設計など

のように反復計算ごとに形状が変化する問題などに非常に有

効であると考えられるため，そのような問題に対して適用す

る予定である．

本報では２次元問題に限定して理論を股附しているが，３

次元問題に拡張した場合においても見かけの固有振動数問題

を効率的にlul避可能である．
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Thisworkpresentsafastimplementationofthemulti-domainhybridboundarynode
method（HdBNM）fbrnumericalsolutionofLaplace，sequation・Thepreconditioned
GMRESisemployedtosolvetheovemllsystemofequations・Ateachiterationstepofthe
GMRES,themamx-vectormultiplicationissplitintosmallerscaleonesatthesubdomain
level，andaccelemtedbythefastmultipolemethodindependentlywithinindividual
subdomains・Thecomputedmatnx-vectorproductsatthesubdomainlevelarethen
assembledintoanoverallvectorusingtheequilibriumandcontinuityconditionsatthe
interfaces・Ｏｕｒｍｅｔｈｏｄｉｓｔｅｓｔｅｄｂｙｔｗｏｂｅｎｃｈｍａｒkexamplesfbrthree-dimensional
potentialproblems,andhighaccuracyandefficiencyareobserved，

KEyH’⑥雄:meshlessmethod;hybridboundarynodemethod;multi-domainfbrmulation；
fastmultipolemethod

1.Introduction

Meshlesstechniquestoobtainnumericalsolutionsfbr
PDEswithoutrcsortingtoanelementfiPamehavebeen
popularthroughoutthecomputationalmechanics
communityfbrthepasttwodecades・Thisisbecause,with
mesh-basedtechniquessuchasthefiniteelementmethod
(FEM)ｏｒtheboundaryelementmethod(BEM),thetaskof
meshgenerationfbrcomplexgeometriesisoftentime-
consuｍｉｎｇａｎｄｐｒｏｎｅｔｏｅｎ｢ors,andthedifficultieswithre-
meshinginproblemsinvolvingmovingboundaries，large
defbImationsorcrackpropagationarecrucial・Many
meshlessmethodshavebeenproposedsofar､Ｓｏｍｅｏｆｔｈｅ
ｍｅｔｈｏｄｓａｒetheelementficeGalerkinmetho。(EFG）［l]，

themeshlesslocalPetrov-Galerki、(ＭLPG）approach［2]，
theboundaIynodemethod（BNM）［3］andthehybrid
boundaIynodemethod（HdBNM）［4-6]・Amongthese
methods，theHdBNMisatrulymeshlessboundary-only
method，whichcombinestheMLSapproximationscheme
withthehybriddisplacementvariationalfbrmulation・Itnot
onlyhastheadvantageofreducingthespatialdimensionsby
oneaｓＢＥＭ，butalsodoesnotrequireanycellseitherfbr
imerpolationofthesolutionvariablesorfbrtheboundary
integration・Infact,theHdBNMrequiresonlydiscretenodes
locatedonthesurfaceofthedomainanditsparametric

representation・Astheparametrlcrepresentationoｆｃｒｅａｔｅｄ
ｇｅｏｍｅｔｒｙｉｓｕｓｅｄｉｎｍｏｓｔｏｆCADpackages，ｉｔｓｈｏｕｌｄｂe
possibletoexploittheirQpe〃,41℃〃"eα"だfeatures，and
automaticallyobtainrequiredcoefYicients(representation)．
However,likeinthetraditionalBEM,thesystemmatrixof

theHdBNMisdenseandunsymmetrical､Thecomputational
timeandmemoryrequirementfbrdirectlyfactoringsuch
systemincreaseIEspectivelｙｗｉｔｈＯ(ﾉVﾖ)andＯ(ﾉV2),whereﾉV
isthetotalnumberofdegreesoffireedom・Inordertoobtain

anefficientalgorithmnotonlyintermsofhuman-labor
costs(wher℃meshgenerationisavoided)butalsointerms
ofcomputercosts,wehaverecentlycombinedtheHdBNM
withthefastmultipolemethod（ＦＭＭ）［7-10]、The
combinedapproach(herecalledFM-HdBNM)reducesboth
thememoryrequirementandthetotalexecutioncountto
O(ﾉV).Therefbre,itispromisingfbrlaIgescalecomputations，
Inthispaper,wefilrtherimplementtheFMMtechniquesin
amulti-domainfbImulatioｎｏｆｔｈｅＨｄＢＮＭ，

Multi-domainfbImulationsarcemployedwhentheentire
domainunderconsiderationisgovemedbyindividual
differentialequationsindifferentpartsand/orconstructedof
difYerentmaterials・Besides，ｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆａｄｏｍａｉｎｗｉｔｈ

ｃｏｍｐｌｉｃａtedboundalyprofileorparallelcomputation，the
domainmaybedecomposedfbrbettercomputational
efficiency,Inamulti-domainsolver,theoriginaldomainis
dividedintoafinitenumberofsub-domains,andineachof

themthefilllintegralrepresentationfbrmulaisapplie｡､At
thecommoninterfacesbetweentheadjacentsubdomains，

thecorTespondingfUllmatchingconditionsareenfbrced、
Howtosatisfythecontinuityandequilibriumconditionsat
theinterfaｃｅｓｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅｉｍｐｏｒｔａｎｔａｓpectsof

implementationfbramulti-domainalgorithmThereare
mainlytwomethodsintheliteramre：thestandardmulti-
domainmethod[11]andthedomaindecompositionmetho。
[12]・Inthestandardmulti-domainmetho｡,thediscretized
equationscorTespondingtothesubdomainsareassembled
intoasystemofequationsaccordingtheboundaryand
interfaceconditions・Whilethematricesthatariseinthe

singledomainfbrmulationarefUllypopulated，themulti-
domainfbrmulationleadstooverallmatnxequationswitha

sparseblockedstructure・Inthedomaindecomposition
method，theinterfaceconditionsareassumedandthenthe

subdomainproblemsaresolvedindependently・The
modificationoftheinterfaceconditionisusuallyiterative

－７－
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nodesﾉ；kiistheheatconductivityandxノａ配unknown

parameters・For3-Dpotentialproblems，thefimdamental
solutioncanbewritｔｅｎａｓ

＃＝上ｌ
Ｋ１４”(9,s'）

(3)

２
２
２

ぴ
‐
必
祁
”
罰

wheregisafieldpoint;ベ9,sﾉ)isthedistancebetweenQ
andsf

Theboundarytemperatureandnormalheatfluxare
interpolatedbymovingleastsquare(MLS）approximation
[5]：

Ⅳ

‘(s)=Ｚの,(s)‘，（４）
ノー１

Ａノ

ウ(s)=Ｚの,(s)ｳ，（５）
ノーI

Inthefbregoingequations,①ﾉ(s)istheshapefilnctionof

MLSapproximation；‘ａｎｄウノａ１℃nodalvaluesof
temperatureandnomlalflux,respectively・

Usingthemodifiedfimctionalvariationalprincipleinall
local-regionsaroundtheboundalynodes,thefbllowingset
ofHdBNMequationscanbewrittenfbrsubdomain-l：

Ｕｘ＝恥（６）

Ｑｘ＝Ｈｑ（７ ）

Intheaboveequations,theelementsofmatricesU,Ｑａｎｄ
Ｈａｒｅｇｉｖｅｎｂｙ

Ｕ"＝1鋤〃(9,s,)v』(9)ｄｒ （８）

ｇ,‘=l鋤‘粥‘)蝋,(川 （９）

（１０）

〃"＝!‘,①,(9)v』(9)ｄｒ
ｗｈｅｒｅＭノｉｓａｗｅｉｇｈｔｆｉｍｃｔｉｏｎａｎｄｓノisaboundaIypoint，

rsJisaregularlyshapedlocalregionaroundagivennodeSノ

intheparametricrepresentationspaceoftheboundary
surface.(ForfUlldetailsofHdBNMreferto[5])．
Toassembleequations(5)and(6)intoanoverallsystemof

equationfbrtheentiredomainlater,wesorttheboundaIy
nodesintothreegroups：grouplcontainingnodesthat
belongexclusivelyinsubdomain-l，group2containing
nodesthatareontheinterfacewithsubdomain-2,ａｎｄｇｒｏｕｐ
３containingnodesontheinterfacewithsubdomain-3・

ColTespondingly,equations(5)ａｎｄ(6)arepartitionedinto
blockedmatrixequationsas

2.Multi-domain伽rmulationofHdBNM

Inthissection,wewillderiveamulti-domainfbmlulation

fbrsolving3Dpotentialproblems・Thefbrmulationis
obtainedbyassemblingtheequationsfbreachsingledomain
intoanoverallsystemofequationsusingthecontinuityand
equilibriumrdationsalongtheinterflcesbetweenthe
subdomains・TheHdBNMfbrmulationfbrsolvingsingle
domainproblemshasbeengiveninreference[5]､Forthe
sakeofsimplicityandtoallowfbraclearpresentationofthe
multi-domainfbrmulation，weconsiderherethree
subdomains・

Thehybridboundarynodemethodisbaseｄｏnamodified

variationalprinciple，inwhichtherearethreeindependent
variables,namely：

‐temperaturewithinthedomain,‘；

‐boundarytemperature,’；

‐boundarynormalheatflux,７．

SupposefUrtherthatﾉVnodesarerandomlydistributedon
theboundingsurfaceofsubdomain-1．Thetemperature
withinthedomainisappmximatedusingfimdamental
solutionsasfbllows：

ノＶ

‘ =Ｚ伽，（'）
ノーl

andhenceataboundarypoint,thenormalfluxisgivenby

，雲-崎欝蕊‘ （２）

where〃isthefimdamentalsolutionwiththesourceata

usingdifYerentmethodologies，ａｓｔｈｅＳｃｈｗａｒｚＮｅｕｍａｎｎ－
ＮｅｕｍａｍａｎｄＳchwarzDirichlet-Neumannmethods・

Repetitionoftheiterationprocessiscontinueduntil

convergence・The･domaindecompositionmethodallows
diffbrenttypeofdiscretizationmethods(e､9.BEMandFEM）
tｏｂｅｕｓｅｄｆｂｒａｎｕｍｅｒｉｃａlsolutionoftheindividual

subdomainsandcouplingbetweenthemwithoutaccessing
tothesourcecodesofthemethods・However，ithassome

relevantparameterstobechosenandtheoptimalvaluesfbr
theseparametersareusuallyproblem-dependent・This
arbitrarinessrepresentsadisadvantageofthemethod･Inthe
presentpaper,weadoptthestandardmulti-domainmethod，

andmakefUlluseoftheresultantsparsityofthematrix
equationsduringthesolutionprocess・Asthesparse
structureofthematrixisdirectlyrelatedtotheorderingof
blocksoccurringinthematrix,weusetheorderingstrategy
suggestedbyKane[１１]toobtainanoptimalblocksstructure、
ThepreconditionedrestartedGMRESisemployedtosolve
thesystemequations・Ａｔｅａｃｈｓｔｅｐｏｆｔｈｅｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｏｆ
ＧＭＲES，thematrix-vectormultiplicationｉｓａｃｃｅｌｅｒａｔｅｄｂｙ
ｔｈｅＦＭＭａｔｔｈｅｓｕｂｄomainlevel・Therefbre，ｔｈｅＦＭ－

ＨｄＢＮＭｃｏｄｅｆbrsingledomainproblemcanbeused
directly・Thealgorithmisimplementedthroughacode
writteninC+十.Inthecode,aninterfaceclassisdevisedto

dealwiththeequilibriumandcontinuityconditionsatthe
interfaces・TwobenchmaIkexamplesofthree-dimensional
potentialproblemsarcinvestigate｡、Numericalresults
demonstratetheaccuracyandefficiencyoftheproposed
approach．

陰

陰

(11）

wheresuperscriptlstandsfbrthesubdomain-l；ｔｈｅ

飢
必
必

(12）

－８－



（20）

where側and{d1arefbrmedbymerging[U小ｎｄ

[必],{剛}and{剛},respectively,accordingtoth、
knownboundaryconditions・Fordegreesoffreedomwith

prescribedtemperature,therelatedelementsin{蝋}諏・

subscriptsl，２，３denotethattheprcscribedquantitiesa1℃
associatedwiththenodesingroups１，２，３，respectively・The
doublesubscriptダ,j,ﾉー1,2,3,isusedtoconveythatthe
pairofnodessﾉandSﾉinequations(8)and(9),bywhichthe
prescribedcoefYicientmatrixblocksarecomputed,belongto
groupjandﾉ,respectively・
Similarly,fbrsubdomain-2wehave
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陰
andfbrsubdomain-3，
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(16）

Attheinterfacebetweensubdomaiｎ－ｊａｎｄノ，boththe

temperatureandheatfluxmustbecontinuous,i､e､，

｛‘ﾙー {′)｝（'7）

｛9ﾙー -{9ル（'8）

Ｉｆｗｅｕｓｅｔｈｅｓａｍｅｓｅｔｏｆｎｏｄｅｓｄｉｓｔｒｉbutedonaninterface

inthediscretizationfbrbothdomainsthatsharetheinterface，

thefbllowingrelationshipexists：

｛Ｈ１={Hli｝（'9）

3.Acceleratingmulti-domainHdBNMwｉｔｈＦＭＭ

ＴｈｅＦＭＭｉｓｃａｌｌｅｄｏｎｅｏｆｔｈｅｔｏplOalgorithmsofthe
20thcentury・Itisanalgorithmfbrachievingfastproducts
ofparticulardensematriceswithvectors，andallows
reductionofmemorycomplexityinthemethodsbasedon

multipoleexpansions(intennofseries)toapproximatethe
effectsofadistantgroupofparticles(nodesinHdBNM)on
alocalgPoup,andthusachievesfastersummation・Ａｎｏｔｈｅｒ
ａｓｐｅｃｔｏｆＦＭＭｉｓｔｈａｔｉｔｕｓｅｓahierarchicaldecomposition
ofspacetodefmeever-largergroupsasdistancesincrease、
For3Dproblems，anoct-treedecompositionisusually
employed，WehaveimplementedtheFMMtechniqｕｅｓｉｎ
ｔｈｅＨｄＢＮＭｆｂｒｓｉｎｇｌｅｄｏｍａｉ、problems，Inthispaper,we
willfbcusonhowtoacceleratethesolutionofequation(20)．
Whenaniterativesolverisemployedtosolvealinear

system，themosttime-consumingpartofthesolution
processisthecalculationofthematrix-vectorproductat
eachiterationstep,Takinganiterationvectorintoaccount
andconsideringequations(11)-(16),wesupposethat

隅|州仙

陰蕊11州伽
where‘ａｎｄ９ａｒＥにsultvectorsoftheproducts・Then,the

Usingthecontinuityconditions,equations(11)-(16)canbe
assembledintoanoverallmamxequation：

●

－９－

０
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０
“
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０
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０
鱗
》
０
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鰯

selectedinto{α},andthecorr糧spondingrowsof[U；]are
selectedinto[刈小otherwise,olementsin{剛}’ro
selectedinto{‘ﾉ},andthecorrespondingrowsin[Z]are
selectedinto隅］
Ｔｈｅｓｅｔｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ（20）ｉｓsolvedfbrtheunknown

parametersx,then,byback-substitutionintoequations(11)‐
(16)，theboundaryunknownsareobtainedeitheronthe
interfacesortheextemalboundarysurfaces，

Theblockedmatrixinequation（20）isactuallyhyper‐
matrixwithsmallermatricesase､tries・Thezeroblocksin

equation（20）givetheequationaverybeneficial
characteristic,ｉ､e・sparsity・Ｔｏｓｉｍｐｌｙｓｅｎｄｔｈｅｗｈｏｌｅｍａｔｒｉｘ
ｔｏａｎequation-solvingsubroutinewouldbeextremely
inefYicient、Techniquesfbrbandedorvariable-banded
matrixequationsolvingarealsoineffectivebecauseofthe
lacｋｏｆｓｙｍｍｅｔｒｙ、Ｔｏｃａｐｉtalizeonthespecialstructureof
thesesparseblockedmatrices,wechooseaniterativesolver，
i,e・ＧＭRES，ｔｏｓｏｌｖｅｉｔｉｎｔｈｉｓｓｔｕｄｙ，However，fbrthe
conventionalGMRES，boththecomputationaltimeand

memorysizerequiredtostorethecoefficientmatnxare
proportionalto〃2,where〃isthetotalnumberofunknowns
intheoverallsystemofequations・Thislimitsthemethodto
relativelysmallscaleproblems・Accelemtingtheequation
solutionprocesswithFastMultipoletechniquesisnecessary
fbrsolvinglargescaleproblems．
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Thesesub-matricesarethefUrthersmallerdiagonalsub‐

blocksofthemaindiagonalblockedmatrices,namely‘41,,

Ul2,Ｕ;3,盛,心,Ｕｉ,＠Ａ,盛and必inequation(20)．
Thesub-blocksarefbrmedaccordingtotheleavesofthe
hierarchicaldecompositiontree・Moreprecisely,ifboththe
nodessﾉandSJinequation(8)ｏｒ(9)resideinthesameleaf

theentIyU〃ｏｒｇ〃isselectedintothecoITespondingsub‐

blockThispreconditionerhasbeenproposedbyNishida
andHayami[9]andadoptedbyYoshidaandNishimura[１０］
fbrsolvingsingle-domainproblemswithFMMThis
preconditionermaynotbeefficientfbrmulti-domai、
problems，Developingotherfbrmsofprcconditionersisan
importantsubjectoffUtureresearch．

１

０
０
硯
０
０
砥
郵
“
鍬

一

overallmatrix-vectorproductinequation（20）canbe
obtainedby

－１０－

4.1Threecubeswithdi縦rentmaterialpr⑪perties

AsimpleheatconductionproblemisfirstconsiderEd､The

domainoftheproblemconsistsofthreeequalcubeswith
differentthermalconductivities(Figurel).Thesidelength
ofthecubesisα＝１ｍ・Theusedheatconductivitiesfbr

cuｂｅｓＤｌ,Ｄ２ａｎｄＤ３ａｒｅＫｉ＝１．０Ｗ/ｍＫ,ｋｈ＝３．０Ｗ/ｍＫａｎｄ

Ｋｊ＝２．０Ｗ/ｍＫ，respectively・Aunifbnntemperatureof
200KisimposedattheleftendfaceofcubeDIanｄｌＯＯＫａｔ

ｔｈｅｒｉｇｈｔｅｎｄｆａｃｅｏｆｃｕｂｅＤ３・Allotheroutersurfacesare

Figurel・GeometIyofthedomainconsistingofthreecubes．

where〃jrepresentsnodalvaluesoftempeIature‘ornomlal

flux9,andＮ…isthemaximumvalueamongthenodal
values;〃isthetotalnumberofnodes;thesuperscripts(e）
and（"）唾fertotheexactandnumericalsolutions，
respectively．
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Thecomputationalcostsfbrtherighthandsideofequation
(23）aretrivial，andcanbeignored､Thesummationsin
equations(21）ａｎｄ(22)canbeacceleratedbyFMMwithin
eachsinglesubdomainindependently,Intheabovesolution
procedure，thecoefficientmatrixinequation（20）needs
neverbefbrmed，anditsuseispurelysymbolic・The
mamx-vectorproductinequatio、（20）isdividedinto
smallerscaleonesatthesubdomainlevel,ｔｈｕｓmakingthe
fUllestuseofthesparsitypattemofthecoefYicientmatrix,as

considerationoftheemptyblocksiscompletelyavoided・
TheacceleratedsummationprocessbyFMMfbrthesums

inequations(21）and(22)isexactlythesameasthatinthe
FM-HdBNMfbrsingledomainproblems・Wecreatea
hierarchicalspacedecompositiontreefbreachsubdomain・
Allthecomputersubroutinesfbrsingledomainproblems
canbeexploitedheredirectly・Wehavedescribedthe
algorithmofFM-HdBNMfbrsingledomainproblemsin
references［6]・Ｔｏavoidrepetition,wewillnotdiscussit
hereagain､ThereaderisrefbITedtothepaper[6]fbrfUrther
details・

Ontheimplementationoftheabovealgorithm,weremark
thefbllowingtwoaspects：

1．Thesparsitypattem（populationoftheblocks）ofthe
coefficientmatrixinequatiｏｎ(20)hasasevereimpacton
theconditionnumberofthematrix,andthusonthesolution

procedureespeciallywhenanitemtiveequationsolveris
employed・Thesparsitypattemofthesystemequationis
detemlinedbytheorderinｇｏｆｕｎｋｎｏｗns・Inorderthatthe
nonemptyblocksinｔｈｅｏｖｅｒａｌｌｓｙｓｔｅｍａｒｅａｓｃｌｏｓｅｔｏｔｈe
maindiagonalaspossible，weusetheparticularordering
suggestedbyKane[11]・Theorderisdeterminedbylisting
allpermutationsoftwosubdomainsaｓｓｈｏｗｎｂｅｌｏｗ：

’１１２１３２１．２２２３３１事３２．３３

ForpeImutationswherethefirstdigitislessthanthe
seconddigit，blocksofpotentialaregenerated；otherwise，
blocksofnormalfluxaregenerated・Thepermutations
associatedwithbｌｏｃｋｓｏｆｎｏｒｍａｌｆｌｕｘａｒｅｓｈｏｗｎｗｉｔｈａn

asteriskintheabovelist、

２.TheselectionofagoodpreconditionerfbrtheGMRES

iscrucialfbritsconvergenceandcomputingefYiciency・Itis
evenmoresowiththemulti-domainfbrmulation,sincethe

populationoftheoverallequationmatrixisnolonger
diagonallydominated、Ｉｎｔｈｉｓｓｔｕｄｙａｓａｐｒｉｍａｒｙｓｔｅｐ，we
justsimplyuseablockdiagonalpreconditionerthatis
obtainedbyinversingthediagonalblockedsub-matrices．

4.TeStpr0blemS

Theproposedtechniqueshavebeenimplementedinacode
ｗｒｉｔｔｅｎｉｎＣ+＋ａｎｄtestedwithtwobenchmarkproblems、
Ａｌｌcomputationsarecarriedoutonthesamedesktop
computerwithanlntel(R)Pentium(R)４ＣＰＵ（1.99GHz)．
ＣｏｎｃｅｍｉｎｇｔｈｅＦＭＭａｎｄＧＭＲＥＳ，wetmncateallthe

infiniteexpansionsafterlOterms,setthemaximumnumber
ofboundarynｏｄｅｓｉｎａｌｅａｆｂｏｘｔｏｂｅ６０,andtemlinatethe
iterationwhentherelativeerrorislessthanl0.6．Toassess

theaccuracyofthemethod,wecalculatetherelativeermrof

nodalvaluesoftemperatureusingthefbllowing‘global，Ｌ２
ｎｏｒｍ：

ｌ

ｅ"=砿
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7.6×10-3

3.6×１０~3

1.8×10-3

1.3×10-3

1.2×1０４

p１℃scribedasheatfluxfTee・Forthisproblem,thefbllowing
exactsolutionisavailable：

作隙撚
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０≦ｙ＜１

１≦ｙ≦２

(25）

WenaturallytI己ateachcubeasasubdomainandperfbrm
computationsonfivenodearTangements，namely，ｌＯ×１０，
２０×２０，４０×４０，８０×８０ａｎｄｌ６０×l60nodesunifbrmly

distributedateachsquaresurfaceofasubdomain・Results
aresummarizedinTablesl，inwhichthefirstandsecond

columnslistthenumberofnodesusedononesquaresurface
andthetotalnumberofnodes;thethirdandfburthcolumns
listthｅｎｕｍｂｅｒｏｆｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｏｆＧＭＲＥＳａｎｄｔhetotaltimes

fbrsolvingthesystemequations・Infifthandsixthcolumns，
therelativeerrorsofnodalvaluesoftemperatureandnormal

fluxarepresented．

distributionisusedastheexactsolution：

'＝x3＋y3＋z3-3yxz-3xz2-均２ (26）
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Table１.Resultsfbrthedomainconsistingofthreecubes

、
ノ

メ
言
、
１
／

Ｔ(s）

３１３

３８１

2461

13578

72799

ｋ×ｋ

ｌＯｘｌＯ

２０×2０

４０×4０

８０×80

160×1６０

DOFb

l800

7200

28800

115200

460800

恥
一
肥
迦
型
犯
“

errie”

1.2×10-5

5.2×10-6

2.7×10-6

1.8×10-6

8.9×1０－８

andルー５．Weusethisexampletocomparetheefficiencies
betweenthemulti-domainandsingledomainsolution
strategiesunderthecircumstancethatFMMisemployedto
acceleratetheequationsolution、Forthispurpose，wefirst
modelthecylinderasasingｌｅｄｏｍａｉｎ(Figure3a),andthen
decomposeitintofbursubdomains(Figure3b)andsolvethe
problembythemulti-domainmodel・nlefbllowingfield

(a)Singledomainmodel

／

D§

200

Ｄ‘

一一－－－－一一
ｂ

Ｌ、

〆ifう言
（b)Foursubdomainsmodel

Figure3､Modelingofthehollowcylinder．

／

1００
Potentialboundalyconditionsareimposedontheinner

andoutercylindricalsurfacesandnormalfluxboundary
conditionsonthetopandbottomfaces，accordingto
equation(26).Comparativecomputationsareperfbrmedon
fivepai応ｏｆｎｏｄａｌａＩＴａｎｇｅｍｅｎｔｓｆｂｒｔｈｅｔｗｏｍｏdels・The
totalnumbersofdegreesoffireedomfbrthesenodal
alTangementsarelistedinthefirstandｆｉｆｔｈｃｏｌｕｍｎｓｉｎ
Ｔａｂｌｅ２ｆｂｒｔｈｅｍｕｌｔi-andsingle-domainmodels，

respectively・Ineachpairofnodalarrangements，fbr
comparability，wediscretizetheoutersurfacesinｂｏｔｈ
ｍｏｄｅｌｓｗｉｔｈｔｈｅｓａｍｅｓｅｔｏｆｎｏdes､Table2showsthatthe

numbersofdegreesoffireedomfbrthemulti-domainmodel
areslightlybiggerthanthesingle-domainmodeLThis
differenceisduetotheadditionalunknownsthatare

introducedintotheoverallproblembythesubdomain
interfacesinthemulti-domainmodeL

ThesecondandsixthcolumnsiｎＴａｂｌｅ２１ｉｓｔｔｈｅＣＰＵ

ｓｅｃｏｎｄｓｆｂｒｃｏｍputingtheequationcoefficientsbythe
single-andmulti-domainmodels，respectively・Thethird
andseventhcolumnsindicatethetimeusedfbrsolvingthe

overallsystemofequations・Ｉｎｔｈｅｆｂｕｒｔｈａｎｄｅｉｇｈｔｈ
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Figure2､Temperaturedistributionalongthecentralline．

4.2Acylinderofunifbrmmaterial

Thesecondexampledealswithathickcylinderofunifbrm
material(Figure3).Dimensionsaregivenasα＝５，６＝７

Numericalresultsobtainedfbrthetemperaturewith
lO×lOnodesoneachsquareface，togetherwiththeexact

solutions,alongthecentrallinefiFom(0.5,-1.0,0.5)ｔｏ(0.5,
2.0,0.5）arepresentedinFigure2・Thetabulatedresults
showthatouralgorithmiscapableofperfbrminglarge-scale
multi-domaincomputations・Highlyaccurateresultsare
obtainｅｄｗｉｔｈａｓｍａｌｌｎｕｍｂｅｒｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｎｏdes，and

improvedwithincreasingnumbeｒｏｆｎｏｄｅｓｕｓｅｄ､Thehigh
accuracyisalsodemonstraｔｅｄｉｎＦｉｇｕｒｅ２，wherethe

numericalresultsagreeexcellentlywiththeexactsolution．
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computationsofpracticaiinterest・Thisisanimportant
subjectoffUtureresearch．
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5.Conclusions

TheFMMtechniqueshavebeenimplementedinamulti‐
domainfbrmulationoftheHdBNMfbrnumericalsolution

ofLaplace，sequationThematrlx-vectormultiplication
duringtheequationsolutionprocessissplitintosmaller
scaleonesatthesubdomainlevel,andisacceleratedbythe

FMMindependentlywithinindividualsubdomains・
Twonumericalexamplesarepresentedtostudythe

perfbrmanceoftheproposedmethod，Highaccuracyand
efficiencyhavebeendemonstrated・Ｉｔｉｓｃｌｅａｒｔｈａｔｔｈｅ
ｍｅｔｈｏｄｉｓｓｕｉｔａｂlefbranalyzinglarge-scalemulti-domain
problemssuchasmodelinｇｏｆｃｏmposites・Inthe
conventionalBEM,multi-domainstrategiesa1℃usuallyused

togetbettercomputationalefficiencyfbrlongslender
objects､Forthemulti-domainFM-HdBNM,however,thisis
nolongerfeasible，becausetheFMMhasalreadyreduced

thecomputationalscaletonearlylinearcomplexity・
Theblockdiagonalpreconditionerbasedｏｎｔｈｅｌｅａｖｅｓｉｎ

ｔｈｅＦＭＭｔｒｅｅｓｔｒｕｃｔｕremaynotbeefficientfbrmulti‐
domainfbrmulation，becausethecoefficientmatrixinthe

multi-domainequationisnolongerdiagonallydominated・
DevelopingotherfbrmsofpreconditionerintheFMM
context，ｓｕｃｈａｓｔhesparseapproximateinverse

preconditioner[13],isnecessaryfbrperfbrminglarge-scale
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47448

106688

189608
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12516

34743

65317

columns,therelativeerrorsofnodalvaluesofpotentialare
presented・Itisseenthat,inallcasesofnodalaITangement，
thesingle-domainmodelusedslightlylessCPUseconds
bothfbrcomputingcoefficientsandfbrsolvingequations
thanitsmulti-domaincounteIpart，whiletheresultsare
equallyaccurate､Thisobservationisincontrasttothatmade
fbrtheconventionalmulti-domainBEM［11],whereboth

theaccuracyandefficiencycanbedramaticallyimprovedby
themulti-domaintechniquesinmodelingslenderobjects，
Thereasonfbrthismaybethat,intheFMMcontext,only
thecoefficiｅｎｔｓｆｂｒｐａｉｒｓｏｆｎｏｄｅｓｉｎｔｈｅｎｅａｒｆｉeldare
directlycomputed，andthusthercquiredfloating-point
operationcountstobuildthecoefficientmatrixandtosolve
theequationareoforderO("）ratherthanO("2）inthe
conventionalmulti-domainBＥＭ

Ｔａｂｌｅ２､Resultsfbrthethickcylinderproblem
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