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This paper presents a perturbation analysis of the excitation problem for an open domain.

As a fundamental study, it addresses wave scattering by a crack in a two-dimensional un-

bounded domain to avoid fictitious eigenfrequency issues, which are encountered in a

boundary integral equation. The modal amplitude is approximated using the perturba-

tion method, employing a Taylor expansion around the complex-valued eigenfrequency

for the open domain. The eigenfrequency problem for an open domain is solved using

boundary element and Sakurai-Sugiura methods. Several numerical results demonstrate

that the perturbation solutions evaluate the modal amplitude with real-valued frequency

excitation.
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1. はじめに
超音波非破壊検査等で扱う波動問題では，材料表面等の境

界が十分遠方に存在する場合，遠方からの反射波が含まれな
い有限時間の計測波形を用いて欠陥の推定を行うことが多
い．その場合は通常，無限遠への波の放射を考慮して（半）
無限領域中の散乱問題としてモデル化を行う (1)．開領域の
波動問題では波の放射によるエネルギーの散逸が存在するた
め，エネルギーが完全にトラップされる特別な場合を除いて
実数の固有周波数は存在しない．しかしながら，エネルギー
散逸を含んだ複素数の固有周波数は存在することが知られて
いる．このような複素固有周波数は減衰を伴う共振として物
理的に解釈することができる．したがって開領域の固有周波
数によって引き起こされる共振を利用することができれば，
Local Defect Resonance (2) を利用した欠陥のイメージング
や超音波試験の S/N向上に寄与できると考えられる．以上
の観点から，如何なる加振を行えばどの程度の振幅で共振を
励起できるか調べる加振問題の解析は，開領域の固有周波数
の実用上意義がある．
閉領域に対する実固有周波数ではその固有関数の直交性
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が振動論においてよく知られており，ノーマルモード展開を
用いれば加振によって励起される各共振モード振幅は求めら
れる (3)．一方，開領域に対する複素固有周波数ではその固
有関数の正規化，完全性，直交性に関する研究は進められ，
特定の場合には物理的に意味のあるモードのみでの完全性
が示されているものの (4)，多くの場合は定かでない．また，
正規化と直交性は Perfect Matched Layer (PML)を用いた定
式化によって形成する方法が提案されている (5)．これらの
電磁気学における開領域の複素固有周波数に関する研究成
果は近年，Sauvan ら (6) によってまとめられている．一方，
振動学では，摂動法による固有周波数周りでの加振問題の解
析が行われている (7)．複数のモードが含まれる解析を行う
場合は直交関係式が必要になるが，単一の固有周波数に対し
て Taylor展開する場合には必ずしも直交関係式が得られて
なくとも解析可能であると思われる．そこで本研究では摂動
法に基づき，直交関係式を用いずに単一の複素固有周波数に
よる共振モードがどの程度励振できるかを調べる簡便な方法
を提案する．
開領域の固有周波数問題では，空間領域において無限遠で

固有関数が発散する．そのため，有限要素法や有限差分法と
いった領域型の数値解法で扱う場合，PML等の吸収境界に
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Fig. 1 Elastic wave scattering by a crack in a two-

dimensional unbounded domain.

よる処理が必要となる．しかしながら PMLを用いた場合で
は，PML由来の非物理的なモードが発生するため，物理的
に意味のあるモードを識別する必要がある (8)．一方，積分
方程式に基づいた手法では，基本解（Green関数）が無限遠
での放射条件を厳密に満足することから，境界積分方程式の
見かけの固有周波数問題を除いて，不適切なモードは発生し
ない．そこで本研究では基礎的検討として，見かけの固有周
波数問題が現れない 2次元無限領域中のき裂による散乱問題
を対象として，境界要素法を用いた解析を行う．その後，摂
動法を用いて，開領域に対して得られる複素固有周波数と実
際の加振問題における実周波数の近似的な関係を求める．

2. 解くべき開領域の固有値問題
本研究では時間調和な波動場を考え，時間因子は e−iωt と

する．ここで，iは虚数単位，ωは角周波数，tは時刻である．
また特に断らない限り，2次元直交座標系を用い，総和規約
に従うものとする．

Fig. 1に示すように，き裂 S ⊂ R2 によって入射波が散乱
する問題を考える．き裂 S は縁 ∂S を有する自己交差しない
滑らかな開曲線である．領域D(:= R2 \S)は等方，均質な線
形弾性体であると仮定する．ここで，S は S の閉包である．
Fig. 1のようにき裂 S の片側を +方向，反対を −方向とす
る．法線方向ベクトル nは S の +方向に定義する．全変位
場 uは次式のように入射波 uin と散乱波 usc の重ね合わせで
あると仮定する．

u = uin + usc (1)

他の変数についても上付き in，scはそれぞれ入射波，散乱波
に対応することを示す．散乱波は次の Navier-Cauchy方程式
と放射条件を満足する．

µ∇2usc(x) + (λ+ µ)∇∇ · usc(x) + ρω2usc(x) = 0

for x ∈ D (2)

lim
|x|→∞

√
|x|

{
∂usc;φ

∂|x| (x)− ikφu
sc;φ(x)

}
= 0 (3)

lim
|x|→∞

1√
|x|

usc;φ(x) = 0 (4)

ここで，λ，µは Lamé定数，ρは密度である．また，φ = L or

Tであり，usc;L，usc;T はそれぞれ散乱波の縦波成分，横波
成分を表しており，kL と kT はそれぞれ縦波と横波の波数で
ある．入射波 uin は散乱体であるき裂が存在しない場合の解

であるため，式 (2)を R2に対して満足するが，放射条件 (3)，
(4) は必ずしも満足しない．き裂開口変位 [u](:= u+ − u−)

に対して次の正則条件を仮定する．

[u](x) = 0 for x ∈ ∂S

ここで，上付き添字 ±は D 中の場の変数をどちらの方向か
ら S に極限移行したのかを示す．向かい合うき裂面は常に非
接触であると仮定し，き裂面における境界条件は次式で表さ
れる表面力フリーとする．

ti(x) := Tijuj(x) = 0 for x ∈ S (5)

Tij := nk(x)Ckijl
∂

∂xl

ここで，t は表面力，Tij は表面力作用素，C は弾性定数テ
ンソルである．式 (5)では t+ = t− であるため上付き添字を
省略している．
式 (2)–(4) から得られる散乱波に対する積分表現に式 (1)

を代入すると，次の全波動場に対する積分表現が得られる．

u(x) = uin(x) +

∫
S

T (x,y, ω) · [u](y)dS(y) for x ∈ D

(6)

ここで，T は二重層核，dS は線素である．式 (6) の両辺に
xに関する表面力作用素を作用させた後，xを境界 S 上に極
限移行し，式 (5)を考慮すると次の超特異境界積分方程式が
得られる．

− tin(x) = p.f.

∫
S

W (x,y, ω) · [u](y)dS(y) for x ∈ S

(7)

ここで，W は超特異積分核である．通常の境界要素法では，
設定した入射波項 tin に対して式 (7) をき裂開口変位 [u] に
ついて解く．その後，式 (6)によって領域D内での任意の点
における変位を求めることができる．
式 (7)で表される系に対する固有周波数 ω∗ と対応する固

有関数 [u∗]は次を満足する

p.f.

∫
S

W (x,y, ω∗) · [u∗](y)dS(y) = 0 for x ∈ S (8)

このとき，W は ω に対する非線形関数であるため，式 (8)

を空間について離散化した場合，非線形固有値問題に帰着さ
れる．波の無限遠への放射によってエネルギーが完全に停留
できないため，固有周波数 ω∗ はエネルギー減衰を含む意味
で複素数となる．本研究では時間因子を e−iωt と設定したた
め，ℑ[ω∗] < 0となる．

3. 加振問題への応用
非線形固有値問題 (8)を解いて得られる固有周波数は複素

数であるが，実際の加振は実周波数で行われることを考慮し
て加振問題への応用を考える．本研究では，実軸に近い位置
に分布する単一の固有周波数 ω∗ を対象とし，摂動法による
加振問題の定式化を行う．
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加振に用いる実周波数ωは次のように表されると仮定する．

ω = ω∗ + ϵω̂ (9)

ここで，ϵは小さな正数，ω̂は固有周波数からの離調パラメー
タである．加振によって励起されるき裂開口変位 [u]は次の
ように ϵのべき級数で表現できると仮定する．

[u] =

∞∑
n=0

ϵn[un] (10)

超特異積分核W を次のように ω について ω∗ 周りで Taylor

展開する．

W (x,y, ω) = W (x,y, ω∗) + ϵω̂
∂W

∂ω
(x,y, ω∗) +O(ϵ2)

(11)

また，加振力である入射波の表面力は次のオーダーと仮定
する．

tin = ϵt̂in (12)

式 (9)–(12)を式 (7)に代入し，ϵについてのオーダーごとに
方程式を満足させることを考えると，O(ϵ0)，O(ϵ1) に対し
て次式が得られる．

O(ϵ0) : p.f.

∫
S

W (x,y, ω∗) · [u0](y)dS(y) = 0 (13)

O(ϵ1) : p.f.

∫
S

{
W (x,y, ω∗) · [u1](y)

+ ω̂
∂W

∂ω
(x,y, ω∗) · [u0](y)

}
dS(y) = −t̂in(x) (14)

式 (13)の解は式 (8)より，次のように得られる．

[u0] = α[u∗] (15)

ここで，αは固有モード振幅である．式 (15)を式 (14)に代
入して αと tin の関係を求めることができれば，設定した加
振に対して固有モードがどの程度の強さで励振できるかを調
べられる．
式 (14)について，如何なる [u1]に対しても次のような関

係を持つ関数 v∗ が存在すると仮定する．∫
S

v∗(x) ·
[
p.f.

∫
S

W (x,y, ω∗) · [u1](y)dS(y)

]
dS(x) = 0

式 (14)の両辺に左から v∗(x)を掛けて xについて Sにわたっ
て積分すると次式が得られる．

α = − 1

X∗ω̂

∫
S

v∗(x) · t̂in(x)dS(x)

= − 1

X∗ (ω − ω∗)

∫
S

v∗(x) · tin(x)dS(x) (16)

ここで，X∗ は次式で定義している．

X∗ :=

∫
S

v∗(x) ·
[
p.f.

∫
S

∂W

∂ω
(x,y, ω∗) · [u∗](y)dS(y)

]
dS(x)

X∗ は固有ペア (ω∗, [u∗])，及び v∗ の情報のみから求められ
るため，定数として考えられる．したがって式 (16)に示すよ

うに，固有モード振幅 αは加振項と v∗ の内積，固有周波数
からの離調 (ω − ω∗)によって近似的に求められる．

4. 離散系での取り扱い
境界要素法を用いた数値計算における前節の理論の扱い

を説明する．本研究では Galerkin 法を用いて境界積分方程
式 (7)を離散化し，数値計算する．したがって，重み関数 ψ

を用いた次の式を考える．

−
∫
S

ψ(x)tin(x)dS(x)

=

∫
S

ψ(x)p.f.

∫
S

W (x,y, ω) · [u](y)dS(y)dS(x) (17)

式 (17)を通常の境界要素法の枠組みで空間について離散化
すると，次の連立一次方程式が得られる．

W(ω)[u] = −tin

ここで，W，[u]，tin はそれぞれ，超特異積分核に対応する
係数行列，き裂開口変位に対応する未知ベクトル，入射表面
力に対応する既知ベクトルである．したがって，本問題では
次式を満足する ω∗ と [u∗]のペアが固有周波数と右固有ベク
トルである．

W(ω∗)[u∗] = 0 (18)

ここで，Wは ωに対する非線形関数行列であるため，式 (18)

は非線形固有値問題である．本研究では，Sakurai-Sugiura

Method (9) (SSM)によって非線形固有値問題を数値的に解く．
摂動法における各種パラメータは以下のように仮定する．

[u] =

∞∑
n=0

ϵn[un]

W(ω) = W(ω∗) + ϵω̂
∂W

∂ω
(ω∗) +O(ϵ2)

tin = ϵt̂in

以上を考慮すると，O(ϵ0)，O(ϵ1)に対する方程式は次である．

O(ϵ0) : W(ω∗)[u0] = 0 (19)

O(ϵ1) : W(ω∗)[u1] + ω̂
∂W

∂ω
(ω∗)[u0] = −t̂in (20)

式 (19)の解は式 (18)より，次のように得られる．

[u0] = α[u∗] (21)

固有値問題 (18)に対して次式を満足する左固有ベクトル v∗

を考える．

v∗;HW(ω∗) = 0

ここで，上付き Hは共役転置を示している．式 (21)と左固
有ベクトル v∗を用いると，式 (20)は次のように変形できる．

α = − 1

X∗ω̂
v∗;Ht̂in

= − 1

X∗ (ω − ω∗)
v∗;Htin (22)
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Fig. 2 Elastic wave scattering by a half-sine-shaped crack.

ここで，X∗ は次式で定義している．

X∗ := v∗;H ∂W

∂ω
(ω∗)[u∗]

X∗ は固有周波数と左右固有ベクトルから求められるため，
固定した ω∗ に対して定数である．そのため，固有モード振
幅 αは左固有ベクトルと加振項の内積，固有周波数からの離
調によって求められる．

5. 数値解析例
き裂に対する散乱解析結果と式 (22)による固有モード振

幅の結果を比較して，本摂動解析の妥当性を確かめる．数
値解析モデルは Fig. 2 に示す幅と高さが 2a の半周期正弦
関数型き裂による入射平面波の散乱問題とした．Poisson比
ν = 0.3として，入射平面波は次式で与えた．

uin = u0dφ exp (ikφp · x) (23)

ここで，u0 は変位振幅，pは伝搬方向ベクトル，dφ (φ = L

or T)は振動方向ベクトルであり，dL = p，dT ·p = 0である．
また，Fig. 2 中の θin は入射角であり，p = (sin θin, cos θin)

とした．この解析モデルは，著者らの既往の研究 (10, 11) に
おいてき裂面の接触を考慮した場合に分調波共振が確認され
たモデルであり，共振とその励振の特性を調べることも目的
として採用した．
次式で表される幅 a あたりの入射エネルギーで正規化さ

れた散乱エネルギーを Fig. 3(a)，(b)に示す．

Esc =
i

2au0σ0

∫
S

{
[usc](x) · tsc(x)− [usc](x) · tsc(x)

}
dS(x)

ここで，σ0 は次式で表される入射波の応力振幅である．

σ0 =

{
u0(λ+ 2µ)kL (φ = L)

u0µkT (φ = T)

Fig. 3(a)，(b)はそれぞれ縦波入射，横波入射の場合である．
一方，Fig. 3(c)には SSMで求めた固有周波数を示す．図中
の破線は SSM における積分経路（固有周波数の探索領域）
を示している．Fig. 3(a)，(b)の散乱エネルギーは様々な入
射角 θin に対して示しているが，Fig. 3(c)の固有周波数の実
部付近の周波数でいずれかの θin がピークを取っている場合
が多い．また，実部が最も小さい固有周波数に対応するピー
クは立ち上がりが急峻になっている．この固有周波数の減衰
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Fig. 3 Scattering energy by (a) longitudinal incidence and

(b) transverse incidence for various frequencies when the

analysis model is given by Fig. 2 with ν = 0.3. The eigen-

frequencies obtained by the SSM are plotted in (c).
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Fig. 4 Displacement fields in modal vibration of eigenfre-

quencies (a) A and (b) B shown in Fig. 3(c).

に対応する虚部の絶対値が小さいことと関係していると予想
される．

Fig. 3(c) に示した A，B の 2 つの固有周波数に対応する
固有モードでのある時刻の変位場をそれぞれ Fig. 4(a)，(b)

に示す．Fig. 4(a) より，A の固有モードはき裂で隔てられ
た部分が左右に曲げ振動するような挙動である．一方，Fig.

4(b)より，Bの固有モードはき裂で隔てられた部分が上下に
伸び縮みするような挙動である．
入射周波数を固有周波数に近い実数としたときの式 (22)

で表される固有モード振幅を調べる．次式で表される正規化
した固有モード振幅の絶対値と入射角，周波数との関係を
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(a) (b)

Fig. 5 Absolute value of modal amplitude for eigenfre-

quency A when (a) longitudinal and (b) transverse incidence.

(a) (b)

Fig. 6 Absolute value of modal amplitude for eigenfre-

quency B when (a) longitudinal and (b) transverse incidence.

Fig. 5，6に示す．

α̃ =

∣∣∣∣ αu0

∣∣∣∣max
x∈S

|[u∗](x)|

Fig. 5，6では，Fig. 4に示した固有モードを励振するのに適
切だと思われる入射波の種類，入射角で，固有周波数付近に
おいて α̃が大きな値を取ると期待される．Fig. 5(a)，(b)はそ
れぞれ縦波入射，横波入射の場合の結果である．縦横どちら
の入射波に対してもAの固有周波数 aω∗/cT = 0.503−0.055i

付近の周波数にピークが存在することがわかる．一方，入射
角については挙動が異なり，縦波入射の場合は θin = 0◦ のと
き α̃ = 0であり，θin = 60◦ あたりで α̃がピークを取ってい
る．横波入射の場合は，θin = 0◦，90◦ で α̃が大きな値を取
り，θin = 50◦ 付近で値が小さくなっている．

Fig. 6 より，B の固有周波数の場合は A の場合と比較し
て，α̃の値が小さく，値の変化が緩やかであることがわかる．
縦波入射の場合は θin = 0◦ のときに α̃ がピークを取ってい
る．一方，横波入射の場合は θin = 0◦ のとき α̃ = 0であり，
θin = 80◦ あたりで α̃がピークを取っている．

Fig. 3 で見られた虚部の絶対値が小さい固有周波数に対
応するピークの立ち上がりが急峻になる傾向は，式 (22) 中
の 1/(ω − ω∗)による影響だと理解でき，Fig. 5，6とも整合
している．また，入射波の種類や入射角に対する A，Bの固
有モード振幅に対する挙動はそれぞれ Fig. 4(a)，(b)に示さ
れる固有モードと整合している．
摂動法による固有モードのみのき裂開口変位 (PM)と境界

要素法によって求めたき裂開口変位 (BEM)の比較を Fig. 7
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Fig. 7 Comparison of crack opening displacement between

perturbation method (PM) and boundary element method

(BEM) (a) when ω = ℜ[ω∗] for case A and transverse inci-

dence with θin = 0◦ and (b) when ω = ℜ[ω∗] for case B and

longitudinal incidence with θin = 0◦.

に示す．摂動法によるき裂開口変位は次式で求めた．

[u] = α[u∗]

Fig. 7(a) は A の場合の ω = ℜ[ω∗] のときの θin = 0◦ で横
波入射した際のき裂開口変位を示している．Fig. 7(a)より，
[u2]/u0 はあまり一致していないが，[u1]/u0 は概ねよく一致
していることがわかる．Fig. 4(a) に示すように，A の場合
は横揺れが支配的であり，[u1]/u0 が大きい値を取っている
ため，良好な結果であると考えられる．一方，Fig. 7(b)は B

の場合の ω = ℜ[ω∗]のときの θin = 0◦で縦波入射した際のき
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裂開口変位を示している．Fig. 7(b)より，[u1]/u0，[u2]/u0

ともに乖離が比較的大きい．しかしながら，傾向はよく一
致していると思われる．Fig. 3(c)に示すように Aの場合は
|ℑ[ω∗]|がBの場合よりも小さく，Fig. 7で示した境界要素法
の解において固有モード成分が支配的であると考えられる．
このことが Aの場合は摂動法と境界要素法の解が比較的よ
く一致した原因だと思われる．しかしながら，比較的 |ℑ[ω∗]|
が大きい B の場合でも，固有モードを励振しやすい設定に
おいては Fig. 7(b)に示すようにモード振幅をある程度推定
できることがわかった．

6. おわりに
本研究では，境界要素法によって求めた開領域の固有周波

数とそのときの固有モードを実周波数での加振問題に応用
するため，摂動解析を行った．摂動法の適用によって，固有
周波数と左右固有ベクトル，及び加振項からどの程度のモー
ド振幅が励振されるかを近似的に求めることができた．提案
した定式化では，固有周波数と左右固有ベクトルを一度求め
れば，加振項を変化させるだけでモード振幅が計算できるた
め，様々な加振を検討する際に順解析を実施するよりも高速
に計算可能である．
今後の課題として，複数の固有周波数が近接する場合の

検討が挙げられる．また，非破壊検査を想定したモデルでの
モード振幅を最大化する加振（超音波入射）方法の設計，医
療イメージングでの流体中のバブルの励振等，種々の加振問
題への応用を検討する予定である．
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