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初期たわみと軸力変動が非線形Winkler基礎上はりの

座屈特性に及ぼす影響
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Buckling of an infinite Bernoulli-Euler beam resting on an elastic Winkler foundation

characterized by a cubic nonlinearity is studied. Especially, theoretical formulae of the

buckling load are derived based on the perturbation method for a beam with initial

deflection and variable axial load. First, the snap-through buckling load is obtained for

space-harmonic imperfections in both the initial deflection and the axial load. Next,

the initial deflection and axial load fluctuation given by stationary random functions are

considered. Expectation of the buckling load is described as a function of variance and

power spectrum density of these uncertainties. Through buckling analyses, the theoretical

buckling load is compared with numerical results. It is shown that the derived solutions

can be a good approximation to the present problem.
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1. はじめに

鉄道のロングレール軌道を管理する際に，座屈の確実な防

止が重要となる (1)．近年では，左右レールとまくらぎ，お

よびそれを支持するバラスト道床を模擬した非線形バネから

構成される精緻な数値軌道モデル (2, 3) を用いて高精度に座

屈挙動を評価可能となっており，軌道の初期たわみ (通り変

位) や，バラストからまくらぎに作用する拘束力 (道床横抵

抗力)が座屈強度に及ぼす影響などが数値解析を通して詳細

に検討されている．

一方，軌道構造における各種パラメータが座屈強度に及ぼ

す影響に関する理論的理解は，必ずしも十分に進んではいな

い．一般に，軌道座屈波形の代表波長はまくらぎ間隔の約 10

倍程度であるため，基本的座屈特性の把握には連続支持ばり

の様な比較的簡易な数理モデルの適用が可能である (4)．当

該モデルの座屈・共振問題に対する高精度・高効率な数値解

法がこれまでに多く提案されてきた (5−10) が，それらの多く

は計算精度や計算効率が議論の中心であり，現象の把握にま

では及んでいない．

2023 年 10 月 8 日受付，2023 年 10 月 27 日受理

道床横抵抗力は軟化型の非線形特性を有するが，この様

な支持構造下における座屈では，荷重低下を伴う分岐座屈後

のつり合い経路上でたわみの局所化が進行する (4)．非線形

Winkler基礎上の無限長ばりを対象とした座屈の局所化過程

に関する研究の多くでは摂動解析が採用されており (11−14)，

後座屈域のつり合い経路と座屈波形とが適切に評価可能と

なっている．なお，これらの研究では長手方向に均一な構造

を対象としており，その下で支持剛性やはりの曲げモーメン

ト–曲率関係などにおける非線形性が変形の局所化に及ぼす

影響を検討している．

構造の不均一性を考慮した座屈挙動の検討は，主に有限長

構造を対象に行われている．Pierre(15) は，2 径間連続支持

された柱を対象に，中間に置かれた回転バネの位置の僅かな

ずれや剛性が局部座屈モードに及ぼす影響について議論して

いる．また，Winkler基礎の低剛性域の存在が座屈モードの

空間分布特性に及ぼす影響については，幾つかの研究事例が

報告されている (16, 17, 18)．

一方，軸力の空間変動が座屈挙動に及ぼす影響についての

検討は少ない．ロングレール軌道の場合，日陰区間の存在な

どに起因したレールの不均等な移動 (ふく進) により軸力変
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動が発生する (19, 20)．レール軸力の変動は軌道の座屈挙動

に大きく影響する (21)ため，軸力の空間変動が座屈挙動に及

ぼす影響の把握は重要である．Luongo(22) はWinkler 基礎

上の有限長のはりを対象に，作用する軸力がスパン長程度の

波長で変動する場合の座屈・共振問題を扱い，一般化摂動法

援用の下に局所モードを導出している．しかし，ロングレー

ル軌道の様にはりの全長に比べて短い波長の軸力変動が座屈

挙動に及ぼす影響については検討事例が無い．

構造に内在する不確実性が座屈強度に及ぼす影響につい

ての検討も幾つかなされている．Amazigoら (23)は，軟化型

の非線形支持剛性を有するWinkler 基礎上の無限長ばりを

対象に，初期たわみ存在下での飛び移り座屈の評価を摂動法

に基づき行っている．定常ランダムな初期たわみについても

扱われており，飛び移り座屈強度と初期たわみの標準偏差や

パワースペクトル密度 (PSD)などとの関係式を導出してい

る．Simãoら (24) は，有限長柱の座屈問題を対象に，初期た

わみや軸回転角などにおける不確実性について，簡単な例に

基づき議論している．Abramianら (25) は，有限長Winkler

ばりを対象に，支持剛性の変動が任意関数で与えられる場合

における分岐座屈や共振周波数などを摂動法に基づき求めて

いる．また，例題の一つとして，支持剛性が sine波形状に変

動する場合の座屈問題を扱っている．

ロングレールの初期通り変位や道床横抵抗力，レール軸力

は，一般にランダムな分布性状を有する．阿部ら (26) は，こ

れらの不確実性を考慮した軌道の座屈発生確率の評価を試み

ている．なお，既往の研究から，道床横抵抗力の非線形性の

存在によって軌道の座屈形態が不安定対称分岐座屈で与えら

れることや，初期通り変位波形を分岐座屈モードで与えた場

合，飛び移り座屈強度低下が初期不整振幅に対し鋭敏性を有

することなどがわかっている (2, 23)．しかし，道床横抵抗力

やレール軸力の変動が座屈強度に及ぼす影響については，数

値解析結果に基づいた議論 (26) にとどまり，その背景となる

理論的検討は未だ十分になされてはいない．特に軸力変動と

座屈強度との関係については，その分布性状に関する情報が

不十分なこともあり，数値解析事例も少ない．また，これら

の不確実性が座屈強度にどの様に影響するのかについても，

理論的には未解明なままとなっている．

そこで本論文では，軟化型非線形剛性を有するWinkler基

礎上に置かれた無限長 Eulerばりを対象に，初期たわみと軸

力変動とが飛び移り座屈挙動に及ぼす影響について，理論的

検討を試みる．その際に，文献 (23) の手法を参考に，摂動

法に基づいて飛び移り座屈軸力の近似評価式を導出する．具

体的には，まず初期たわみが完全系の分岐座屈モード波形で

与えられる場合を対象に，たわみ振幅や軸力変動振幅および

その波長が座屈軸力に及ぼす影響を明らかにする．続いて，

初期たわみと軸力変動が定常ランダムな波形で与えられる場

合を扱い，座屈軸力とそれらの標準偏差や PSD特性などと

の関係式を導出する．最後に，数値解析を通して導出した摂

動解の妥当性について確認する．

Fig. 1 Initial imperfection and deflection of a beam under

axial compression

2. 対象とする問題

2.1. つり合い式

支持剛性が 3次関数で与えられた軟化型非線形弾性を有す

るWinkler基礎 (11, 23) 上に置かれた無限長 Eulerばりを考

える．軸力が空間変動する場合のはりのつり合い式は次式で

与えられる．

EI
d4W

dX4
+

d

dX

{
N(X)

d

dX
[W (X) + εWε(X)]

}
+ k1W (X)− k3W

3(X) = 0

(1)

ここで，Fig.1に示す様にX ははり長手方向座標，W は水平

面内たわみ，Wε は初期たわみ波形を与える関数，εはその

振幅パラメータ，EI ははりの曲げ剛性，k1，k3 はWinkler

基礎の剛性に関する係数である．また，N ははりに作用する

圧縮軸力である．

式 (1) の軸力 N を，次式の様に一定成分と変動成分とに

分けて表記する．

N(X) = N0(ν + µg(X)), N0 = 2
√
k1EI (2)

ここで，N0 は軸力変動の無い完全系の分岐座屈軸力，ν は

軸力パラメータ，g(X)は軸力変動成分を与える関数，µはそ

の振幅パラメータである．なお，軸力変動成分は平均値がゼ

ロであり，載荷過程で不変とする．

式 (2)を式 (1)に代入し，さらに以下の様な変数変換を導

入する．

x =

(
k1
EI

)1/4

X, w =

√
k3
k1

W, wε =

√
k3
k1

Wε (3)

すると次の無次元化されたつり合い方程式を得る．

w(4) + 2
{
(ν + µg)w

′}′

+ w − w3 = −2
{
(ν + µg)εw

′
ε

}′

≈ −2νεw
′′
ε

(4)

ここで，(·)
′
= d(·)/dx, (·)(4) = d4(·)/dx4 である．また，軸

力変動成分と初期たわみ振幅に関する各パラメータ µ, ε は

微小量とし，右辺における µεを含む項は無視した．

2.2. 一定軸力の場合の分岐座屈モード

軸力一定 (µ=0) で，且つ初期たわみが無い (ε=0) 完全系

の分岐座屈に関する方程式は次式で与えられる．

L(w) = 0,

L(·) := (·)(4) + 2ν(·)
′′
+ (·)

(5)
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ここで，L(·)は式 (5)第 2式で定義された微分作用素である．

式 (5)において w = eikx (i2 = −1)と置くと，軸力パラメー

タ ν と波数 k について次の関係式を得る．

ν =
1

2

(
1

k2
+ k2

)
(6)

式 (6)で νの最小値を与える分岐座屈軸力パラメータは νcr=1

であり，それに対応する分岐座屈モードは波数 k = 1の調和

関数で与えられる．

3. 初期たわみと軸力とが周期変動する場合

本節では，式 (4)の wε が分岐座屈モード sinxで与えられ

る場合について考える．また軸力変動成分については，次式

に示す波数 κの周期関数を対象とする．

g(x) = cosκx (7)

式 (4)の解を次の摂動展開より求めるものとする．

w(x) =

∞∑
m=1

δmwm(x), wm(x) =

∞∑
n=0

µnwmn(x),

νε =

∞∑
m=1

δmBm, Bm =

∞∑
n=0

µnBmn,

w10(x) = sinx

(8)

ここで，δ は wの振幅に関するパラメータ，wmn(x)と Bmn

は以降で求める未知関数と未知係数である．その際に，κ=2

の場合と，それ以外とに分け，各々に対し摂動解を求める．

3.1. κ=2の場合

wε = sinxの下，式 (7)，(8)を式 (4)に代入する．その結

果を δm (m = 1, 2, · · · ) の項毎にまとめると，δ の項より次

式を得る．

L(w1) + 2µ(cos 2x · w
′
1)

′
= 2B1 sinx (9)

w1, B1 を式 (8)に従い µについてさらに展開すると，δµ0 に

関する項より次の方程式を得る．

L(w10) = 2B10 sinx (10)

式 (10)より，係数 B10 は次式のとおり定まる．

B10 = 1− ν (11)

また δµに関する項は次式で与えられる．

L(w11) = (2B11 + 1) sinx+ 3 sin 3x (12)

式 (12)に対しw10と他のwmnとの直交性を要求する (23)と，

w11 と B11 が次式により求められる．

w11 =
3

2(41− 9ν)
sin 3x, B11 = −1

2
(13)

次に δ2の項について考える．当該項より次の方程式を得る．

L(w2) + 2µ(cos 2x · w
′
2)

′
= 2B2 sinx (14)

この式は基本的に式 (9)に等しい．よって，w20は C ·w10 (C

は定数)で与えられ，w10 との直交性より C = 0を得る．す

ると結局 w2(x) = 0, B2 = 0となる．

続いて δ3 の項について考える．δ3µ0 に関する項より，次

の方程式を得る．

L(w30) =

(
2B30 +

3

4

)
sinx− 1

4
sin 3x (15)

w10との直交条件の下，w30, B30が次式のとおり求められる．

w30 =
−1

8(41− 9ν)
sin 3x, B30 = −3

8
(16)

また δ3µに関する項より次の方程式を得る．

L(w31) =

(
2B31 +

3

41− 9ν

)
sinx

+
3

4(41− 9ν)
(−3 sin 3x+ 2 sin 5x)

(17)

w10 との直交条件より次式を得る．

w31 = − 9

256(41− 9ν)
sin 3x+

1

384(41− 9ν)
sin 5x,

B31 = − 3

2(41− 9ν)

(18)

式 (11), (13), (16) および (18) より，νε は次式で与えら

れる．

νε = δ
(
1− µ

2
− ν

)
− δ3

{
3

8
+

3µ

2(41− 9ν)

}
+ · · ·

≈ δ
(
1− µ

2
− ν

)
− 3

8
δ3

(19)

式 (19)において，軸力パラメータ ν を変位振幅パラメータ

δ の関数と見なし dν/dδ = 0の条件を課すと，飛び移り座屈

発生時の軸力パラメータ ν̃ と δ との関係として次式を得る．

δ =
2
√
2

3

√
1− µ

2
− ν̃ (20)

式 (20)を (19)に代入して δ を消去すると次式を得る．

ν̃ε =
4
√
2

9

(
1− µ

2
− ν̃

)3/2

(21)

これを ν̃ について解くと，次の近似式を得る．

ν̃ ≈ 1− µ

2
−

{
9

4
√
2
(1− µ

2
)ε

}2/3

≈ 1− µ

2
−

(
9ε

4
√
2

)2/3
(22)

式 (22)において ε = 0とおくと分岐座屈軸力を得るが，そ

れが軸力変動振幅 µ に比例して低下することがわかる．ま

た，初期たわみの存在により座屈形態は飛び移り座屈に移行

することとなるが，その際の座屈軸力低下は ε2/3 に比例し

ており，僅かな初期たわみの存在により座屈強度が急減少す

るいわゆる初期不整鋭敏性を有することが確認できる．当該

の初期不整鋭敏性については文献 (23, 27)で示されている．

なお，本論文では式 (1) に示した様な 3 次の非線形性を

対象とした．一方，我国では道床横抵抗力に対し次の近似

式 (28) が提案されている．

f = f0
w

a+ |w| (23)

ここで，f は道床横抵抗力，f0 はその終局値 (最終道床横抵

抗力)，aは正の定数である．式 (23)の f はたわみ w に関し

− 51  −



て奇関数で与えられるが，これは w = 0 の近傍で次式の様

に近似できる．

f ≈ f0
a

(
w − 1

a
w|w|

)
(24)

式 (24)の様に，非線形項が w|w|で与えられる場合，初期不
整鋭敏性は ε1/2 で与えられる (2)．

3.2. κ ̸= 2の場合

δµ0の項より，κ = 2の場合と同じく式 (11)を得る．また，

δµの項より，次の方程式を得る．

L(w11) = 2B11 sinx+(κ−1) sin(κ−1)x+(κ+1) sin(κ+1)x

(25)

κ ̸= 2の場合，式 (25)右辺で sinxに関する項は第 1項目の

みとなる．したがって，w11 と w10 = sinx との直交性から

B11 = 0を得る．また，w11 は次式で与えられる．

w11 =
κ− 1

Z(κ− 1)
sin(κ− 1)x+

κ+ 1

Z(κ+ 1)
sin(κ+ 1)x,

Z(κ) := (κ2 − 1)2
(26)

δµ2 の項より，次の方程式を得る．

L(w12) =

{
2B12 +

(κ− 1)2

Z(κ− 1)
+

(κ+ 1)2

Z(κ+ 1)

}
sinx

+
(2κ− 1)(κ− 1)2

Z(κ− 1)
sin(2κ− 1)x

+
(2κ+ 1)(κ+ 1)2

Z(κ+ 1)
sin(2κ+ 1)x

(27)

式 (27)を解くと，w12, B12 は次式で与えられる．

w12 =
(2κ− 1)(κ− 1)2

Z(κ− 1)Z(2κ− 1)
sin(2κ− 1)x

+
(2κ+ 1)(κ+ 1)2

Z(κ+ 1)Z(2κ+ 1)
sin(2κ+ 1)x,

B12 = − (κ− 1)2

2Z(κ− 1)
− (κ+ 1)2

2Z(κ+ 1)

(28)

δ2 に関する項については，κ = 2の場合と同様にゼロとな

る．また，δ3µ0 の項に関する方程式についても式 (15)に一

致し，w30, B30 は式 (16)で与えられる．

すると，νεの近似式は次式により与えられる．

νε ≈ δ

{
1− µ2

2

[
(κ− 1)2

Z(κ− 1)
+

(κ+ 1)2

Z(κ+ 1)

]
− ν

}
− 3

8
δ3 (29)

式 (29)より，3.1と同様にして飛び移り座屈軸力の近似式を

求めると次式を得る．

ν̃ ≈ 1− µ2

2

{
(κ− 1)2

[(κ− 1)2 − 1]2
+

(κ+ 1)2

[(κ+ 1)2 − 1]2

}
−
(

9ε

4
√
2

)2/3

(30)

式 (30)より，κ ̸= 2の場合の分岐座屈軸力は µ2 に比例し

て低下することがわかる．なお，式 (30)で κ → 2とすると，

ν̃ は −∞ を与え，式 (22) を与え得ない．よって，当該式は

κ = 2 の近傍では適切な近似を与えないものと考えられる．

また，右辺 3 項目の初期たわみに対する鋭敏性は式 (22) に

一致しており，その効果は軸力変動と独立である．

4. 初期たわみと軸力変動とが定常ランダムな場合

4.1. たわみの積分方程式

まず，式 (4)におけるたわみの 3次の項 w3 に対し等価線

形化を施し τ2wと近似する (23)．ここで τ は定数であり，そ

の最適値については後程決定する．また，wε と g は互いに

無相関且つ定常ランダムな波形で与えられ，次式をみたすも

のとする．

Eg(g) = 0, Eg(g
2) = 1,

Eε(wε) = 0, Eε(w
2
ε) = 1

(31)

ここで，Eg(·)と Eε(·)は，それぞれ g と wε に関する数学的

期待値のことである．

式 (4)における µと εを各ランダム波形の標準偏差 σg と

σε に置き換え，軸力パラメータを ν = 1−∆2/2 (∆ ≪ 1)と

表すと，つり合い式は次の方程式で与えられる．

w(4)+(2−∆2)w
′′
+2σg(g ·w

′
)
′
+(1−τ2)w = −2νσεw

′′
ε (32)

文献 (23) では軸力変動が考慮されておらず，定常ランダ

ムな成分とたわみ w との積がつり合い式中に現れない．そ

のため，つり合い式を直接 Fourier変換して w の Fourier変

換を求め，w の PSD を介してその標準偏差 σw を評価して

いる．一方，式 (32)の解 wの場合は，gとの積が含まれてい

るため，同様の手続きを採ることができない．そこで，次の

積分方程式を介して w を表現することとする．

w(x) =− 2νσε

∫ ∞

−∞
w∗(x, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ

− 2σg

∫ ∞

−∞
w∗(x, ξ)(g(ξ)w

′
(ξ))

′
dξ

(33)

ここで，(·)
′
= d(·)/dξ であり，w∗ は次式をみたす基本解で

ある．

d4w∗

dξ4
+ (2−∆2)

d2w∗

dξ2
+ (1− τ2)w∗ = δ(ξ − x) (34)

なお，δ(ξ − x)はデルタ関数である．

4.2. たわみの漸近展開

w(x)を σg に関して次の様に漸近展開する．

w(x) =

∞∑
m=0

σm
g wm(x) (35)

式 (35) を式 (33) に代入し σm
g (m = 0, 1, · · · ) 毎にまとめる

と，σ0
g と σg の項よりそれぞれ次式を得る．

w0(x) = −2νσε

∫ ∞

−∞
w∗(x, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ,

w1(x) = 2

∫ ∞

−∞
w∗′(x, ξ)g(ξ)w

′
0(ξ) dξ

(36)

式 (35), (36)より，w(x)の近似式が次式により与えられる．

w(x) ≈ −2νσε

∫ ∞

−∞
w∗(x, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ

− 4νσεσg

∫ ∞

−∞
w∗

g(x, ξ)w
′′
ε (ξ) dξ,

w∗
g(x, ξ) :=

∫ ∞

−∞

∂w∗′

∂ζ
(x, ζ)

∂w∗′

∂ζ
(ζ, ξ)g(ζ) dζ

(37)
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4.3. たわみの PSDの導出

式 (37)の積分区間を (−ℓ, ℓ)に設定して求めた関数を次の

wℓ で定義する．

wℓ(x) := −2νσε

∫ ℓ

−ℓ

w∗(x, ξ)w
′′
ε (ξ) dξ

− 4νσεσg

∫ ℓ

−ℓ

w∗
g(x, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ

(38)

wℓ の Fourier変換 ŵℓ は次式で与えられる．

ŵℓ(k) =− 2νσε

∫ ℓ

−ℓ

ŵ∗(k, ξ)w
′′
ε (ξ) dξ

− 4νσεσg

∫ ℓ

−ℓ

ŵ∗
g(k, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ

(39)

なお，ŵ∗
g は次式により表すことができる．

ŵ∗
g(k, ξ) =

−ik

A(k)

∫ ∞

−∞
e−ikζg(ζ)

∂w∗

∂ζ
(ζ, ξ) dζ,

A(k) := k4 − (2−∆2)k2 + (1− τ2)

(40)

w の PSDを Sw と置くと，それは次式より求めることが

できる．

Sw(k) = lim
ℓ→∞

1

2ℓ
Eg(|ŵℓ(k)|2) (41)

また，式 (39)右辺第 1項目の積分は，ℓ → ∞の極限におい
て次式で与えられる．

lim
ℓ→∞

∫ ℓ

−ℓ

ŵ∗(k, ξ)w
′′
ε (ξ) dξ =

∫ ∞

−∞

e−ikξ

A(k)
w

′′
ε dξ

=
−k2

A(k)
lim
ℓ→∞

ŵℓε(k),

ŵℓε(k) :=

∫ ℓ

−ℓ

wε(ξ)e
−ikξ dξ

(42)

すると，式 (39) より |ŵℓ|2 の g に関する期待値は次式に

よって求められる．

Eg(|ŵℓ|2) = 4ν2σ2
ε

k4

A2(k)
|ŵℓε(k)|2

+ 16ν2σ2
εσ

2
g

∫∫ ℓ

−ℓ

Eg

(
ŵ∗

g(k, ξ) ¯̂w
∗
g(k, x)

)
w

′′
ε (ξ)w

′′
ε (x) dξdx

(43)

ここで，(̄·)は複素共役である．
式 (43)において，Eg(ŵ

∗
g
¯̂w∗
g)の項は次の様に表記すること

ができる．

Eg

(
ŵ∗

g(k, ξ) ¯̂w
∗
g(k, x)

)
=

∫∫ ∞

−∞

k2

A2(k)
e−ik(ζ−η) ∂w

∗

∂ζ
(ζ, ξ)

∂w∗

∂η
(η, x)

× Eg(g(ζ)g(η)) dζdη

(44)

ここで，Eg(g(ζ)g(η))は g(x)の自己相関関数 Rg(ζ − η)を与

える．また w∗ は，ŵ∗ の逆 Fourier変換により次式の様に表

すことができる．

w∗(x, ξ) =
1

2π

∫ ∞

−∞

eik(x−ξ)

A(k)
dk (45)

これらの関係を式 (44)に代入すると，多少の計算の後，次

式を得る．

Eg

(
ŵ∗

g(k, ξ) ¯̂w
∗
g(k, x)

)
=

k2

2πA2(k)

∫ ∞

−∞

κ2

A2(κ)
Sg(κ− k)eiκ(x−ξ) dκ

(46)

ここで，Sg は g の PSDであり，次式で与えられる．

Sg(k) =

∫ ∞

−∞
Rg(x)e

−ikx dx (47)

式 (46)を (43)に代入すると，Eg(|ŵℓ|2)は次式により与え
られる．

Eg(|ŵℓ|2) = 4ν2σ2
ε

k4

A2(k)
|ŵℓε(k)|2

+ 16ν2σ2
εσ

2
g

k2

2πA2(k)

∫ ∞

−∞

κ6

A2(κ)
Sg(κ− k)|ŵℓε(κ)|2 dκ

(48)

すると式 (41)より，たわみの PSDが次式で与えられる．

Sw(k) = 4ν2σ2
ε

k4

A2(k)
Sε(k)

+ 16ν2σ2
εσ

2
g

k2

2πA2(k)

∫ ∞

−∞

κ6

A2(κ)
Sg(κ− k)Sε(κ) dκ

(49)

ここで，Sε は初期たわみ wε の PSDである．

4.4. たわみの分散の評価

たわみの分散 σ2
w を自己相関関数 Rw を介して次式より求

める．

σ2
w = Rw(0) =

1

2π

∫ ∞

−∞
Sw(k) dk

=
4ν2σ2

ε

2π

∫ ∞

−∞

k4

A2(k)
Sε(k) dk

+
16ν2σ2

εσ
2
g

(2π)2

∫∫ ∞

−∞

k2

A2(k)

κ6

A2(κ)
Sg(κ− k)Sε(κ) dκdk

(50)

式 (50)の具体的計算の前に τ の値を求めておく．Winkler

基礎に蓄えられるひずみエネルギーの等価条件より，τ の最

適値を次の w に関する期待値で定めるものとする (23)．

Ew(w
4) = τ2σ2

w (51)

w が分散 σ2
w，期待値ゼロの正規分布で与えられるものと仮

定すると，Ew(w
4) = 3σ4

w を得る．したがって，τ2 の最適値

は次式で与えられる．

τ2 = 3σ2
w (52)

式 (50)右辺第 1項目の積分を I1 と置くと，それは式 (40)

の A(k)に式 (52)を代入することで次式により与えられる．

I1 = 2

∫ ∞

0

k4Sε(k) dk

{(k2 − 1)2 +∆2(k2 − 1) + ∆2 − 3σ2
w}2

(53)

ここで，k2 − 1 = sと置換すると，次式を得る．

I1 =

∫ ∞

−1

(s+ 1)3/2Sε(k(s)) ds

{s2 +∆2s+∆2 − 3σ2
w}2

≈ 1

(∆2 − 3σ2
w)2

∫ ∞

−1

(s+ 1)3/2Sε(k(s)) ds(
s2

∆2−3σ2
w
+ 1

)2

(54)
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ここで，0 < ∆2 − 3σ2
w ≪ 1 と仮定すると，1/{s2/(∆2 −

3σ2
w) + 1}2 は s = 0の近傍で急激に増大し，それ以外では非

常に小さな値をとる．したがって，式 (54)の I1 はさらに次

式により近似評価できる (23)．

I1 ≈ Sε(1)

(∆2 − 3σ2
w)2

∫ ∞

−∞

ds(
s2

∆2−3σ2
w
+ 1

)2

=
πSε(1)

2(∆2 − 3σ2
w)3/2

(55)

同様の手順で式 (50)右辺第 2項目の積分 I2 を近似評価す

ると次式を得る．

I2 ≈
(π
2

)2 Sε(1)

2(∆2 − 3σ2
w)3

[Sg(0) + Sg(2)] (56)

式 (55), (56)を式 (50)に代入すると，σ2
w の近似式を得る．

σ2
w ≈ σ2

εSε(1)

{
1

(∆2 − 3σ2
w)3/2

+
σ2
g [Sg(0) + Sg(2)]

2(∆2 − 3σ2
w)3

}
(57)

ここで，ν2 ≈ 1とした．

4.5. 飛び移り座屈軸力パラメータ ν̃ の導出

式 (57)は次式の様に表すことができる．

σ2
w =

α

y
+

αβ

y2
,

y = {2(1− ν)− 3σ2
w}3/2,

α = σ2
εSε(1), β =

1

2
σ2
g [Sg(0) + Sg(2)]

(58)

なお，∆2 を 2(1 − ν) に戻した．式 (58) を y について解き

βσ2
w ≪ αと仮定すると，次の近似式を得る．

y ≈ α

σ2
w

+ β (59)

以下の計算では，簡単のため σ2
w = pと置く．式 (58)第 2式

と式 (59)より次の関係式を得る．

2(1− ν) = 3p+

(
α

p

)2/3

+
2

3
β
( p

α

)1/3

(60)

式 (60) を p で微分し，飛び移り座屈条件 (dν/dp = 0) を

課すと次式を得る．

3− 2

3
α2/3p−5/3 +

2

9
βα−1/3p−2/3 = 0 (61)

pを次の様に β のべき級数展開で表すものとする．

p = p0 + p1β + · · · (62)

ここで，pn, (n = 0, 1, · · · )は展開係数である．式 (62)を (61)

に代入し pn を求めると，pに対して次の近似式を得る．

p ≈
(
2

9

)3/5

α2/5 − 1

5

(
2

9

)6/5

α−1/5β (63)

式 (63)を (60)に代入して ν について解くと，以下の飛び

移り座屈軸力パラメータ ν̃ の近似式が得られる．

ν̃ ≈ 1− 5 · 2−7/5 · 3−1/5α2/5 − 2

5

(
2

9

)
α−1/5β

≈ 1− 1.52α2/5 − 0.296α−1/5β

(64)

式 (58)のとおり，αと β はそれぞれ σ2
w と σ2

g に比例する．

よって，式 (64)で β = 0 (σg = 0)と置き軸力変動の無い状態

に設定すると，座屈荷重は初期たわみの標準偏差 σw の 4/5

乗に比例し，それに対して僅かな鋭敏性を有することがわか

る．さらに αは Sε(1)に比例しており，座屈軸力低下におい

て波数 1の初期たわみが支配的となることを示唆している．

なお，ここでの定式過程では 0 < βσ2
w ≪ αを前提として

いるため，β 一定の下では σε → 0において右辺 3項目が評

価不能となる．それでも，一定の σε の下で，座屈強度が軸

力変動の分散 σ2
g に比例して低下することが理解できる．ま

た，β は Sg(0) + Sg(2)にも比例するため，座屈荷重低下は

それに依存する．このことは，軸力変動に波数 k = 0および

k = 2(完全系における分岐座屈モードの 1/2の波長)の成分

が多く含まれる程，座屈荷重がより大きく低下することを示

唆している．

5. 分岐座屈軸力の周期変動軸力波長依存性に関する検証

本節以降では数値計算を通して，3., 4. で導出した座屈軸

力評価式の妥当性について検討する．まず，初期たわみが無

く，軸力が式 (7)にしたがい周期変動する場合の分岐座屈軸

力について調べる．その際に，以下に示す無限長構造の固有

値問題を数値的に解く．

5.1. 固有値問題の導出

式 (4)を線形化 (w3 の項を無視)し，さらに ε = 0と置き，

式 (7)を代入すると次式を得る．

L(w) + 2µ(w
′
cosκx)

′
= 0 (65)

式 (65)の様に wにかかる係数 (軸力)が周期変動する場合の

解を次式で与える (29)．

w(x) =

∞∑
n=−∞

wne
iznx, zn := nκ+ γ (66)

ここで，wn は展開係数である．なお，0 ≤ γ < κとする．

式 (66)を (65)に代入すると，各 nに対して次の方程式を

得る．

(z4n−2νz2n+1)wn−µzn(zn−1wn−1+zn+1wn+1) = 0, (n ∈ Z)
(67)

この式は，所定の µと波数 κの下で，γ と ν を変数に持つ．

そこで，γ を上述の範囲内で走査し，各 γ に対する最小固有

値 ν(γ) を求めた．さらに ν(γ) の最小値を γ について求め，

これを分岐座屈軸力とした．なお，式 (67) は無限次元の固

有値問題を与える．以下の解析では固有値の収束性を確認の

上，展開項数を ±20項までで打ち切った．

5.2. 解析結果

µ = 0.5と設定して，軸力の変動波数 κと分岐座屈軸力 νcr

との関係を求めた結果を Fig.2に示す．ちなみに，日陰に起

因する軸力変動は当該問題の解析結果 (20) より平均軸力の

25%程度と考えられ，ここでは他の変動要因も考慮してそれ

に比べて大きめの値に設定している．なお，Fig.2には ε = 0

の下で式 (22)(κ = 2) と式 (30)(κ = 1) より求めた νcr の値
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Fig. 2 Relationship between the wavenumber κ and the bi-

furcation load parameter (µ = 0.5)

Fig.3 Relationship between the amplitude of axial load and

the bifurcation load parameter

を，κ =0.5 から 3.5 までの範囲で 0.5 間隔でプロットした．

前述のとおり，κ =2近傍で式 (30)の近似精度が低下するた

め，κ =2.5 において多少の差異が認められるものの，広い

範囲で摂動解と数値解との良好な一致が認められ，摂動解の

妥当性が確認できる．

κ = 0の近傍で分岐座屈軸力が低下している．これは，変

動波長が座屈モード波長に比べ十分に長い場合 (波数 κが十

分に小さい場合)，軸力が平均値 νcr より高い区間において

先行して座屈が発生するためである．

また，κ = 2前後の変動波数において座屈軸力が大きく低

下している．式 (22)に示したとおり，κ = 2では座屈軸力パ

ラメータ νcr が µに比例して低下する．一方，κ ̸= 2では式

(30)の様に µ2 に比例する．そのため，比較的小さな µの下

では κ = 2における軸力低下が他に比べ顕著になったと考え

られる．そこで，κ = 1 と κ = 2 の場合を対象に，µ と νcr

との関係を式 (67)の固有値問題より求めたものを Fig.3に示

す．この図より，κ = 2では νcr の低下が µに対し線形的で

ある一方，κ = 1の場合の低下は 2次関数的であり，前者の

Fig. 4 Buckling mode and space-harmonic component of

axial load

Fig. 5 Relationship between the amplitude of initial deflec-

tion ε and the buckling load reduction 1− ν̃

低下量の方が大きいことが確認できる．なお，Fig.2に示し

た結果は，4.5. で式 (64) に関連して述べた内容，すなわち

軸力変動に波数 k = 0 および k = 2 の成分が多く含まれる

程，座屈軸力がより大きく低下することと符合している．

分岐座屈軸力が大幅に低下する κ = 2の場合の座屈モード

(固有モード)と軸力変動成分 µ · g(x) = 0.5 cos 2xとを Fig.4

に示す．座屈モードは，軸力変動の無い完全系のものに近く

波長 2π (波数 κ = 1)の波形で与えられている．当該モード

はスパン長 π の両端ヒンジWinkler ばりの座屈モードに相

当する．Fig.4中に赤線で示した変動軸力成分は，座屈モー

ドのたわみが絶対最大となるスパン中央で最大値をとってお

り，当該箇所での軸力は νcr +µで与えられる．そのため，比

較的低い平均軸力 νcr の下で座屈を生じ，他の変動波数に比

べその値が大きく低下したと解釈することができる．

6. Winklerばりの空間変動が飛び移り座屈軸力に及ぼす影

響に関する検証

6.1. 解析条件

初期たわみを伴う場合の飛び移り座屈軸力の評価・検証に
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Fig.6 Relationship between σε and the mean value of buck-

ling load reduction 1− ν̃m

際し，つり合い式 (4)をはり要素により離散化した．その際

に，完全系における分岐座屈モード波長が 2π であるのに対

し，はりの長さを 200とし，それを 1000要素で分割した．ま

た，両端は固定条件とした．つり合い経路を弧長増分法 (30)

により求め，飛び移り座屈点を探索した．

6.2. 周期変動する初期たわみに対する飛び移り座屈軸力の

鋭敏性

式 (22), (30)より，飛び移り座屈軸力の低下は初期たわみ

振幅 εの 2/3乗に比例するという結論を得た．このことを確

認するため，軸力変動の無い条件 (µ = 0)の下，εと座屈軸

力パラメータの低下量 1− ν̃ との関係を数値解析より求めた．

その結果を Fig.5 に示す．なお，式 (22), (30) で µ = 0 とし

て求めたものも実線で示した．両者の比較的良い一致が認め

られ，座屈軸力の初期たわみに対する鋭敏性も含め，理論式

の妥当性が確認できる．

6.3. 定常ランダムな不確実性が飛び移り座屈軸力に及ぼす

影響

初期たわみと軸力変動をランダムに設定して座屈解析を

行った．その際に，初期たわみ wε と軸力変動波形 g の自己

相関関数 R(x)と PSD S(k)とを次式で設定した．

R(x) = ex/d, S(k) =
2d

1 + k2d2
(68)

ここで，dは相関長であり，以下の解析では初期たわみと軸

力変動に対してそれぞれ dε = 3と dg = 6と設定した．これ

らの値は座屈モード波長の 1/2倍と 1倍に概ね相当する．

ランダムな波形分布は次式により生成した．

{v} = [Φ][Λ1/2]{ξ} (69)

ここで，{v}は初期たわみの節点値ベクトル，または軸力変
動成分の要素ベクトルである．また，{ξ}は期待値ゼロ，標
準偏差 1の正規乱数ベクトル，[Φ]と [Λ1/2]は，それぞれ次

の固有値問題における固有ベクトル {ϕi}と固有値 λi の 1/2

乗を縦ベクトルおよび対角成分に持つ行列である．

[C]{ϕi} = λi{ϕi}, cij = R(|xi − xj |) (70)

Fig. 7 Relationship between σg and the mean value of rel-

ative buckling load reduction 1− ν̃m − νε

式 (69) に基づきランダムな初期たわみと軸力変動を 100

ケース生成し，飛び移り座屈軸力パラメータの平均値 ν̃m を

求めた．なお，式 (64) における ν̃ が，その導出過程におい

て何を意味するものであるのかは必ずしも明確ではない．こ

こでは，それを期待値と解釈して数値解析結果と比較する．

軸力変動の無い場合 (σg = 0)における初期たわみの標準偏

差 σε と 1− ν̃m との関係を求めた結果を Fig.6に示す．また，

合わせて式 (64) より求めた値も実線で示した．比較的小さ

な σε において，数値解より求めた 1 − ν̃m が σε の 0.925乗

に比例しており，理論値である 4/5=0.8乗より幾分大きめと

なっている．それでも，σε = 10−2 の付近では，数値解と理

論式との比較的良い一致が認められ，式 (64) の妥当性が確

認できる．

次に，σε = 1×10−2に固定して，σgを適宜変えて同様の計

算を行った．式 (64)で νε := 1.52α2/5 とおくと，1− ν̃m − νε

は σε 一定の下で σ2
g に比例する．そこで，1 − ν̃m − νε を

縦軸にとり σg との関係を求めた結果を Fig.7に示す．なお，

式 (64)より求めた理論値も実線で表示した．前述のとおり，

βσ2
w ≪ αを仮定しており，比較的小さな σε での近似精度が

低下するため値自体には多少の差異が認められるものの，比

較的小さな σg における 1− ν̃m − νε が概ね σ2
g に比例してお

り，この範囲において定性的な一致が確認できる．

以上より，初期たわみと軸力変動とがランダムな場合の飛

び移り座屈軸力の期待値が，式 (64) により概ね評価可能で

あることがわかった．

7. おわりに

軟化型の非線形支持剛性を有するWinkler 基礎上に置か

れた無限長 Euler ばりの座屈特性について検討した．特に，

初期たわみと軸力変動とを伴う場合を対象に，摂動法に基づ

き座屈評価式を導出した．

まず，初期たわみ形状を完全系の分岐座屈モードに設定し

た場合について，調和関数で与えられた軸力変動に対する

飛び移り座屈軸力を求めた．その結果，軸力変動波長が座屈

モード波長の 1/2 倍となる場合に，分岐座屈軸力が大きく
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低下することがわかった．次に，初期たわみと軸力変動とが

定常ランダムな波形で与えられる場合について，それらの標

準偏差や PSDと飛び移り座屈軸力 (期待値)との関係式を求

めた．

最後に，数値解析結果に基づき導出した理論式の妥当性に

ついて検証した．その結果，理論式が比較的良好な近似評価

を与えることが確認できた．
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