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This paper focuses on manufacturing the optimal structure obtained by topology op-

timization using molding techniques, e.g., casting and injection molding. In molding

processes, products cannot geometrically be demolded if undercuts and interior voids ex-

ist in the structure. Thus, topology optimization that leads to a structure satisfying the

geometric constraint for molding is required. In this study, we detect regions that violate

the constraint using a fictitious anisotropic diffusion equation. Additionally, based on the

concept of a coupled fictitious physical model, which overcomes the convergence prob-

lem in the previous formulation method, we formulate the optimization problem. After

deriving design sensitivity and an optimization algorithm, we verify the validity of the

proposed method through a numerical example.
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1. 緒言
トポロジー最適化 (1, 2) は，与えられた制約条件の下でデ

バイスや材料の性能を最大化するために，新たに境界条件が
生成されるようなトポロジー変更を許容しながら形状を最適
化する手法であり，最も自由度の高い構造最適化手法として
知られている．しかし，トポロジー最適化により得られる形
状は，幾何学的に複雑な部分形状を持つ場合が多い．故に，
得られた最適形状を産業製品へ応用するためには製造可能な
形状の自由度が高い製造法が求められる．そのような製造法
は近年様々に発展してきているが，各種製造工程において製
造困難な部分形状が存在しないように幾何学的制約を考慮
した最適形状設計法が必要になる．例えば，積層造形法では
支持がなく局所的に宙に浮いた形状があるとき，材料を積み
上げることが不可能であるため，そのような幾何学的制約を
考慮する必要がある．また，多軸加工機を用いた製造におい
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ては，工具が外部から工作物に到達できない部分形状は加工
できないため，そのような幾何学的制約を考慮する必要があ
る．その他の製造手法として，鋳造や射出成形に代表される
金型を用いる型成形がある．型成形では，液状にした原材料
を金型に注入し，冷却および硬化後に型を取り除くことで所
望の形状を持つ製品を成形する．しかし，成形した形状と型
が干渉する部分 (アンダーカット) や中空部分が存在する場
合，型を取り除くことができない．したがって，最適形状を
製造するためには，それぞれの製造方法に合わせた幾何学的
制約を考慮したトポロジー最適化が要求される．
本研究では，幾何学的に複雑な形状を製造できる手法の

中でも，短時間での大量生産に優れた型成形での制約に着目
する．型制約を考慮したトポロジー最適化に関していくつ
かの先行研究が挙げられる．Xia et al.(3) や Allaire et al.(4)

は，最適化プロセスを表現する Hamilton-Jacobi方程式の速
度ベクトルと各々の型の開閉方向ベクトルの内積に着目し
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た．Sakai et al.(10) は構造の幾何学的特徴を捉える仮想的な
物理場を計算し，同様に開閉方向ベクトルとの内積の関係性
から制約に違反する領域を検出した．Sato et al.(11) は仮想
的な移流拡散方程式を用いて，ある一方向から離型できる領
域を定義した．しかし，これらの先行研究で提案された手法
では，多方向から離型可能かを考慮する場合，一方向ずつ式
を定義し計算する必要がある．故に，計算時間が多くかかる
課題を持つ．
一方，Liu et al.(5) や Li et al.(6) は仮想的な熱拡散方程式

の温度場を用いて離型不可能な中空部分の検出を行った．さ
らに，Li et al.(8) は同様の式を発展させて熱伝導係数のパラ
メータを変えることで，アンダーカットも検出可能な型制約
に違反する領域を定義した．この手法では，離型する二方向
を同時に考慮することができるため，計算時間を短縮できる
利点がある．しかし，これらの先行研究で提案された式によ
り得られる解は，固定設計領域 (設計対象となる構造物を含
む領域)のアスペクト比や大きさに強く依存したり，空洞領
域の大きさによって値が変動し閾値を決めるのが困難であっ
たりするため，幾何学的制約に違反する領域を適切に検出で
きない問題があった．そこで，Yamada et al.(12) は設計領域
全体で仮想的な温度場が 0か 1に近い値を取るように改善し
た仮想的な拡散方程式を新たに提案した．その結果，固定設
計領域の形状の大きさに依存せずに，構造物内部の中空部分
を正しく検出可能となった．しかし，Yamada et al.(12) の提
案した式では仮想的な熱が同心円上に拡散するため，型制約
に違反するアンダーカットを検出できない．
そこで本研究では，Yamada et al.(12) の提案した方程式

の拡散係数に異方性を持たせた仮想的な異方性拡散方程式
を用いて型制約を検出する手法を提案する．具体的には，型
の開閉方向のみ仮想的な熱が拡散するように拡散係数を設
定する．その結果，中空部分だけでなくアンダーカット部分
にも仮想的な熱が留まり，仮想的な温度分布が正確に型制
約に違反する領域を表現できる．また，異方性拡散方程式を
用いた最適化問題を Tajima et al.(13) の提案した連成型仮
想的物理モデルに基づいて定式化を行う．仮想的物理モデ
ル (9, 10, 11, 12) とは，製造要件を考慮するために導入される
仮想的な支配方程式系である．具体的には，Sato et al.(11)

が提案した移流拡散方程式や Yamada et al.(12) の提案した
拡散方程式に加えて，本研究で扱う型制約を検出するのに用
いる異方性拡散方程式などが仮想的物理モデルに該当する．
従来の仮想的物理モデルの定式化では，幾何学的制約に違反
する領域 (以下，制約違反領域)を目的関数として，その関数
の値を最小化するように設定することで，制約を考慮した．
そして，物理現象を記述する支配方程式系である力学モデル
の目的関数と仮想的物理モデルの目的関数を単に線形結合
して定式化を行った．しかし，この定式化法では，二つのモ
デルの状態変数及び目的関数が相互的に最適プロセスに作
用しないため，一つの最適形状に収束するのが困難な問題が
ある．

そこで，連成型仮想的物理モデルでは，制約違反領域内で
力学モデルの目的関数が悪化するように材料定数を変化させ
て定式化を行う．その結果，力学モデルの目的関数のみを最
小化するだけで，幾何学的制約を満たした最適形状に収束さ
せることが可能となる．また，支配方程式内で二つのモデル
の状態変数が相互作用することも収束性の改善に貢献する．
以下，本論文は次のように構成される．第 2章では，Yamada

et al.(14) の提案したレベルセット法に基づいたトポロジー
最適化について述べる．また，本研究で扱う平均コンプライ
アンス最小化問題の定式化を行う．第 3章では，型成形で考
慮しなければならない幾何学的な制約 (型制約) について具
体的に述べる．続いて第 4章において，第 3章で述べた型制
約を検出する方法として，異方性拡散方程式を用いた仮想的
物理モデルを用いる手法を提案し定式化する．第 5章では，
一般的な仮想的物理モデルの定式化法に基づいた型制約を考
慮した平均コンプライアンス最小化問題の定式化及び収束性
に関する問題点について述べる．そして，収束性の問題を解
決するのに有用である連成型仮想的物理モデルに基づいて最
適化問題を定式化する．第 6章では，連成型仮想的物理モデ
ルに基づいた最適化問題の目的関数及び支配方程式から，随
伴変数法により設計感度を導出する．第 7章では，最適化ア
ルゴリズムについて述べる．第 8章では，具体的な数値解析
例により，本研究で提案した手法の妥当性を検証する．最後
に，第 9章に結言を記す．

2. レベルセット法に基づいたトポロジー最適化
2.1. 基本的な考え方
レベルセット法に基づくトポロジー最適化について概要

を述べる．設計対象とする構造物を包括する領域 (以下，固
定設計領域)を D，構造領域を Ωとする．Yamada et al.(14)

の提案した手法に基づき，レベルセット関数 ϕ(x)を以下の
ように定義する．

0 < ϕ(x) ≤ 1 if x ∈ Ω

ϕ(x) = 0 if x ∈ ∂Ω

−1 ≤ ϕ(x) < 0 if x ∈ D\Ω

(1)

このとき，材料分布を表す特性関数 χϕ を以下のように定義
する．

χϕ =

{
1 if ϕ ≥ 0

0 if ϕ < 0
(2)

トポロジー最適化の基本的な考え方は，材料分布を設計変
数とし，目的関数 J を最小化 (あるいは最大化)する構造を
求める最適化問題として，構造最適化問題を定式化すること
である．所望の目的関数を表現する関数 j(u) 及び特性関数
χϕ を用いて構造最適化問題は以下のように定式化される．

min
χϕ

J [u, χϕ] =

∫
D

j(u)χϕdΩ (3)

subject to: Governing equations for u (4)

続いて，レベルセット関数の更新方法について述べる．
Yamada et al.(14) は仮想的な時間 tを導入して，レベルセッ
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ト関数の変更を時間発展方程式により記述した．この手法に
基づき，レベルセット関数の更新を以下の反応拡散方程式で
行う．

∂ϕ(x, t)

∂t
= −K


J ′
∫
D

dΩ∫
D

|J ′|dΩ
− τL2∇2ϕ(x, t)

 (5)

ただし，K ∈ R+は比例定数，τ ∈ R+は正則化係数，L ∈ R+

は代表長さ，J ′ は設計感度である．正則化係数 τ を調節す
ることにより構造領域の幾何学的な複雑さを制御することが
可能となる．詳細は文献 (14) を参照されたい．
2.2. 平均コンプライアンス最小化問題
本研究では，トポロジー最適化の代表的な適用例として，

平均コンプライアンス最小化問題を考える．固定設計領域
D内部に構造領域 Ω及び非構造領域D\Ωを定義し，構造領
域は等方性線形弾性体で構成されるものとする．また，境界
Γu ∈ ∂Ω において，変位場 u がゼロとなるように完全拘束
する境界条件及び境界 Γt ∈ ∂Ωにおいて，表面力 tを負荷す
る境界条件を課す．このとき，平面ひずみを仮定した場合の
変位場 u に関する平均コンプライアンス最小化問題の目的
関数及び支配方程式は以下のように定式化される．

inf
χ

J(u) =

∫
Γt

t · udΓ (6)

subject to:
− div(Cϵ(u)) = 0 in Ω

u = 0 on Γu

−(Cϵ(u)) · n = t on Γt

−(Cϵ(u)) · n = 0 on ΓN

(7)

ただし，n は境界 ∂Ω の単位法線ベクトルであり，ΓN =

∂Ω\(Γu ∪ Γt)である．また，ϵ(u)及び Cは平面ひずみ，弾
性テンソルであり，以下のように定義される．

ϵ(u) =
1

2
(∇u+∇u⊤) (8)

Cijkl = E
(

ν
(1+ν)(1−2ν)

δijδkl +
1

2(1+ν)
(δikδjl + δilδjk)

)
(9)

ただし，E はヤング率，ν はポアソン比である．

3. 型成形における幾何学的制約
トポロジー最適化により得られる幾何学的に複雑な部分

を含んだ形状の製造に適した手法の一つとして，鋳造や射出
成形といった金型を用いる型成形を考える．型成形では，二
つの金型を合わせてできた空洞部分に液体状の材料を充填
し，凝固させた後に金型を取り外して成形品を取り出すプロ
セスで製造する．他の積層造形法などの製造方法と比べて型
成形は，金型を作成できれば成形品を短時間で大量生産でき
る利点がある．しかし，図 1(b) に示すように，型を開閉方
向に取り外すとき，成形品に突出したアンダーカットや中空
部分が存在する場合，離型できず成形品を取り出すことがで
きない．このような幾何学的な制約を型制約と呼ぶ．そのた
め，アンダーカットや中空部分が存在しない最適形状が得ら

れるように型制約を考慮したトポロジー最適化の手法が求め
られる．

(a) Open/closed direction

(b) Undercuts and interior voids

(c) The regions violating the mold constraint (vio-

lation regions)

Fig.1: The geometric constraint for molding. Undercuts

and interior voids surrounded by dotted lines cannot be

demolded.

4. 異方性拡散方程式を用いた仮想的物理モデル
4.1. 仮想的な異方性拡散方程式の導出
第 3 章での議論に基づいた型制約を満たす最適形状を得

るために，図 1(c) のように型を開閉方向に取り除く際にア
ンダーカットや中空部分に引っかかり除去できない領域を
幾何学的制約に違反する領域 (以下，制約違反領域) として
検出する必要がある．本研究では制約違反領域を検出するた
めに，異方性拡散方程式を用いた仮想的物理モデルを導入す
る．仮想的物理モデルとは，製造要件や生産工程を考慮した
幾何学的制約を表現する仮想的な支配方程式系である．な
お，本研究では二次元における幾何学的制約条件を定式化す
る．また，図 1のように型の開閉方向と並行な軸を x軸とす
る．このとき，型制約を検出する仮想的な異方性拡散方程式
を以下のように定義する．

− div(L2Ap(χ)∇p) + (1− χ)p = 1− χ in D

p = 0 on Γp

∇p · n = 0 on ∂D\Γp

(10)
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ただし，p ∈ H1(D)は状態変数，Lは代表長さである．Ap

は異方性を持った拡散行列であり，以下のように定義する．

Ap(χ) = (Avoid −Amat) (1− χ) +Amat (11)

Avoid =

(
avoid,x 0

0 avoid,y

)
(12)

Amat =

(
amat,x 0

0 amat,y

)
(13)

式 (10) は，Yamada et al.(12) の提案した拡散方程式を参考
にしており，固定設計領域の大きさやアスペクト比などに関
係なく構造領域の分布のみに依存する特徴を持つ．
この偏微分方程式系の物理的な解釈について考察する．状

態変数 pを仮想的な温度場と捉える．このとき，式 (10)は，
空洞領域 1− χに 1の大きさを持つ熱源を加えて，拡散行列
Ap に従って熱が拡散し，ディリクレ条件 p = 0を課した境
界 Γp に熱が吸収されるという物理現象を仮想的に表した式
を意味する．式 (10) を用いて制約違反領域を検出するため
に，式 (11)で定義された拡散行列Ap におけるパラメータの
値を以下の二つの条件を満たすように定める．

1. 空洞領域において，型を取り外す x軸方向の拡散係数
avoid,xを y軸方向の拡散係数 avoid,y より十分に大きい
値に設定する (avoid,x ≫ avoid,y)

2. 構造領域において，拡散係数 amat,x，amat,y を十分に
小さい値に設定する (amat,x ≪ 1, avoid,y ≪ 1)

条件 1により，空洞領域に与えられた熱は (1, 0)及び (−1, 0)

方向に拡散するため，型を開閉方向に取り除くという操作を
表現できる．また，境界 Γp に向かって熱が異方的に拡散す
る間に構造領域が存在する場合，条件 2から構造領域内では
拡散係数が著しく低下するため熱が拡散できずに留まる．故
に，条件 2により，型が干渉するアンダーカットや中空部分
を表現できる．したがって，仮想的な温度場 pの分布は型制
約における制約違反領域近傍で正の値を持ち，それ以外の領
域では 0に近い値を持つ．本研究では，制約違反領域G(p, χ)

を以下のように定義する．

G(p, χ) = S (p;x0, β)(1− χ) (14)

ただし，S は以下のように定義されるシグモイド関数である．

S (x;x0, β) =
exp(β(x− x0))

exp(β(x− x0)) + 1
(15)

パラメータ β を十分大きな値に設定することで，閾値 x0 よ
り pが大きいとき G(p, χ)は 1となり，x0 より pが小さいと
き G(p, χ)は 0となる．本研究では，x0 = 0.25，β = 50に固
定する．
4.2. 数値例
数値例により，領域G(p, χ)の分布が適切に型制約に違反す

る領域を表現できているかどうかを検証する．固定設計領域
Dと構造領域Ω及び境界条件を図 2のように定める．式 (11)

において，代表長さを 1.0に設定する．これらの問題設定のも

Fig. 2: Problem setting and boundary conditions.

と，式 (11)内の拡散係数を変化させて有限要素解析を行った
結果，図 3のような制約違反領域G(p, χ)の分布が得られた．
図 3aや 3bのように avoid,x 以外の拡散係数の値が十分小さ
くない場合，制約違反領域が正確に検出できていない箇所が
見られる．一方，図 3cや 3dのように十分小さい値に設定す
ることで，所望の分布が得られた．図 3dの方が図 3cよりも
正確に制約違反領域を検出できるが，拡散行列内の係数の値
の差が大きい場合計算が不安定になる可能性があるため，図
3cでの拡散係数の設定 (avoid,x = 1.0，avoid,y = 1.0× 10−3，
amat,x = 1.0× 10−3，amat,y = 1.0× 10−5)を採用する．

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

(a) avoid,x = 1.0，avoid,y =

1.0× 10−1，amat,x = 1.0×
10−1，amat,y = 1.0× 10−3.

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

(b) avoid,x = 1.0，avoid,y =

1.0× 10−2，amat,x = 1.0×
10−2，amat,y = 1.0× 10−4.

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

(c) avoid,x = 1.0，avoid,y =

1.0× 10−3，amat,x = 1.0×
10−3，amat,y = 1.0× 10−5.

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

(d) avoid,x = 1.0，avoid,y =

1.0× 10−4，amat,x = 1.0×
10−4，amat,y = 1.0× 10−6.

Fig. 3: The regions G(p, χ) that violate geometric con-

straint at each diffusion coefficient in Eq. (11).

5. 連成型仮想的物理モデルに基づく最適化問題の定式化
5.1. 仮想的物理モデルにおける一般的な定式化及び問題点
具体的な問題設定として，型制約を考慮した平均コンプラ

イアンス問題を最適化問題として定式化する．従来の仮想的
物理モデルの定式化法 (9, 10, 11, 12) に基づいた場合，制約違
反領域 G(p, χϕ) を目的関数として以下のように最適化問題
を設定する．

inf
χϕ

∫
D

G(p, χϕ)dΩ (16)

subject to: Governing equation for p (Eq.(10)) (17)
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このとき，目的関数 J(u)と G(p, χϕ)は線形結合されて一つ
の目的関数として定式化される．また，最適形状の面積が閾
値 Vmax を超過しないように体積制約を課す．このとき，型
制約付き平均コンプライアンス最小化問題は以下のように定
式化される．

inf
χϕ

J(u) + µG(p, χϕ) (18)

subject to:

Gv(χϕ) =

∫
D

χϕdΩ− Vmax ≤ 0

− div(Cϵ(u)) = 0 in Ω

u = 0 on Γu

−(Cϵ(u)) · n = t on Γt

−(Cϵ(u)) · n = 0 on ΓN

− div(L2Ap(χϕ)∇p) + (1− χϕ)p = 1− χϕ in D

p = 0 on Γp

∇p · n = 0 on ∂D\Γp

(19)

ただし，µ ∈ R+ は重み係数である．ϵ(u)及び Cはそれぞれ
ひずみテンソル及び弾性テンソルであり，式 (8)，式 (9)と同
じである．
しかし，この定式化法では収束性が悪く一つの最適形状が

得られない可能性がある．なぜなら，状態変数 uと pが互い
に独立しているため，目的関数 J(u)と G(p, χϕ)が相互作用
しないからである．その結果，平均コンプライアンを最小化
する目的と型制約を違反する領域を除去する目的が衝突し，
解が収束しない可能性がある．
5.2. 連成型仮想的物理モデルによる定式化
収束性の問題を解決するために，Tajima et al.(13) の提案

した連成型仮想的物理モデルの考えに基づいた定式化を行
う．以後，平均コンプライアンス最小化問題などの現実の物
理現象を表現する支配方程式系を力学モデルとする．連成型
仮想的物理モデルでは，仮想的物理モデルにより検出された
制約違反領域内で，力学モデル内の材料定数を力学モデルの
目的関数 J(u)を悪化させるように変化させることで，二つ
のモデルを連成する．
本研究で考える最適化問題に，このモデルを適用すること

を考える．図 3より，制約違反領域 G(p, χ)は空洞領域に分
布しており，構造領域の材料定数に影響を与えることができ
ない．そこで，以下のように定義する仮想的なフィルタリン
グ方程式により，領域 G(p, χ)を構造領域まで拡張させる．{

− div(L2aq∇q) + q = G(p, χ)(1− χ) in D

∇q · n = 0 on ∂D
(20)

ただし，q ∈ H1(D) は仮想的なフィルタリングによる拡張
領域を表す状態変数，aq ∈ R+ は拡散係数，Lは代表長さで
ある．
続いて，本研究で扱う平均コンプライアンス最小化問題に

おいて，目的関数 J(u)に影響を与えるヤング率を，連成型
仮想的物理モデルの考えに基づき変化させる材料定数として
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0.6
0.8
1.0

Fig. 4: The distribution of the state variable q of the

fictitious filtering equation.
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0.4
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0.8
1.0

Fig. 5: Fictitious Young’s modulus Ef(q, χ).

選択する．そして，拡張領域 q と構造領域 Ωの共通部分 qχ

を連成型仮想的物理モデルの定式化に用いる新たな制約違反
領域として再定義し，その領域内でヤング率を低下させるこ
とで荷重 tを加えたときの変位 uを増大させる．その結果，
平均コンプライアンス J(u)が増加すなわち悪化する．以上
より，制約違反領域 qχ内でヤング率を低下させた仮想的な
ヤング率 Ef(q, χ)を以下のように定義する．

Ef(q, χ) = E

(
1− 2

π
arctan(γqχ)

)
(21)

ただし，E は元々の材料のヤング率，γ ∈ R+ はヤング率を
下げる度合いを調整するパラメータである．
数値例により，仮想的なヤング率が所望な分布をとってい

るかを確認した．問題設定及び境界条件として図 2のような
分布を考えた．式 (20)において，拡散係数 aq 及び代表長さ
Lをそれぞれ 1.0× 10−3，1.0に設定した．このとき，図 4の
ような仮想的な拡散領域 qの分布が得られた．また，式 (21)

において，ヤング率 E を 1.0，パラメータ γ を 20 に設定し
た．その結果，図 5のような仮想的ヤング率 Ef(q, χ)の分布
が得られた．図 4から，領域 G(p, χ)がフィルタリング方程
式により構造領域まで拡張されている．さらに図 5から，制
約違反領域 qχ内でヤング率が低下しており，所望な分布を
していることが確認できる．
以上の式 (20)，(21)を用いて，連成型仮想的物理モデルに
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基づいた最適化問題は以下のように定式化される．

inf
χϕ

J(u) (22)

subject to:

Gv(χϕ) =

∫
D

χϕdΩ− Vmax ≤ 0

− div(C(q, χϕ)ϵ(u)) = 0 in Ω

u = 0 on Γu

−(C(q, χϕ)ϵ(u)) · n = t on Γt

−(C(q, χϕ)ϵ(u)) · n = 0 on ΓN

− div(L2Ap(χϕ)∇p) + (1− χϕ)p = 1− χϕ in D

p = 0 on Γp

∇p · n = 0 on ∂D\Γp

− div(L2aq∇q) + q = G(p, χϕ)(1− χϕ) in D

∇q · n = 0 on ∂D

(23)

ただし，ϵ(u) 及び C(q, χϕ) はそれぞれひずみテンソル及び
弾性テンソルである．ひずみテンソルは式 (8)と同等である
が，弾性テンソルは式 (9)から以下のように再定義される．

Ef(q, χϕ) = E

(
1− 2

π
arctan(γqχϕ)

)
(24)

Cijkl(q, χϕ) = Ef(q, χϕ)
(

ν
(1+ν)(1−2ν)

δijδkl+

1
2(1+ν)

(δikδjl + δilδjk)
)

(25)

式 (9)と式 (25)の違いはヤング率Eが仮想的ヤング率Ef(q, χϕ)

に置き換わっている点である．これにより，弾性テンソルを
含む力学モデルが仮想的物理モデルの状態変数 qの影響を受
けるため，二つのモデルが相互作用することができる．加え
て，式 (22) のように力学モデルの目的関数のみを考慮する
だけで，剛性を低下させた領域すなわち領域G(p, χϕ)の減少
に間接的に影響を与える．以上の連成型仮想的物理モデルに
基づいた最適化問題の定式化により，収束性が改善される．

6. 感度設計
式 (22)，(23)のように連成型仮想的物理モデルにより定式

化された最適化問題に対して随伴変数法に基づいた感度設
計を行い，密度感度を求めて設計感度とする．平均コンプラ
イアンス問題は自己随伴問題として知られており，状態変数
uに対応する随伴変数を v としたとき，u = v が成り立つ．
フィルタリング方程式 (20) の状態変数 q に対応する随伴変
数を λq とする．このとき，式 (20)の随伴方程式は以下のよ
うに導出される．

− div(L2aq∇λq) + λq

= −
(
∂C(q, χϕ)

∂q
ϵ(u)

)
· ϵ(v) in D

∇λq · n = 0 on ∂D

(26)

また，仮想的な異方性拡散方程式 (10) の状態変数 p に対応
する随伴変数を λp とする．このとき，式 (10)の随伴方程式

は以下のように導出される．

− div(L2Ap∇λp) + (1− χϕ)λp

= λq
∂G(p, χϕ)

∂p
(1− χϕ) in D

λp = 0 on Γp

∇λp · n = 0 on ∂D\Γp

(27)

以上の導出された随伴変数 λp，λq を用いて密度感度は以下
のように導出される．

J ′ =

(
(C(q, χϕ)ϵ(u)) · ϵ(v) +

(
∂C(q, χϕ)

∂ϕ
ϵ(u)

)
· ϵ(v)

)
χϕ

+

(
L2 ∂Ap(χϕ)

∂ϕ
∇p

)
· ∇λp − (p− 1)λpχϕ

+ 2λqG(p, χϕ)χϕ (28)

7. 最適化アルゴリズム
最適化アルゴリズムについて議論する．体積制約は拡張ラ

グランジュ法により考慮される．解析は有限要素法 (FEM)

に基づき，以下のステップで反復計算される．
step 0: レベルセット関数 ϕ及び固定設計領域 D の設定
step 1: FEMを用いた支配方程式の計算 (式 (23))

step 2: 目的関数の算出 (式 (22))，十分な反復計算を行い
設計感度が十分小さい値になった場合終了

step 3: FEMを用いた随伴方程式の計算 (式 (26)，(27))

step 4: 設計感度の算出 (式 (28))

step 5: 体積制約におけるラグランジュ変数の更新
step 6: レベルセット関数の更新 (式 (5))

step 7: step1に戻る
なお，有限要素解析は偏微分方程式を数値的に解析可能な
オープンソースソフトウェアである FreeFEM++を用いた．

8. 数値解析例
8.1. 問題設定① (固定設計領域の長軸方向と x 軸方向を一
致させた場合)

数値解析例により，本手法の妥当性を検証する．図 6に示
すように，2m×1mの矩形型の固定設計領域及び境界条件を
定める．レベルセット関数 ϕ の初期値は固定設計領域内の
全てで ϕ = 1 とする．型を取り外す x 軸方向を固定設計領
域の長軸方向とし，境界 Γp を固定設計領域の短軸両辺とす
る．また，構造領域 Ωはヤング率 210GPa，ポアソン比 0.3

の平面ひずみを仮定した等方性線形弾性体で占められてい
るものと仮定する．メッシュの分割数は 150×75とし，三角
形メッシュで等間隔に分割する．加えて，境界 Γt において
表面力 t = (tx, ty) = (0N,−1N) を加え，境界 Γu において
構造を完全拘束する．代表長さ Lは 2.0に設定する．また，
式 (5)において，パラメータをK = 1，τ = 5× 10−5 に設定
する．式 (11)において，拡散係数をそれぞれ avoid,x = 1.0，
avoid,y = 1.0×10−3，amat,x = 1.0×10−3，amat,y = 1.0×10−5

とする．式 (20)では，拡散係数 aq を 1.0× 10−1に設定する．
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Fig. 6: Problem setting and boundary conditions. The

size of the fixed design domain is in meters.

Fig. 7: Optimal structure obtained after 500 steps with-

out the molding constraint.

体積制約は，最適形状の面積 V が最終的に固定設計領域の
面積 Vinit の 50%以下になるように Vmax の閾値を定める．
なお，最適化計算において，構造領域は反復計算ごとに変

化するため，メッシュの再定義が必要となるが多大な計算
コストがかかる．故に，Allaire et al.(15) の提案した Ersatz

material approachによる近似解法を用いる．この手法では，
空洞領域 D\Ωは相対的に小さいヤング率に設定された構造
材料と仮定し，構造領域と空洞領域の間の境界近傍はヘビサ
イド関数を用いた滑らかな分布を持つ材料特性であると仮定
する．これらの仮定のもと，有限要素の再定義を行わずに近
似的に解析する．今回の数値解析では，空洞領域におけるヤ
ング率の相対値を 1× 10−4，ヘビサイド関数の遷移幅を 0.5

に設定した．
8.2. 数値解析結果① (固定設計領域の長軸方向と x 軸方向
を一致させた場合)

まず，式 (21)におけるヤング率を下げる度合いを表すパラ
メータ γ を 0に設定し，型制約を考慮せずに 500ステップ反
復計算を行った．その結果，図 7に示すような最適形状が得
られた．図 7より，幾何学的制約を課さない場合構造領域に
より閉じられた空洞領域が存在し，型制約に違反している．
図 8に，型制約に違反する領域 G(p, χϕ)の分布を示す．図 8

から，適切に型制約を満たさない領域を検出できている．
次に，式 (21)内のパラメータ γ を 20に設定し，型制約を

考慮して 500ステップ反復計算を行った．その結果，図 9の
ような最適形状が得られた．図 9より，x軸方向から型を取
り除くことができる形状をしており，型制約が満たされてい
ることが確認できる．
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Fig. 8: The regions G(p) that violate the molding con-

straint when the constraint is not considered.

Fig. 9: Optimal structure obtained after 500 steps with

the molding constraint.

加えて，制約の有無による平均コンプライアンス J(u)，面
積比 V/Vinit 及び型制約に違反する領域 G(p, χϕ)のステップ
ごとの変化を調べた．図 10，図 11及び図 12はそれぞれ平均
コンプライアンス，面積比及び領域G(p, χϕ)の面積分の値の
変化を示す．これらの図から，連成型仮想的物理モデルに基
づいた定式化によりそれぞれの値が収束している．図 10よ
り，反復回数が 50～75で制約ありの場合，一時的に平均コ
ンプライアンスが振動している箇所が見られる．これは一時
的に制約に違反する解になった後，大域的に性能の高い安定
解に移行する過程であることに起因する．また，反復回数が
75～100付近で制約ありの場合，平均コンプライアンスの値
が下がった後，少し大きい値で収束している．これは図 11

からステップ数 75～100付近で最適形状がわずかに体積制約
に違反しており，その制約を満たすために微小に平均コンプ
ライアンスが大きい形状に変化したからである．加えて，図
12から，制約を考慮した場合 G(p, χϕ)の値が限りなく 0に
近い値をとっており，最終的な最適形状 (Fig. 9)が幾何学的
制約を満たしていることが確認できる．
8.3. 問題設定② (固定設計領域の短軸方向と x 軸方向を一
致させた場合)

続いて，図 13 のような問題設定及び境界条件を考える．
問題設定①との違いは，型を取り外す x軸方向を固定設計領
域の短軸方向とし，境界 Γp を固定設計領域の長軸両辺とす
る．その他のパラメータの値及び条件は全て問題設定①と同
等に設定する．
8.4. 数値解析結果② (固定設計領域の短軸方向と x 軸方向
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Fig. 10: Changes in mean compliance by step with and

without the molding constraint.
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Fig. 11: Changes in area ratio by step with and without

the constraint.
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Fig. 12: Changes in regions violating the molding con-

straint by step with and without the constraint.

Fig. 13: Problem setting and boundary conditions. The

size of the fixed design domain is in meters.

Fig.14: Optimal structure obtained after 500 steps with-

out the molding constraint.

を一致させた場合)

まず，式 (21) 内のパラメータ γ を 0に設定し，型制約を
考慮しない場合で 500回繰り返し計算を行った．その結果，
図 14のような最適形状が得られた．型制約に関する境界条
件を変更しただけであるため，制約なしの最適形状は図 7と
変化はない．また，図 19は型制約に違反する領域 G(p, χϕ)

の分布を示す．図 19から，適切に離型時に干渉する部分が
検出できている．
次に，式 (21)内のパラメータ γ を 20に設定し，型制約を

考慮した場合で 500回繰り返し計算を行った．その結果，図
16に示すような数値解析結果が得られた．図 16より，型制
約を考慮することにより x 軸方向に離型可能な最適形状が
得られた．
最後に，図 17，18，19はそれぞれ，平均コンプライアン

ス，面積比及び領域Gp(p, χϕ)のステップごとの変化を示す．
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Fig. 15: The regions G(p) that violate the molding con-

straint when the constraint is not considered.

− 36  −



Fig. 16: Optimal structure obtained after 500 steps with

the molding constraint.
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Fig. 17: Changes in mean compliance by step with and

without the molding constraint.

これらの図から，制約の有無にかかわらずそれぞれの値が一
定の値に収束している．加えて，図 18から体積制約が満た
されていること，及び図 19から制約付きの最適形状が型制
約を満たしていることが確認できる．

9. 結言
本論文では，鋳造や射出成形に代表される型成形における

幾何学的制約 (型制約) を考慮したトポロジー最適化に着目
した．そして，型制約に違反する領域を仮想的な異方性拡散
方程式を用いて検出した．また，連成型仮想的物理モデルに
基づいて定式化及び感度解析をし，具体的な数値解析を行っ
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Fig. 18: Changes in area ratio by step with and without

the constraint.
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Fig. 19: Changes in regions violating the molding con-

straint by step with and without the constraint.

た．以下に結果をまとめる．
1. 型成形における幾何学的制約に違反する領域を仮想的
な異方性拡散方程式を用いて定式化した．

2. 連成型仮想的物理モデルに基づいて，型制約を考慮し
た平均コンプライアンス最小化問題を具体例として定
式化した．

3. 本研究で扱う最適化問題の感度設計及び最適化アルゴ
リズムを導出した．

4. 数値解析例として，型制約を考慮した二次元の等方性
線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問題を考え，
提案手法の妥当性を検証した．

なお，本研究では一つの離型方向における制約を取り扱っ
た．将来的には，複数の異方性拡散方程式を導入することで
二回以上の離型段階を踏んだ場合の幾何学的制約を考慮でき
る可能性が挙げられる．
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