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設計変数に依存する熱輻射境界条件を伴う
熱伝導問題に対する成形用金型のトポロジー最適化

TOPOLOGY OPTIMIZATION OF FORMING MOLDS

FOR THERMAL CONDUCTIVITY PROBLEMS

WITH THERMAL RADIATION BOUNDARY CONDITIONS
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This paper presents a method for topology optimization that incorporates thermal radia-

tion boundary conditions dependent on design variables. The design of mechanical struc-

tures involving thermal radiation is briefly described, along with the associated problems.

We consider thermal radiation boundary conditions on partial boundaries of material

domains that vary with design variables. During the optimization process, Partial Dif-

ferential Equations (PDEs) expressing geometric features with high thermal radiation is

introduced, and solutions are employed to numerically extract the boundaries. Therefore,

a mathematical model is formulated to approximate the view factor, which relates the

contribution of macro geometry to thermal radiation. Furthermore, a method for solving

the governing equations is developed, leveraging the proposed method. Although we deal

with nonlinear problems due to thermal radiation boundary conditions, the design sensi-

tivity concerning the direction of descent of the objective functional can be determined by

identifying the adjoint equations as in linear problems. In this study, the Finite Element

Method (FEM) is used to solve PDEs of the heat transfer problem, and the level set

functions are updated. Numerical examples in two and three dimensions are presented to

verify the effectiveness and practicality of the proposed method.

Key Words : Partial differential equation, Optimized design, Topology optimization,

Level set method, Thermal radiation problem

1. 緒言
工業炉や宇宙機などの熱輻射による熱伝達の影響が大きい

環境で使用される機械構造物の機械的性能は温度による影響
を大きく受ける．そのため，設計者は部品表面や内部におけ
る温度分布が適切になるように機械構造物を設計する必要が
ある．機械構造物の設計過程は，構想設計，基本設計，詳細
設計の 3つに分けられる．まず，構想設計では仕様を満たす
構造案が比較検討され，製品ライフサイクルコストの大部分

2023 年 9 月 14 日受付，2023 年 11 月 2 日受理

が決定される．次に，基本設計では構想設計で検討した構造
に対して，組立図の作成や詳細な解析が行われる．そして，
詳細設計では構造物の製作するための部品図が作られる．現
在は製品の少量多品種化が進み，設計者は構想設計を短時間
で行う必要性が高まっている．しかしながら，要求される設
計基準が緻密になるほど，短時間で素性の良い構想設計案を
見い出すことが難しい．このような設計課題を解決するた
めに，熱輻射を適切に考慮可能な数理モデルや数値解析手法
の研究が多数報告されている．例えば，燃焼プロセス内での
輻射熱伝達の数理モデルに関する研究 (1) や，溶融ガラス表
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面からの熱輻射を表現する数理モデルに関する研究 (2) があ
る．さらに，熱輻射を考慮した数値解析に基づくガラス徐怜
炉の熱設計法 (3) が提案されているが，熱輻射条件の数値解
析アルゴリズムの計算コストが高く，複数の設計案を短時間
で解析して比較検討することが難しい．Furkanら (4) は，計
算コストが高い熱輻射条件の評価において，形態係数の近似
解析法を提案している．しかしながら，いずれの方法におい
ても，熱輻射条件を考慮しながら所望の熱伝導特性を持つ形
状設計法の提案には至っていない．
他方，設計者の経験や力学的考察による試行錯誤に頼らず

に，数学と力学的根拠に立脚して自動的に形状設計案を創出
する方法論があり，構造最適化と呼ばれている．構造最適化
は設計課題に対して要求される物理特性を最大化，あるいは
最小化する形状を自動的に設計する方法論であり，設計自由
度の観点から，寸法最適化，形状最適化，トポロジー最適化
の 3つに大別される. その中でも，トポロジー最適化は最も
設計自由度の高い構造最適化法として注目を集めている．そ
こで，構想設計にトポロジー最適化を導入することで短時間
で素性の良い設計案を創出できる可能性が高いと考えられ
る．構造問題への展開方法の報告 (5) を起点として，電磁波
問題 (6, 7)，音響問題 (8, 9) など数多くの設計問題への展開が
報告されている．
熱伝導問題においては，トポロジー最適化の研究の初期か

ら報告例が多く，主に熱コンプライアンス最小化問題への適
用例が多い．Allaireら (10) や Haslingerら (11) は 2材料の分
布問題に対して緩和問題における適切性とその数値解析手法
について述べている．そして，Gersborg ら (12) は有限体積
法を用いた方法論を提案している．近年の報告例としては，
材料定数に温度依存性を持つ熱伝導問題 (13)，複数材料の熱
拡散最大化 (14) が挙げられる．これらの報告例の多くは，均
質化設計法や密度法に基づく方法論である．そのため，これ
らの方法論では，構造と空孔の中間状態を表現するグレース
ケールを含む構造を許容し，構造と空孔の境界を定義できな
い課題を持つ．その結果，構造と空孔の境界上において，陽
に境界条件を与える必要がある熱輻射条件を含む設計問題に
直接適用することが困難である．
このような課題を抜本的に解決する手段として，レベル

セット法 (15) に基づく形状最適化 (16) もしくはトポロジー
最適化 (17, 18) 等を適用する方法が提案されている．レベル
セット法に基づく方法では，レベルセット関数と呼ばれるス
カラー関数の等位面により境界形状を表現するため，明瞭な
境界形状を定義できる特徴を有する．そのため，陽に境界条
件に与える必要がある熱伝達境界条件を含む設計問題への適
用が可能 (19, 20) になる．しかしながら，先行研究において
は，いずれも設計変数に依存するが，一様な係数を持つ境界
条件を前提とする設計法の提案である．そのため，係数が設
計変数に影響を受けるような熱輻射条件を含む設計問題への
展開ができない．
そこで，本研究では，構想設計に適用可能な，熱輻射条件

を含む熱伝導問題に対するトポロジー最適化法を構築し，熱
輻射による熱伝達を考慮可能な最適設計法を提案する．一般
に，トポロジー最適化は，熱輻射条件のように構造の幾何学
的特徴を考慮することが困難である．本研究では，幾何学的
特徴を考慮したトポロジー最適化法 (21) の考え方を用いる．
この考え方は，熱伝導方程式や弾性方程式による力学的特徴
の評価と同様に，仮想的な偏微分方程式を用いて幾何学的特
徴を評価する方法である．これまでに，積層造形の幾何学的
要件を考慮した設計法 (22)，型成形における型抜き方向を考
慮した設計法 (23)，部材の局所厚み制約を満たす研究 (24) が
挙げられる. 計算コストが低い仮想的な偏微分方程式に基づ
いて境界条件を決定し，熱輻射境界条件を伴う熱伝導問題を
解くことができれば，トポロジー最適化を構想設計段階にお
いて適用できる可能性が高まると考えられる．
以下，本論文の構成について述べる．2章では，熱輻射を

伴う機械構造物の熱設計問題の定式化について述べる．3章
では，レベルセット法に基づくトポロジー最適化手法につい
て概略を述べる. 4章では，体積制約を考慮した温度分布最
小化問題を定式化する. 5章では，熱輻射境界の近似解法を
提案する. 6章では，トポロジー最適化アルゴリズムと具体
的な数値実装法について提案する．7章では，数値解析例に
より，本研究で提案する方法論の妥当性と有効性の検証を
行う．

2. 熱輻射を伴う機械構造物の熱設計問題の定式化
物体間の伝熱は熱伝導，対流熱伝達，熱輻射の 3つの形態

がある．流体の影響が小さい高温環境下では，熱輻射による
熱伝達が支配的となる．本研究では，熱輻射が支配的な環境
下における機械構造物の形状設計問題について考察する．熱
輻射が支配的な機械構造物の例として工業炉や宇宙機が挙げ
られる．これらの機械構造物においては，温度分布や変形量
の最小化，放熱最大化などの設計課題がある．上記の設計を
行う場合，輻射率，形態係数，物体間の温度差を適切に考慮
する必要がある．この内，輻射率は材質やミクロ構造，形態
係数はマクロ構造により決定される．また，マクロ構造は幾
何学的特徴により評価することができ，適切な幾何学的特徴
を持つ機械構造物を設計することが重要である．そこで，本
研究では，構想設計において熱輻射影響が支配的な形状設計
問題を扱うため，特に形態係数に着目した設計法について述
べる．なお，設計論の構築として応用範囲の広い工業炉を対
象として議論を行うが，最適化対象と周囲構造物の温度差が
大きく，熱輻射影響が支配的な機械構造物の設計問題に対し
て，広く展開可能であることを注記する．
2.1. 工業炉の熱設計問題
工業炉には熱処理炉，焼成炉，成形炉などがあり，加熱対

象物を断熱壁で囲む構造が一般的である．熱処理炉や焼成炉
では製品となる対象物を炉内に配置し，周囲の熱源で温度を
制御する．一方，成形炉では型などの加熱対象物を温度制御
し，その型を通じて製品となる樹脂やガラスの温度を間接的
に制御する．工業炉において問題設定や定式化の考え方は共
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通しており，温度制御が重要である．
本論文では，図 1 に示すような成形炉の型を対象として

取り扱う．成形炉は型 (Mold)，ヒーター (Heater)，断熱材
(Insulation) で構成される．ヒーターと型が接触する面は，
加熱面と呼ばれる．型の上には成形対象物 (Object)，例えば
ガラスなどが配置される．ここで，加熱源となるヒーターと
成形対象物の位置は規定されるものとする．成形対象物と型
が接触する面は成形面と呼ばれ，成形面の温度分布は製品の
品質に大きな影響を及ぼす．そのため，成形面の目標温度と
実温度の差異を最小化することは成形炉の設計における重
要な課題である．例えば，成形面内における温度勾配は，成
形対象がガラスの場合，成形される製品が歪む欠点の原因に
なる．

Heater

Insulation

Mold

Object

Thermal radiation

Symmetry plane

Fig. 1: Diagram of molding furnace model.

2.2. 支配方程式
成形炉の設計において，ヒーターや断熱材の形状は規定さ

れ，変更する余地が少ない場合が多い．そこで，本研究では
調整可能な要素である型の形状設計に焦点を当てる．この場
合，型内部の熱伝導問題を考える必要がある．ここで，型は
熱伝導率が均質な等方性線形弾性体で構成されると仮定し，
定常状態について考える．構造により占められている領域
（以下，構造領域）を Ω1 ⊂ Rd，空間次元 d = 2, 3 とし，加
熱面 Γt において温度 Tt で温度規定し，側面 Γh において熱
輻射境界条件が適用され，周囲構造の参照温度 Tamb が与え
られるものとする．既定の形状に対して順問題を解く場合，
型内部の温度場に対する支配方程式は次のようになる．

−div (κ∇T ) = 0 in Ω1,

T = Tt on Γt,

−κ∇T · n = 0 on Γo,

−κ∇T · n = g (T ) on Γh.

(1)

ここで，T ∈ H1(Ω1) は温度，κ は熱伝導率，n は外向き単
位法線ベクトルを表す．熱輻射境界条件 g (T ) は g (T ) =

σsεeF
(
T d+1 − T d+1

amb

)であり，σs はステファンボルツマン定
数，εe は輻射率，F は形態係数とする．以降，熱輻射に関す
る係数をまとめて，h = σsεeF として表す．また，成形炉で

は上下の型が対称に配置され，型の形状および温度が同一で
あるため，対称境界条件として成形面 Γo は断熱境界条件と
している．

3. レベルセット法に基づくトポロジー最適化
支配方程式を設計の対象とする構造物が配置し得る領域

（以降，固定設計領域）D に拡張して，構造領域 Ω1 の構造
最適化について考える．固定設計領域Dは構造領域 Ω1 およ
び，物体により占められていない領域（以下，空孔領域）Ω0

により構成される．構造最適化問題は，目的汎関数 J を最
大化あるいは最小化する構造領域 Ω1 の集合 (以降，形状)を
求める問題であり，目的汎関数は一般的な物体の物理特性，
例えば剛性，熱伝導特性などを考慮することが多い．そのた
め，構造最適化問題は，物理特性を表現する支配方程式を満
たすことを前提として最適な形状を求める問題と言える．特
に，レベルセット法に基づくトポロジー最適化問題では次の
ような最小化問題として定式化される.

inf
ϕ∈Uad

{
J(ϕ) :=

∫
D

j1(x, χϕ, uϕ,∇uϕ) dx

+

∫
∂D

j2(x, uϕ,∇uϕ) dσ

}
. (2)

ここで，Uad ⊂ H1(D; [−1, 1])は制約条件を満たす関数空間
を表す．また，レベルセット関数 ϕ ∈ H1(D) 及び，χϕ ∈
L∞(D : {0, 1})は

ϕ(x)


< 0, x ∈ Ω0,

= 0, x ∈ ∂Ω0 ∩ ∂Ω1,

> 0, x ∈ Ω1,

(3)

χϕ(x) =

1 if ϕ(x) ≥ 0,

0 if ϕ(x) < 0
(4)

として与えられるものとする．なお，uϕは状態変数，ji(uϕ) (i =
1, 2)は所望の目的汎関数を表現する関数を表す. トポロジー
最適化問題では，特性関数 χϕ ∈ L∞(D; {0, 1})を用いて形状
表現を行うため，Ω1 のトポロジーの変更が許容される．本
研究では，最適化された構造を探索する過程を，式 (5)の反
応拡散方程式に基づいたレベルセット関数 ϕ の時間発展問
題として扱う．

∂tϕ− τ∆ϕ+ J ′(ϕ) = 0 in D × (0,+∞). (5)

ただし，τ > 0は得られる形状設計解の幾何学的複雑さを制
御する正則化パラメータ (以降，正則化係数)を表す．詳細に
ついては文献 (18, 25) を参照されたい．

4. 最適設計問題の定式化
本研究では，型の形状設計について扱う．型を設計可能な

固定設計領域D内において，構造領域 Ω1 のトポロジー最適
化問題を考える．成形面 Γo および加熱面 Γt は固定設計領
域の境界 ∂D に設定される．熱輻射境界 Γh は，固定設計領
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域内部における構造領域の境界 ∂Ω1 の中で，熱輻射の寄与
度が大きい境界 (以降，Γh(ϕ))に設定される．構造が変化す
る毎に境界条件の位置も変化するため，Γh(ϕ)は設計変数で
あるレベルセット関数の値に依存して決定される境界条件と
なる．
次に，目的汎関数を定式化する．前述のように，型の成形

面における温度分布が成形物の品質に大きな影響を与えるた
め，型の形状設計問題は，成形面の温度分布規定問題として
次のように定式化する．

inf
ϕ∈H1(D;[−1,1])

{
J(ϕ) :=

∫
Γo

(
Tϕ(x)− T̃

)2
dσ

}
subject to G(ϕ) =

∫
D

χϕ(x) dx−Gmax ≤ 0.

(6)

ここで，成形面 Γo における目標温度を T̃ とし，Tϕ は ϕを固
定した際の式 (1) の解とする．そして許容される体積の上限
値を Gmax で表す．型の熱容量が小さいほど，非定常加熱時
に必要な加熱量は少ないため，体積制約 G(ϕ)を用いて熱容
量を一定以下に抑える制約を負荷している．

5. 熱輻射境界の近似解法
熱輻射を考慮した熱伝導問題のトポロジー最適化におい

て，熱輻射境界条件の適切な考慮が重要である．一般的な熱
輻射問題 (26) を解く場合，モンテカルロ法やヘミキューブ
法を用いて計算することが多い．しかしながら，オイラー座
標系による形状表現の場合，形状変更の度に逐次要素分割が
必要となるため，計算コストが高い．そのため，トポロジー
最適化を利用した構想設計において，実用的な時間で設計案
を得ることが困難である．そこで，熱輻射境界の数値計算に
おいて計算コストを削減できる形態係数の近似解法を提案
する．
5.1. 熱輻射境界条件に関する幾何学的特徴を評価する数理
モデルの定式化
形態係数は熱を授受する 2 面間の幾何学的位置関係を表

現している．本研究では，幾何学的特徴に着目し，簡易的に
幾何学的特徴を評価する数理モデルを提案する．熱伝達問題
に関する先行研究 (19, 20) では，固定設計領域内部の構造境
界な一律で条件を付与しているが，本研究では固定設計領域
内部の構造境界を 2通りに区別して取り扱う．具体的には，
熱輻射における形態係数の数理モデルを提案し，形態係数の
大小を区別した境界条件とする．
まず，形態係数の近似方法を定義する．モンテカルロ法な

どを用いて形態係数を計算する場合，輻射熱量を分割して独
立した放射光子と見なし，光子の挙動について乱数を用いて
解析し，放射熱の到達率を得る．本研究では，光子の放射方
向を任意の座標軸並行になるように近似することで計算コ
ストを削減する．特に，本研究では固定設計領域内に存在す
る構造間の温度差よりも，構造と周囲との温度差が大きいた
め，設計領域内部における構造間の熱輻射計算は無視できる
と仮定する．図 2(a)に示す型形状を考える場合は，(a)の青
線がレベルセット関数のゼロ等位面であり，構造境界 ∂Ω1

である．そして，構造領域 Ω1 内部で閉じた境界や，周囲構
造がある Γamb に面していない領域は熱輻射寄与度が小さい
と判断する．そのため，(b)において赤線が抽出する対象と
なる．このような境界を抽出するためには，(c)で示すスカ
ラー場を有する仮想的な支配方程式を定式化し，赤線で示す
境界を判別できれば良い．本研究では，領域全体に仮想的な
熱が生じ，Γamb ではディリクレ境界が付与される問題を考
える．ここでは，空洞領域 Ω0 には，構造領域 Ω1 と比較して
大きな拡散係数を与える．そして，空洞領域 Ω0 における拡
散係数の指向性を考慮することで，輻射方向を表現できる．
その結果，周囲構造 Γamb に連結し，面する空洞領域 Ω0 で
は，スカラー値が 0となり，(c)における白色領域を表現で
き，構造領域 Ω1 及び周囲構造 Γamb に面しない空洞領域 Ω0

では，スカラー値が 1となり，(c)における青色領域を表現
できると考える．
このような条件を満たす仮想的な場 pϕ を与える偏微分方

程式を式 (7)に示す．
−div(Aϕ∇pϕ) + pϕ = 1 in D,

pϕ = 0 on Γamb,

∇pϕ · n = 0 on ∂D \ Γamb.

(7)

ここで，Aϕ := (aij − ε)(1 − χϕ) + ε とする．座標軸方向
i, j = 1, 2, 3において，aij は空孔領域における xij 方向の拡
散係数， εは構造領域の拡散係数を表す．本論文全体を通じ
て，式 (7) を境界抽出方程式と呼ぶ．式 (7) の解 pϕ は熱輻
射境界より内部で pϕ = 1となり Γamb 上で pϕ = 0となるよ
うな数値的に滑らかな関数であり，熱輻射寄与の大きい境界
において勾配を持つため，その値域に注目して境界抽出を行
う．抽出した領域のみ形態係数 F = 1 とし，それ以外の領
域は周囲構造と対面せず，熱の授受が生じないため断熱境界
条件としている．本研究では，熱輻射境界を付与する Γh(ϕ)

と比較して周囲構造が大きく，かつ周囲構造の輻射面は座標
軸に平行であり，生成される構造の境界も概ね座標軸に平行
であると仮定する．なお，基本設計以降においては，本手法
で抽出した境界上で，モンテカルロ法を適用することにより
精度の高い計算が期待できると考える．

6. 数値実装法
6.1. 最適化アルゴリズム
本研究では，次に示すアルゴリズムに従って最適化を行う．

ステップ 1. 初期レベルセット関数 ϕ0 を付与する．
ステップ 2. 有限要素法を用いて境界抽出方程式 (7)を計算

し，pϕの値域から熱輻射境界 Γh(ϕ)を抽出する．　
ステップ 3. 有限要素法を用いて支配方程式 (8) を計算し，

状態変数 Tϕ を求める．
ステップ 4. 目的汎関数 J(ϕ)及び体積制約汎関数G(ϕ)を計

算し，収束条件を満たせば最適化を終了する．ここで，
体積制約汎関数 G(ϕ)は拡張ラグランジュ未定乗数法
を用いて無制約最適化問題に置き換えて更新を行う．
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Fig.2: Image of two-dimensional boundary extraction. (a) Material distribution. (b) Boundaries with large contribution

of thermal radiation. (c) Solution pϕ.

ステップ 5. 有限要素法を用いて随伴方程式 (9) を計算し，
状態変数 Tϕ に対する随伴変数を Sϕ として設計感度
J ′(ϕ)を求める．

ステップ 6. 反応拡散方程式 (5)を用いてレベルセット関数
ϕを更新し，ステップ 2に戻る．

式 (5)を解くにあたり，∂tϕ = {ϕ(x, (i+1)∆t)−ϕ(x, i∆t)}/∆t,
として時間差分を取る．ただし，i ∈ N ∪ {0} として扱い，
∆t = 0.25とする．
以上の手続きにより最適化された構造の候補を与えるΩ1 =

[χ = 1] が得られる．なお，最適化における有限要素解析に
は汎用有限要素解析ソフトウエア FreeFEM++ (27)，境界
抽出方程式の数値実験には汎用有限要素解析ソフトウェア
COMSOLを用いている．また，使用するソフトウェアに制
約はないことを注記する．
6.2. 感度解析
本研究で扱う熱伝導問題の支配方程式を固定設計領域 D

に拡張すると以下のようになる．

−div (κϕ∇Tϕ) = 0 in D,

Tϕ = Tt on Γt,

−κϕ∇Tϕ · n = 0 on Γo,

−κϕ∇Tϕ · n = g (Tϕ) on Γh(ϕ).

(8)

ここで，熱伝導率 κϕ は，κϕ = αχϕ + β(1− χϕ)である．な
お，構造領域 Ω1 の熱伝導率 α，空孔領域 Ω0 の熱伝導 β は
α > β > 0の大小関係を持つ．本研究では，随伴変数法を用
いて感度解析を行う．随伴変数 Sϕ は，以下の随伴方程式を
満たす．

−div (κϕ∇Sϕ) = 0 in D,

Sϕ = 0 on Γt,

−κϕ∇Sϕ · n = −2(Tϕ − T̃ ) on Γo,

−κϕ∇Sϕ · n = g′(Tϕ)Sϕ on Γh(ϕ).

(9)

以上より，
J ′(ϕ) ≈ −χϕ∇Tϕ · ∇Sϕ (10)

として近似設計感度が構成される．感度の導出過程は付録を
参照頂きたい．
6.3. オイラー座標系に基づく近似解法
構造領域 Ω1 の形状はオイラー座標系により表現されて

おり，最適化の過程における反復計算毎に，有限要素の生

成が必要となる．計算コストの観点から，Ersatz material

approach(16) による近似解法を適用する．すなわち，空洞領
域 Ω0 は相対的に小さい熱伝導率を持つ構造材料と仮定し，
その界面近傍では滑らかに分布する材料特性を持つと仮定す
る．具体的には，有限要素解析において，次に示す拡張した
熱伝導率

κϕ(x) = αH̃(ϕ(x)) + β(1− H̃(ϕ(x)))

=

α, x ∈ Ω1,

β, x ∈ Ω0

(11)

を用いて温度場に対する支配方程式を固定設計領域 に対し
て拡張する. ここで，
ヘビサイド関数は以下の式 (12)を用いる．

H̃(ϕ)

:=


0 if ϕ < −ϵu,
1
2
+
(
15
16
ϕ− 5

8
ϕ3 + 3

16
ϕ5
)

if − εu ≤ ϕ ≤ ϵu,

1 if ϵu < ϕ.

(12)

ただし，ϵu は近似ヘビサイド関数 H̃ の遷移幅を与える微小
パラメータである．
6.4. 状態方程式と随伴方程式の近似解法
本研究では，式 (7)に基づいて境界条件を付与し，近似的

な数値解析を行う．固定設計領域 D の内部に熱輻射境界条
件を与える場合は pϕ の分布に合わせて境界を与える．この
方法の基本的な考え方は，以下の式 (13)に示すように，ディ
ラックのデルタ関数 δp=y(pϕ)を用いて，境界積分を固定設
計領域における領域積分への置き換えに基づく．∫

Γh(ϕ)

ξ(x)dσ =

∫
D

ξ(x)δp=y(pϕ)dx for ξ ∈ L1(D̄). (13)

また，デルタ関数の中央値は y = (pl + pu)/2，閾値は pl，pu
とする．ここで，先行研究 (28) より,

δp=y(pϕ) = ∇H(pϕ) ·N (14)

として表現し，N は Γh(ϕ)上の外向き法線ベクトルを表す．
そして，H(pϕ)は，以下の式 (15)に示すように，pϕ < pl の
領域で正の微小値 ϵh > 0，pu < pϕ の領域で 1をとり，pl か
ら pu の区間 [pl < pϕ < pu]において連続的に分布する，近
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似されたヘビサイド関数である．

H(pϕ)

:=


ϵh if pϕ < pl,

1
2
+
(
15
16
pϕ − 5

8
p3ϕ + 3

16
p5ϕ
)

if pl ≤ pϕ ≤ pu,

1 if pu < pϕ.

(15)

このとき，先行研究 (19) より式 (14)を用いて式 (8)を∫
D

κϕ(x)∇u(x) · ∇ṽ(x) dx

≈ −
∫
D

g(u(x) + Tt)(x)ṽ(x)
dH(pϕ(x))

dpϕ(x)
|∇pϕ(x)| dx

for all ṽ ∈ H1(D) (16)

として近似し，式 (9)を∫
D

κϕ(x)∇v(x) · ∇ψ(x) dx

≈−
∫
D

g′(u(x) + Tt)v(x)ψ(x)
dH(pϕ(x))

dpϕ(x)
|∇pϕ(x)| dx

+

∫
Γo

2(u(x) + Tt − T̃ )ψ(x) dσ

for all ψ ∈ H1(D) (17)

として近似する．式 (16)，式 (17)を弱形式で取り扱うため，
u = uϕ = Tϕ − Tt ∈ V := {u ∈ H1(D) ∩ Ld+2(Γh(ϕ)) : u =

0 on Γt}，v = Sϕとする．本研究では，熱輻射境界条件におけ
る非線形項は最適化における１ステップ前の支配方程式の解
Toldを用いて，g(Tϕ) = h(T d+1

ϕ −T d+1
amb ) ≈ h(T doldTϕ−T d+1

amb )，
g′(Tϕ) = h(d+ 1)T dϕ ≈ h(d+ 1)T d−1

old Tϕ として近似する．な
お，初回の計算における初期温度 Told を周囲参照温度とし
ている．式 (16)，式 (17)を用いることで，pϕ の勾配が零で
ない [pl < pϕ < pu]においてヘビサイド関数を付与し，状態
方程式と随伴方程式を解く際に自動的に熱輻射境界を付与で
きる．その結果，設計変数に依存する境界条件の取り扱いが
期待される．

7. 数値解析例
本研究で提唱する方法の妥当性と有効性を数値解析例に

より検証する．問題設定は図 1における，下部の型を対象と
し，図 3 に型の設計モデルを示す．図 3 において，(a) が 2

次元のモデル，(b)が 3次元のモデルである．はじめに，適
当な形状に対して境界抽出方程式を適用し，抽出する境界の
妥当性を確認する．次に，提案するアルゴリズムに則り，設
計変数依存を考慮した最適化を行う．
7.1. 境界抽出方程式の数値実験
適当な形状を対象に境界抽出方程式を適用して，所望の境

界を抽出できることを検証する．
7.1.1. 2次元問題への適用
数値実験の対象モデルを図 4に示す．ここで，(a)は適当な

材料分布を持つ構造とする．灰色の領域が構造領域 [χϕ = 1]，
白色の領域が空孔領域 [χϕ = 0]に対応する．熱輻射寄与の大
きい境界を識別するために，周囲構造が配置される x1方向の

Fig. 3: Design domain and boundary conditions. (a)

Two-dimensional problem. (b) Three-dimensional prob-

lem.

拡散係数を構造同士の拡散係数よりも大きくする．次に，座
標軸方向 i, j = 1, 2において，a11 = 1×101，a22 = 1×10−1，
a12 = a21 = 0，ε = 1× 10−4 とする．このとき，式 (7)の解
pϕ は，図 4 (b)のようになり，青色の領域が熱輻射境界より
内部, 白色の領域が熱輻射境界より外部を表す．そして，図
4(b)における [0.1 < pϕ < 0.5] := {x ∈ D : pl < pϕ(x) < pu}
を熱輻射境界と定義すると，図 4 (c)の青線で示す通り，Γamb

に面する熱輻射境界条件を課す領域が抽出できる．本研究で
は，構造の外形近傍を抽出するために pϕ が零近傍の値域を
設定している．
7.1.2. 3次元問題への適用

3次元の場合，熱輻射の寄与度が大きい面が 4面となるた
め，x1 方向と x3 方向に分けて検討する．まず，x1 − x2 平
面を Γx1−x2amb , x3 − x2 平面を Γx3−x2amb と定義する. 図 5 (a)に，
適当な形状の x1 −x3断面を示す．(a)において，灰色の領域
が構造領域で，白色の領域が空孔領域である．図 5において,

上下の辺が Γx1−x2amb であり，左右の辺が Γx3−x2amb である．3次
元問題では Γx1−x2amb と Γx3−x2amb の両方に面している構造最外
形を熱輻射境界とする．図 5 (b)に熱輻射影響が大きい境界
を赤線，熱輻射影響が小さい境界を黒い点線で示す．このよ
うな境界を抽出するためには，境界抽出方程式を解き，(c),

(d)における赤線で示す境界を抽出する．その境界の共通部
分が (b)の赤線となり，3次元問題で求めたい熱輻射境界で
ある．
数値実験モデルとして図 6 (a) の構造を適用する．灰色

の領域が構造領域で，それ以外は空孔領域である．ここで，
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座標軸方向 i, j = 1, 2, 3 において，図 6 (b) に示すように
x1 方向の拡散を大きくした解を pϕ1 とし，a11 = 1 × 101，
a22 = a33 = 1×10−1，a12 = a13 = a23 = 0，ε = 1×10−4とし
た．ただし，pϕ = 0 on Γx3−x2amb とする．次に，図 6 (c)に示すよ
うに x3方向の拡散を大きくした解を pϕ2とし，a33 = 1×101，
a11 = a22 = 1× 10−1，a12 = a13 = a23 = 0，ε = 1× 10−4 と
した．ただし，pϕ = 0 on Γx1−x2amb とする．このとき，式 (7)

の解 pϕ は，図 6 (b)，(c)のようになり，青色の領域が所望
の熱輻射境界より内部, 白色の領域が外部を表す．図 6 (d)，
(e)では，図 6 (b)，(c) における [0.1 < pϕ < 0.5]を青線，そ
れ以外を白色で示している．そして，適切な値域で抽出し，
pϕ = pϕ1pϕ2 とすると，図 6 (f)に示すように，3次元でも必
要とする熱輻射の寄与度が大きい境界を抽出できる．

(a)

(b)

(c)

Fig. 4: Result of two-dimensional boundary extraction

equation. (a) Material distribution. (b) Solution pϕ.

(c) Extracted boundaries.

7.2. 設計変数依存を考慮したトポロジー最適化
数値解析例により，本研究で提唱する方法の有効性と妥当

性を検証する．問題設定は，図 3 (a), (b)に示すように成形
面 Γo，加熱面 Γt を含む領域を非設計領域とし，その間の矩
形領域を固定設計領域とする．非設計領域には常に材料が配
置され，固定設計領域内の材料分布が最適化されるものとす
る．なお，初期構造として全領域に材料が配置されるものと
する．
7.2.1. 2次元問題への適用
図 3 (a)に示すように，成形面 Γo，加熱面 Γt を含む 1m×

0.02mの領域を非設計領域とし，1m× 0.48mの矩形領域を
固定設計領域とした 2次元問題に適用する．まず，加熱面 Γt

を温度規定 Tt = 700 K, 固定設計領域内部の熱輻射寄与の高

Fig. 5: Image of three-dimensional boundary extraction.

(a) Cross-sectional design domain. (b) Boundaries with

large contribution of thermal radiation. (c) Solution pϕ1.

(d) Solution pϕ2.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fig. 6: Result of three-dimensional boundary extraction

equation. (a) Material distribution. (b) Solution pϕ1.

(c) Solution pϕ2. (d) [0.1 < pϕ1
< 0.5]. (e) [0.1 < pϕ2

<

0.5]. (f) Extracted boundaries.
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い領域に設計変数に依存した熱輻射境界条件を与える．ここ
では，物体領域の熱伝導率を α = 10 W/(mK)，空孔領域の熱
伝導率を β = 1×10−3 W/(mK)とした．また，熱輻射境界条
件 Γh(ϕ)の外部参照温度 Tambは Tamb = 400 Kとし，本研究
では，外部参照温度は実構造物の測温値とする．文献 (29) よ
り，2次元のステファンボルツマン定数は σs = 1.92× 10−10

W/(mK3)，放射率は εe = 1 の場合について考える．また，
本研究ではヘビサイド関数 H̃ の遷移幅を ϵu = 0.1，ヘビサ
イド関数 H(pϕ)における正の微小値を ϵh = 0.01，境界抽出
における閾値を pl = 0.1，pu = 0.5，デルタ関数の中央値を
y = (pl + pu)/2 = 0.3とする．目的汎関数の目標温度は T̃ で
表す Γo の温度分布とし，制約条件は固定設計領域の 50 %以
下の体積制約とする．この問題設定により，Γo での理想温
度分布を満たすような構造が得られる．支配方程式，随伴方
程式，境界抽出方程式及び反応拡散方程式を 2次要素により
離散化する．固定設計領域は 6節点三角要素で分割し，要素
数は 80197，節点数は 100090である．
まず，目的汎関数の一定温度 T̃ を T̃ = 600 K，正則化係

数 τ = 5 × 10−6 の条件下での最適化された構造を図 7 (a)

に示す．図 7 (a)において，青色の領域が構造領域 Ω1，白色
の領域が空洞領域 Ω0 を表す．構造の連結性を持つ明確な構
造領域が創出されていることが分かる．図 7 (b)は抽出され
た構造境界を示しており，赤線が熱輻射境界，青色の領域が
構造領域，白色の領域が空洞領域を示している．これにより
境界抽出方程式を用いて Γamb と面する境界だけを識別し，
所望の境界が設定できる．図 8 (a)には初期構造における温
度分布，図 8 (b)に最適化された構造における温度分布を示
す．初期構造では成形面 Γo において，中央部の温度が高く，
Γh(ϕ)近傍の温度低下が顕著であるため，目標温度との差異
が大きい．しかし，最適化された構造の中央は空孔となり，
中央部の温度上昇が抑えられ，Γh(ϕ)近傍では Γt と Γo の間
に構造を設けることで Γo の温度が一様化し，目標温度との
差異が小さくなることが確認された．特に，熱輻射境界条件
を与える Γh では細長い構造が形成され，遮熱効果をもたら
す遮熱板のような構造が確認された．図 9 (a)に，目標温度
との解析値の差異を表す目的汎関数の収束履歴を示す．目的
汎関数に関して，条件 {(J(ϕi) − J(ϕi−1))/J(ϕi−1)} < 0.01

を 10回継続して満たすことを収束判断基準としている．な
お iは計算ステップであり，138ステップで収束判断基準を
満たした．最適化の初期段階では目的汎関数の振動が確認さ
れるが，形状変化が大きい段階では温度変化も大きく，随伴
方程式の外力項の符号変化が目的汎関数の振動を引き起こ
していると考えられる．加えて，体積制約汎関数が安定する
までは形状変化が大きく，温度変化が大きいことも目的汎関
数の振動に影響していると推測される．60 ステップ以降は
体積制約汎関数が目標値に収束し，目的汎関数の振動も減少
している．そして，図 9 (b)にステップ間の温度差の絶対値
|T −Told|を領域内で積分した値の履歴を示す．120ステップ
以降では，ステップ間の温度差が 1K未満となり，周囲参照
温度 400Kと比較しても十分に小さく，最適化された構造に

おける線形近似の妥当性が確認できる．これらの結果から，
本手法を用いた有効性が示された．

(a) (b)

Fig. 7: (a) Optimized configurations. (b) Extracted

boundaries.

Fig. 8: (a) Initial temperature distribution. (b) Opti-

mized temperature distribution.

次に，異なる正則化係数 τ を設定し，最適化した結果を図
10に示す．本研究では正則化係数を (a)では τ = 5× 10−3，
(b) では τ = 5 × 10−4，(c) では τ = 5 × 10−5，(d) では
τ = 5×10−6と設定した．目的汎関数は (a)では 72.9，(b)で
は 59.8，(c)では 45.5，(d)では 39.1となり，正則化係数 τ が
小さくなるに連れて，幾何学的に複雑な形状が生成され，目
的汎関数値が小さくなる傾向が確認される．これは，式 (5)

で示される反応拡散方程式の正則化係数が，構造の周長制約
に影響を与えるためである．
7.2.2. 3次元問題への適用
次に，本提案手法を 3次元設計問題へ適用し，有効性を検

証した．図 3 (b)に示すように，成形面 Γo，加熱面 Γtを含む
1× 0.02× 0.02mの領域を非設計領域とし，1× 1× 0.48mの
領域を固定設計領域とする．3次元のステファンボルツマン
定数 σs は σs = 5.67× 10−8 W/(m2K4)の場合を考える．固
定設計領域は，10節点四面体要素で分割し，要素数 300831，
節点数 403020 である．他の条件は 6.1 節の 2 次元問題と同
じである. 目的汎関数を一定温度 T̃ = 600 K，正則化係数
τ = 5× 10−6 とした場合の最適化された構造を図 11に示す．
(a)が鳥瞰図, (b)が一部を除去した断面である．2次元の結
果と同様に中央部に空孔が創出され，Γo と Γt の間は構造が
繋がれている．図 11 (c)に抽出した熱輻射境界を示す．構造
内部の ∂Ω1 は含まずに，所望の境界を抽出できていること
が分かる．次に図 12 (a)に初期構造の温度分布，(b)に最適
化された構造の温度分布を示す．(a) では，領域 Γo におい
て，中央部と比較して，Γambに近い位置の温度が低い．最適
化された構造では Γo における中央の温度上昇が抑えられ，
Γamb 近傍の温度低下が抑制されている．そして，図 13に示
す目的汎関数は，98ステップで収束判断基準を満たした．以
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(a)
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(b)

Fig. 9: (a) Convergence history of objective functional

and volume constraint functional. (b) Temperature dif-

ference between iteration.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 10: Dependence of optimized configurations on reg-

ularization factor τ . (a) τ = 5×10−3. (b) τ = 5×10−4.

(c) τ = 5× 10−5. (d) τ = 5× 10−6.

上より，3次元でも本手法を用いた有効性が示された．

8. 結言
本研究では，設計変数に依存する熱輻射境界条件を考慮し

た熱伝導問題のトポロジー最適化法を提案した. 本研究で得
られた結果を次に示す．

1. 一般的な機械構造物の熱設計の方法を明示し，熱輻射
の影響が支配的な熱伝導問題において，マクロ的な構
造は形態係数，ミクロ的な構造は輻射率の影響が大き
いことを議論した．

2. 機械構造物の例として，温度制御が難しい成形炉の
型における温度場をモデル化し，熱伝導問題を定式化
した．

3. 熱輻射境界条件を付与した熱伝導における最適化問
題を定式化し，熱輻射による非線形項を含む感度解析
を行なった．

4. 形態係数が大きい領域の幾何学的位置関係を表現す
る偏微分方程式（境界抽出方程式）を提案した．境界
抽出方程式に基づいて，設計変数に依存する熱輻射境
界の識別方法を提案し，適切な値域を設定することで
熱輻射境界を抽出できることを示した．

5. 最適化ステップ毎に境界抽出を行い，非線形項を線
形近似したトポロジー最適化法のアルゴリズムを構築
し，その数値実装法を提案した．

6. 2次元および 3次元のモデルに本手法を適用し，方法
論の妥当性と有効性の結果を検討した．その結果，熱
伝導だけでは発生しない熱輻射特有の構造を創出でき
ることを確認した．

9. 付録
本文中 6.2節における，設計感度の導出方法を記す．設計

感度 J ′(ϕ)を導出するために，u = uϕ = Tϕ−Tt ∈ V := {u ∈
H1(D)∩Ld+2(Γh(ϕ)) : u = 0 on Γt}とし, 変数を変換すると
式 (8)は以下のようになる．

−div (κϕ∇uϕ) = 0 in D,

uϕ = 0 on Γt,

−κϕ∇uϕ · n = 0 on Γo,

−κϕ∇uϕ · n = g (uϕ + Tt) on Γh(ϕ).

(18)

すなわち，式 (8)の弱形式は次のように記述される．∫
D

κϕ(x)∇uϕ(x) · ∇ṽϕ(x) dx

+

∫
Γh(ϕ)

g(uϕ + Tt)(x)ṽϕ(x) dσ = 0 for all ṽϕ ∈ V. (19)

次に，随伴変数を ṽϕとして，以下のラグランジュ関数L(ϕ, uϕ, ṽϕ)
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(a)

(b) (c)

Fig. 11: Optimized configuration. (a) Bird’s-eye view.

(b) Cross section. (c) Extracted boundaries.

(a) (b)

Fig. 12: (a) Initial temperature distribution. (b) Opti-

mized temperature distribution.

Fig. 13: Convergence history of objective functional and

volume constraint functional.

を導入する．

L(ϕ, uϕ, ṽϕ)

:=

∫
Γo

(
uϕ(x) + Tt − T̃

)2
dσ

+

∫
D

κϕ(x)∇uϕ(x) · ∇ṽϕ(x) dx

+

∫
Γh(ϕ)

h((uϕ + Tt)
d+1 − T d+1

amb )ṽϕ(x) dσ. (20)

このとき，∂uϕL(ϕ, uϕ, ṽϕ) = 0 となる ṽϕ ∈ VΓt = {v ∈
H1(D) : v = 0 on Γt}を特定すると，J ′(ϕ) = ∂ϕL(ϕ, uϕ, ṽϕ)
が成り立つ．そこで，∂uϕL(ϕ, uϕ, ṽϕ) = 0となる ṽϕ ∈ VΓt に
ついて考察すると，

⟨∂uϕL(ϕ, uϕ, ṽϕ), ψ⟩H1(D)

=

∫
Γo

2(uϕ(x) + Tt − T̃ )ψ(x) dσ

+

∫
D

κϕ(x)∇ṽ(x) · ∇ψ(x) dx

+

∫
Γh

h(d+ 1)(u(x) + Tt)
d ṽ(x)ψ(x) dσ

for all ψ ∈ H1(D) (21)

が成り立つ．ここで，vϕ ∈ VΓt を次の方程式，∫
D

κϕ(x)∇vϕ(x) · ∇ψ(x) dx

−
∫
Γo

2(uϕ(x) + Tt − T̃ )ψ(x) dσ

+

∫
Γh

h(d+ 1)(uϕ(x) + Tt)
d vϕ(x)ψ(x) dσ = 0 (22)

の解とすると，∂uϕL(ϕ, uϕ,−vϕ) = 0，∂vϕL(ϕ, uϕ,−vϕ) = 0

を満たす．このとき，Tϕ = uϕ + Tt，vϕ = Sϕ より，Tϕ ∈
H1(D) に対する随伴方程式 (9) が得られる．また，J(ϕ) =

L(ϕ, uϕ,−vϕ) である. そして，L(ϕ, uϕ,−vϕ) を ϕ で微分す
ると，

⟨J ′(ϕ), ψ⟩H1(D)

=

⟨
∂L
∂ϕ

+
∂L
∂uϕ

∂uϕ
∂ϕ

+
∂L
∂vϕ

∂vϕ
∂ϕ

, ψ

⟩
H1(D)

= ⟨∂ϕL(ϕ, uϕ,−vϕ), ψ⟩H1(D)

= − lim
η→0+

∫
D

κ(ϕ+ηψ)(x)− κϕ(x)

η
∇uϕ(x) · ∇vϕ(x) dx (23)

が形式的に成り立つ．ここで，

lim
η→0+

κ(ϕ+ηψ)(x)− κϕ(x)

η
= δ(ϕ) (24)

であり，トポロジーの変更を許容するため，係数を Cη，η
とし，

δ(ϕ) ≈
Cηχ[0≤ϕ≤η]

η
a.e. in D, (25)

χ[0≤ϕ≤η] =

1 if 0 ≤ ϕ ≤ η,

0 otherwise,
(26)
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としてデルタ関数を表現する．なお，[0 ≤ ϕ ≤ η] = {x ∈ D :

0 ≤ ϕ(x) ≤ η}である．ここで，Ttが定数ならば式 (2)の構造
領域でのみ感度を持つように，特性関数 χϕ ∈ L∞(D; {0, 1})
を用いると，文献 (25) より以下が成り立ち，

J ′(ϕ) ≈ −ηχϕ∇uϕ · ∇vϕ = −χϕ∇Tϕ · ∇Sϕ (27)

として近似設計感度が構成される．ここでは，簡便化するた
め，Cη = 1, η = 1としている．
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For the calculation of elastic structure frequency response, a commonly used method is 

the full mode method (FM). However, for a frequency range, this approach tends to be 

computationally expensive, especially in the process of topology optimization. Therefore, 

this study proposes to use the mode displacement method (MDM), which is one of the 

mode reduction methods. Similarly, for topology optimization in the frequency range, 

using this method to calculate the adjoint operator can greatly reduce the calculation 

cost of topological derivatives. The results show that in frequency range, using MDM can 

significantly improve the efficiency of calculating frequency response and topological 

derivatives while ensuring a certain accuracy. 

Key Words: Mode reduction, Mode displacement method, Frequency response, Topological 

derivative 

1. Introduction

In numerical calculation of the response of a structure to a

single frequency, a commonly used method is called the full 

mode method (FM), which provides quite accurate results. 

However, when calculating the response in a frequency interval, 

the calculation cost is very expensive because the response of 

different frequencies needs to be repeatedly calculated, and all 

modes of the discrete structure will be used each time. In 

practical situations, we are often interested in the low-frequency 

response. Therefore, mode reduction methods are becoming 

increasingly popular. These methods utilize only a few modes of 

the discrete structure, thereby reducing computational cost 

while maintaining accuracy. The mode displacement method 

(MDM) is one of the mode reduction methods used in this paper. 

It has a significant advantage when applied to the calculation of 

frequency band responses. When calculating multiple frequency 

responses with MDM, the eigenfrequencies and eigenvectors 

only need to be calculated once. Each subsequent frequency 

responses calculation involves only simple superposition, which 

significantly reduces the computational cost compared to FM. 1 
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In the context of frequency domain topology optimization, 

mode reduction methods are often applied. The first type is 

based on modal superposition，Ma(1) used MDM combined with 

the density-based method to perform optimization of the elastic 

structure. Liu(2) compared the optimization of MDM and mode 

acceleration method (MAM)(3). Among them, MAM has more 

calculation cost than MDM, but its accuracy is slightly higher. 

The second type is based on series expansion, such as Jensen(4) 

used Padé expansion and density-based method. Yoon(5) used 

the Quasi-Static Ritz Vector (QSRV) to make the optimization. 

The topological derivative is a new sensitivity analysis 

method, which is different from the previous gradient-based 

sensitivity analysis. Otomori(6), Filho(7) used topological 

derivatives to optimize static problems. Lopes(8) used a method 

based on topological derivatives to perform multi-load topology 

optimization of static problems. Giusti(9) used the topological 

derivative for topology optimization of anisotropic materials. 

Isakari(10) derived the topological derivative of the eigenvalue 

objective function based on the Helmholtz equation structure. 

Yamada(11) used this approach to optimize the response at 

specific frequency. When performing sensitivity analysis for non-

self-adjoint situations, it is also necessary to calculate the 
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adjoint operator of the topological derivative. The adjoint 

operator is usually obtained by solving the adjoint problem, 

which is also a computationally intensive process. In previous 

research, Hoshuku(12) used Padé approximation to approximate 

frequency response and topological derivative. In this study, 

MDM is also proposed for solving the adjoint problem of 

frequency band responses. 

Overall, this paper aims to explore efficient methods for 

calculating the frequency response and topological derivatives of 

elastic structures. Using MDM for frequency response 

calculation and combining it with topological derivative to 

achieve efficient frequency band optimization. Numerical 

experiments will be performed to verify the effectiveness and 

efficiency of the proposed method, and comparisons with the 

FM method will be presented. The results of this study 

contribute to the development of improved optimization 

techniques for elastic structures under harmonic excitation. 

2. Methods for Frequency Response Calculation

The forward problem calculation in this paper, which involves

the frequency response calculation of the structure, will be 

based on the finite element method (FEM). 

2.1. Full Mode Method (FM) 

First, let's introduce the full mode method. For a linear 

elastic structure under harmonic excitation, as shown in Figure 

1, it satisfies the following governing equations: 

Cijkluk,lj + ρω2ui = 0  in Ω  (1) 

ti = t ̅i  on Γt  (2) 

ui = u̅i  on Γu,  (3) 

where Cijkl  is elasticity tensor, ui  is frequency response, ρ  is 

material density, ti  is traction, t ̅i  is the amplitude of the

external force on boundary Γt , u̅i  is the specified displacement 

value on boundary Γu. 

Fig. 1   Elastic body problem 

The weak forms of (1) to (3) can be expressed as: 

∫ ũi,jCijkluk,l
Ω

dΩ −ω2∫ ρũiui
Ω

dΩ = ∫ t ̅iũidΓ
Γt

,    (4) 

here ũi is the test function. The matrix form of (4) is: 

(K− ω2M)u = F,    (5) 

where K is stiffness matrix, M is mass matrix, u is the vector of 

frequency response, F is load vector. Through (5), the frequency 

response u can be obtained: 

u = (K− ω2M)-1F.                       (6) 

It can be seen from (6) that for a system with n  degrees of 

freedom, obtaining its response requires the inversion operation 

of an n × n matrix. This process requires a lot of calculations, 

and computational cost increases cubically as the degree of 

freedom of the system increases. 

2.2. Mode Displacement Method (MDM) 

The Mode Displacement Method is one of the mode reduction 

methods, which can efficiently calculate the displacement 

response of a structure with reduced computational effort. It is 

particularly useful for problems involving multiple frequency 

responses, significantly reducing computation time. For a linear 

elastic structure subjected to harmonic loads, it satisfies the 

following equation: 

Cijkluk,lj − ρüi = 0  in Ω  (7) 

ti = t ̅ie
jωt  on Γt  (8) 

ui = u̅i  on Γu,  (9) 

where üi is the second derivative of displacement to time. The 

weak form of (7) to (9) is: 

∫ ũi,jCijkluk,l
Ω

dΩ +∫ ρũiüi
Ω

dΩ = ∫ t ̅ie
jωtũidΓ

Γt

.    (10) 

The matrix form of (10) is: 

Ku + Mü = T̅ejωt.                        (11) 

For a discrete system with n degree of freedoms, its normalized 

i-th order eigenvector φ
i
 satisfies:

φ
i
TMφ

i
= 1  (12) 

φ
i
TKφ

i
= ωi

2,  (13) 

where ωi represents the i-th eigenvalue of the system. For the 

displacement vector, it can be expressed using the eigenvector 

matrix Φ  as the base conversion matrix, represented by 

generalized coordinates y
i
:

u = Φy =∑φ
i
y
i

n

i=1

,   (14) 

where matrix Φ = [φ
1
,  φ

2
, …, φ

n
] . By substituting (12), (13)

and (14) into the matrix form of the governing equation (11), 

we obtain: 

ΦTMΦÿ + ΦTKΦy = ÿ + diag(ωi
2)y = ΦTT̅ejωt.       (15)

Since the load T̅ejωt  is harmonic, the response in generalized 

coordinates ÿ
i
 can also be obtained:

ÿ
i
= −ω2y

i
 .                               (16)

Substituting (16) into (15), we can obtain: 

y
i
= (ωi

2 − ω2)−1φ
i
TT̅ejωt.                  (17)

Substituting (17) back into (14), obtained: 

u =∑φ
i
y
i

n

i=1

=∑
φ

i
TT̅φ

i

ωi
2 − ω2

ejωt

n

i=1

.    (18) 

Therefore, the response amplitude should be: 
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u′ =∑
φ

i
TT̅φ

i

ωi
2 − ω2

n

i=1

.    (19) 

By reducing the modes and considering only the first l-th 

eigenvalues and eigenvectors, we can get: 

u′ =∑
φ

i
TT̅φ

i

ωi
2 −ω2

l

i=1

,    (20) 

where l ≪ n . The above formula represents the frequency 

response calculation using the MDM. 

2.3. Comparison between two methods 

Figure 2 and Figure 3 are the processes of the two frequency 

response calculation methods respectively. 

Fig. 2   Process of FM 

Fig. 3   Process of MDM 

Taking a two-dimensional cantilever beam with 6642 degrees 

of freedom as an example, with one edge subjected to uniformly 

distributed harmonic excitation as shown in Figure 4. The 

material parameters are Young's modulus E = 2e11 Pa, 

Poisson's ratio ν = 0.33, and density ρ = 7890 kg/m3. The 

frequency responses in the angular frequency range [0, 5000] are 

calculated using both methods. The response curve obtained 

using the FM method is shown in Figure 5 with blue lines, while 

the MDM results are shown in Figure 5 with red lines. Here, l 

indicates different orders of eigenvalues and eigenvectors. 

Comparing the graphics, it can be observed that when the total 

degrees of freedom of the structure are 6642, if l is greater than 

or equal to 3, approximately accurate results can be obtained. 

Fig. 4   2D cantilever beam 
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(c) l = 3

(d) l = 5

Fig. 5   When l takes 1, 2, 3 and 5 respectively, the comparison 

of MDM and FM calculation results. The blue lines are FM, 

and the red lines are MDM. When l >= 3, MDM can get 

approximately accurate results. 

Considering the example of 2D cantilever beam with 420 

degrees of freedom, we compare the accuracy achieved with 

different numbers of eigenvalues and eigenvectors used in MDM. 

In comparison with the FM method, the relationship between 

the maximum relative residual of the obtained results and the 

number is shown in Figure 6. When the number of eigenvectors 

and eigenvalues l is greater than 100, the relative residual errors 

r are typically less than 1%, and when l > 400, r = 0. The 

calculation formula for r is as follow: 

r =  a (
|uMDM − uFM|

uFM

) .                                  (21) 

Fig. 6 Relationship between the maximum relative residual of 

the obtained results and the number of selected modes. 

Compare the computation time of the two methods. We use 

m to represent the number of samples in the frequency interval, 

t0 to represent the calculation time of FM to calculate a certain 

frequency response. The total time of frequency response in the 

calculation interval is T0 = m ∙ t0 . For MDM, we use t1  to 

represent the time required for calculate the first few modes, t2 

to represent the time required to superpose for response at a 

certain frequency. In this way, the total time for using MDM to 

calculate the frequency response in the interval is T1 = t1+ m ∙

t2. Using the cantilever beam mentioned above as the example. 

The MDM uses the first 10 order modes, and the single 

frequency response is calculated in two methods. t0 is 0.003s. t1 

is 0.005s and t2 is less than 0.001s. So for a single frequency, t1+ 

t2 > t0, FM requires less calculation time. For the response in 

frequency range, if the number of frequency samples is m=500, 

then the total time of FM is T0 = 2.5s theoretically, and the 

total time of MDM is T1 = 0.505s. Therefore, MDM can 

significantly reduce calculation time. The selection of the 

number of modes is also affect the total time in MDM. Figure 8 

shows in MDM, the relationship between the total calculation 

time and the number of modes. It can be seen that they are 

approximately linear relation. When MDM uses all of modes, 

the time is similar to FM. 
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Fig. 7 Computation time of MDM as the number of 

eigenvectors and eigenvalues increase. 

3. Topological derivative

To find the best material distribution in the design domain，

we define a level-set function ϕ(x) to continuously evolve the

new boundary. The updating of the level-set function can be

done through the following reaction-diffusion equation:

{

∂ϕ

∂t
= K(−𝒯 + τ∇2ϕ)    i   

∂ϕ

∂n
= 0     ∂ \∂Γ𝑡

 ϕ = 1     ∂Γ𝑡

  ,    (22) 

where t is the fictitious time, K is the coefficient of propor-

tionality, τ is a regularization parameter for the fictitious inter-

face energy, D represents the design domain. 𝒯  is so-called 

topological derivative, which determines whether the material 

should exist at each node, and the evolution direction of the 

level-set function boundary. 

In this paper, topological derivatives are performed to make 

the sensitivity analysis. The topological derivatives represent 

the effect of a small hole appearing in the structure on the 

growth or decrease of the objective function. As shown in Figure 

5, when a small hole Ωϵ with a radius ϵ appears in the domain 

Ω, the objective functional J undergoes a change δJ. Therefore, 

the influence of the hole on the objective function can be 

expressed as: 

𝒯 =  i 
𝜖→0

(J+ δJ) − J

f(ϵ)
=  i 

𝜖→0

δJ

f(ϵ)
,                        (23) 

where f(ϵ) is a positive function that f(ϵ) → 0 when ϵ → 0. J is 

the objective functional. 

Fig. 8   Design domain Ω generate a small hole Ωϵ 

The topological derivatives can be calculated by using the 

adjoint method. For a single frequency boundary integral 

objective functional: 

F=∫ f(ui,ti)dΓ
Γ

,  (24) 

according to references(11)(13), the topological derivative for it 

can be calculated by: 

𝒯ω =
3(1− 𝑣)

2(1+ 𝑣)(7− 5𝑣)
{
−(1− 14𝑣 + 15𝑣2)E

(1− 2𝑣)2
𝛿ij𝛿kl

+ 5E(𝛿ik𝛿jl + 𝛿il𝛿jk)} ũi,j
0 uk,l

0 − ρω2ũi
0ui

0,   (25) 

where ũi is the adjoint operator. When the problem is non-self-

adjoint, it can be obtained by solve the problem: 

Cijkluk,lj + ρω2ũi = 0  in Ω  (26) 

t̃i =
∂f(ui, ti)

∂ui
  on Γt  (27) 

ũi = −
∂f(ui, ti)

∂ti
 on Γu,  (28) 

which also can be solved by MDM in adjoint field. Through this, 

it can greatly improve the efficiency of topology optimization. 

For optimization over a frequency band, the objective function 

can be defined as a numerical integration over a frequency 

interval: 

J = ∫ Fdω
ω2

ω1

.    (29) 

Correspondingly, the topological derivative also requires 

numerical integration over the frequency interval: 

𝒯 = ∫ 𝒯ωdω
ω2

ω1

.    (30) 

To compare the accuracy of MDM in calculating topological 

derivatives, we use the aforementioned cantilever beam once 

again. We select a node on the beam, and then calculate the 

corresponding topological derivatives of the compliance 

objective. The frequency response interval is [100, 600]. The 

relative residual errors between MDM and FM are shown in 

Figure 9. It can be seen that the majority of the residuals are 

less than 1.5%. Moreover, when the number of modes exceeds 

200, the residual is less than 0.5%. 

Fig. 9 Relation between the relative residual of the topological 

derivative and the number of selected modes. 
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4. Numerical examples

In this section, optimization examples based on MDM and

topological derivatives are presented. Also, they are compared 

with results obtained by FM under the same conditions. For the 

2D cantilever beam, in design domain D, we look for the 

material distribution that minimizes the objective function J, as 

shown in Figure 10. The material parameters and boundary 

conditions remain unchanged, and the volume fraction is set to 

0.4. The objective function J is the minimum compliance in the 

frequency interval: 

J = ∫ ∫ t ̅iuidΓ
Γt

dω
ω2

ω1

,    (31) 

where ω1 = 100, ω2 = 300. The mesh of the structure contains 

16,186 degrees of freedom. In MDM, the number of eigenvectors 

and eigenvalues is l = 200. The regularization parameter τ is 

equal to 7e-4. Figures 11 and 12 show the results of the two 

methods. The structures after 50 iterations of optimization are 

shown in Figures 11(a) and 12(a). The changes in their 

respective objective functions and volume fractions with each 

iteration are presented in Figures 11(b) and 12(b), the time 

required for each optimization iteration step of FM is about 

35.29s, and MDM is about 19.60s (∆ω=1). Figure 13 shows the 

results in the frequency interval [100, 500], with all other 

parameters unchanged, the time required for each optimization 

iteration step of FM is about 69.63s, and MDM is about 34.39s 

(∆ω=1). 

Fig. 10 Example of 2D cantilever beam. D is design domain, Ω 

represents the material area, D\Ω represents the void domain. 

(a) Results after 50 iterations

(b) Changes of objective function values and volume fractions

Fig. 11 Result of MDM in frequency interval [100, 300].

(a) Results after 50 iterations

(b) Changes of objective function values and volume fractions

Fig. 12 Result of FM in frequency interval [100, 300].
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(b)FM

Fig. 13 Results of MDM and FM in frequency interval [100, 500]. 

The results of MDM are basically same as FM, with slight 

differences. The changes of corresponding objective functions 

and volume fractions are also roughly same. Therefore, using 

MDM make the topology optimization can obtain basically 

accurate results. 

5. Conclusion

In calculation of frequency response in intervals, whether it is

calculating the frequency response or the adjoint variable of 

topological derivative, campare with the full mode method, 

using the mode displacement method can effectively reduce the 

computational cost and save calculation time. 

The results in Figure 12 and Figure 13 are slightly 

asymmetric. The possible reason is that we used the triangular 

elements, which lead to mesh asymmetry. Another reason may 

be the error caused by mode reduction, which is also the 

direction for improving this method in the future. 
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境界積分方程式で記述される形状最適化問題における
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Is this study, we evaluate a shape derivative and Hilbertian-regularized gradient of cost

functionals associated with solutions of boundary integral equations. We focus on two-

dimensional problems with smooth bounded domains and parameterize them using peri-

odic functions. The parameterization allows us to apply the Fréchet-differential calculus

in a straightforward manner. We apply the Hilbertian regularization technique to obtain

a gradient (descent direction) of the cost functionals. Some numerical examples are pre-

sented to verify the obtained sensitivity.

Key Words : Shape derivative, Shape optimization, Boundary integral equation, Laplace

equation, Regularization

1. 緒言
形状最適化問題は与えられた形状汎関数を最小化・最大化

する形状を求める最適化問題であり、所望の物理特性を達成
する構造を最適化法に基づき決定する構造最適化や、構造欠
陥同定などを扱う逆問題で議論される重要な問題である (1)。
通常の数理最適化問題と同様に、形状最適化問題も非常に

簡単な例を除いてその最適解を解析的に求めることはできな
い。したがって、形状汎関数のある種の勾配 (降下方向) を
利用した勾配法を数値的に実行することで近似解を計算する
方策が有力である。
多くの場合、形状汎関数の勾配は汎関数微分を与える関数

として求まることになる。例えば汎関数微分として Fréchet

微分を考える場合、微分係数は形状を表現する関数の空間の
双対空間の元として求まることになる。しかし、一般に双対
空間の元を表現する関数は必ずしも存在するとは限らず、ま
た見つかったとしても多くの場合元の空間に入るための正則
性が不足する。これは形状最適化の分野で古くから知られて
いる問題であり、正則性が足りない降下方向を用いることに
より数値的安定性が失われ非常に波打った形状が得られるな
どの現象が報告されている (2)。
この問題に対処するために、例えばスプライン曲線などを

2023 年 9 月 27 日受付，2023 年 11 月 3 日受理

用いて形状表現の自由度を小さくし、数値的安定性を向上さ
せるなどの対策が取られる (3)。しかし、この方法は表現可
能な形状を大きく制限することになり、形状最適化による形
状設計の利点である自由度の高さを損なうことになる。
その他の方法として、境界形状あるいは勾配の正則性を高

める、正則化の手続きを適宜施す方策も一般的である。畔上
のH1勾配法 (2)では、正則性が不足している勾配の代わりに、
それをソースとする楕円形偏微分方程式の弱解を降下方向
とする。同様の方法は例えばMohammadi and Pironneau(4)

や Allaire et al.(5) によって紹介されている。Allaire et al.の
記述によれば、この種の正則化は Hilbertian regularization

(Hilbert正則化) と呼ばれる手続きに一般化される。
多くの場合、形状最適化は偏微分方程式の解に陰に依存す

る形状汎関数を扱うため、Lipschitz 領域の変形とその上の
弱解の変動を議論することが一般的である。一方で、形状最
適化が扱う形状変動は境界の連続的な変形として表現でき
るため、境界の離散化のみで偏微分方程式を解くことができ
る境界要素法と相性が良い。実際、境界要素法を利用した形
状最適化の例は多く報告されている (6)–(10)。さらに、境界と
その上のデータが十分滑らかであれば、適切な離散化を施す
ことで非常に精度の良いスキームを構成することができる
(11)。これは例えば汎用的な有限要素法と比較して計算コス
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トの観点から大きな利点といえる。また、偏微分方程式では
なく境界積分方程式でモデル化される輻射などの物理現象を
対象とする形状最適化にも有用である。
一方で、偏微分方程式の弱解に関して知られている事実と

比較して境界積分方程式に関する結果は多くない。境界積分
方程式の解の形状に関する Fréchet微分に関しては、例えば
Kress,(11) Colton and Kress,(12) Ammari et al.(13) が詳述し
ている。しかし、それを引数とする汎関数微分の計算法とそ
の勾配の正則化については議論されていない。
そこで、本研究は 2 次元問題を対象として境界積分方程

式の解に依存する形状汎関数 (目的汎関数) の勾配、いわゆ
る形状最適化問題の設計感度を新たに導出する。本稿では形
状は C2 級を仮定し、周期関数を用いてパラメトリックにこ
れを表現する。このパラメータ表示によって境界積分方程式
を [0, 2π] 上の積分方程式に置き換えて、解の形状に関する
Fréchet微分可能性を議論する。ここで積分作用素の Fréchet

微分に関する既存の結果 (11) を利用する。その後、適当な
双対系を定めることで随伴変数法を適用し、目的汎関数の
Fréchet 微分係数の表現を得る。また、得られた Fréchet 微
分係数に Hilbert正則化を施し、適切な正則性を有する勾配
が計算できることを示す。最後に導出した微分係数の妥当性
を数値的に検証し、これを利用した簡単な形状最適化の例を
示す。

2. 定式化
2.1. 準備
まず以下のように関数空間を定義する。
• C2π := {ϕ ∈ C(R) : ϕ is 2π-periodic}

• Ck2π := {ϕ ∈ Ck(R) : ϕ is 2π-periodic} (k ∈ N)

• Uad := {ϕ ∈ C2
2π(R) : ϕ(t) > 0, t ∈ R}

ここで、Ck(R) は R 上で Ck 級の関数全体の線形空間であ
る。また C2π と Ck2π はそれぞれ以下のようにノルムを定め
ると Banach空間となる。また、Uad は C2

2π の開部分集合で
ある。

‖ϕ‖C2π := max
x∈[0,2π]

|ϕ(x)| (1)

‖ϕ‖Ck
2π

:=

k∑
j=0

‖ϕ(j)‖C2π (2)

また作用素と汎関数に関して以下を用いる。
• L(X,Y ): Banach 空間 X から Banach 空間 Y への有
界線形作用素全体が成す線形空間で、作用素ノルムを
備えた Banach空間

• X∗ := L(X,R): Banach空間 X の双対空間
• isom(X,Y ): Banach空間 X から Banach空間 Y への
線形同型写像全体が成す線形空間で、作用素ノルムを
備えた Banach空間

Fig. 1: Parameterized shape Ωr.

Banach空間 X の双対空間 X∗ の各元 F ∈ X∗ に関して次の
表記を用いる。

F (ϕ) =: 〈F,ϕ〉X ∀ϕ ∈ X (3)

Banach 空間 X の開部分集合 U から Banach 空間 Y への
写像 F : U → Y について考える。与えられた ϕ ∈ U に関し
て、ある 0の近傍のすべての ϕ̂ ∈ X に対して

F (ϕ+ ϕ̂) = F (ϕ) + L(ϕ̂) + o(‖ϕ̂‖X) (4)

となる L ∈ L(X,Y )が存在するとき、F : U → Y は ϕ ∈ U で
Fréchet微分可能といい、L =: dF (ϕ) ∈ L(X,Y )を F : U →
Y の ϕ ∈ U における Fréchet微分係数と呼ぶ (14)。
2.2. 領域の定義と内部Dirichlet問題の境界積分方程式
周期関数 r ∈ Uad が与えられたとき Fig. 1のような C2 級

かつ星状の 2次元有界領域 Ωr を次式で定める。

∂Ωr = {(r(t) cos t, r(t) sin t)T : 0 ≤ t ≤ 2π} (5)

周期関数 rが r ∈ Uad となるための条件 r > 0は境界 ∂Ωr が
自己交差しないことを意味する。
ここで以下の Laplace 方程式の内部 Dirichlet 問題につい

て考える。

−∆ur = 0 in Ωr (6)

ur = f |∂Ωr =: fr on ∂Ωr (7)

ここに、f は R2 上で C1 級の関数とする。
境界積分方程式
1

2
vr(x)−

∫
∂Ωr

∂G

∂ν(y)
(x, y)vr(y)ds(y) = −fr(x) on ∂Ωr

(8)

の唯一の解 vr ∈ C2π を用いて内部 Dirichlet問題の解は次式
で与えられる (11)。

ur(x) =

∫
∂Ωr

∂G

∂ν(y)
(x, y)vr(y)ds(y) in Ωr (9)

ここにGは 2次元 Laplace方程式の基本解であり、次式で与
えられる。

G(x, y) =
1

2π
log

1

|x− y| (10)
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また、境界上の点を hr(t) := (r(t) cos t, r(t) sin t)T として
ϕr(t) := vr(hr(t)) かつ gr(t) := −fr(hr(t)) と置くと境界積
分方程式 (8)は以下の [0, 2π]上の積分方程式として書き表す
ことができる。

1

2
ϕr(t)−

∫ 2π

0

kr(t, τ)ϕr(τ)dτ = gr(τ) (11)

ここに、外向き単位法線ベクトルを

νr(t) := ((r(t) sin t)′,−(r(t) cos t)′)T /|h′
r(t)| (12)

として

kr(t, τ) :=|h′
r(τ)|νr(τ) · ∇yG(hr(t), y)|y=hr(τ)

=
|h′
r(τ)|νr(τ) · (hr(t)− hr(τ))

2π|hr(t)− hr(τ)|2
(13)

で定義した。このカーネル kr は連続であり、特に

kr(t, t) =
h′′
r (t) · νr(t)
4π|h′

r(t)|
(14)

である。
本研究の目的は、形状 r と内部 Dirichlet 問題の解 ur を

引数とする汎関数の r に関する Fréchet 微分係数、いわゆ
る形状導関数を求めることである。解 ur は式 (9) を通して
ϕr ∈ C2π で表現できるから、r ∈ Uad と ϕr ∈ C2π を引数と
する汎関数 J(r, ϕr)について考えれば良い。すなわち、形状
最適化問題

inf
r∈Uad

J(r, ϕr) (15)

を勾配法を用いて数値的に解くための形状感度について議論
する。
この汎関数 J : Uad ×C2π → Rが (r, ϕr)で Fréchet微分可

能であると仮定し、Uad 3 r 7→ J(r, ϕr) =: j(r)の Fréchet微
分係数 j′(r) ∈ (C2

2π)
∗ を以下で導出する。

2.3. 領域変動に関する Fréchet微分
まず積分方程式 (11) 右辺について、Uad 3 r 7→ gr ∈ C2π

の Fréchet微分について考える。r̂ ∈ C2
2π とすると

gr+r̂(t) =− f(hr+r̂(t))

=− f(hr(t) + hr̂(t))

=− f(hr(t))− hr̂(t) · ∇f(hr(t)) + o(‖r̂‖C2
2π
) (16)

と評価でき、また r̂ 7→ hr̂(t) · ∇f(hr(t))は有界だから Uad 3
r 7→ gr ∈ C2π の Fréchet微分係数 g′r ∈ L(C2

2π, C2π)は

g′r[r̂] = −hr̂(t) · ∇f(hr(t)) (17)

で与えられる。
次に積分方程式 (11)の解について、r 7→ ϕrが Fréchet微分

可能であることを確かめる。まず積分作用素Kr : C2π → C2π

を次式で定義する。

(Krϕ)(t) =

∫ 2π

0

kr(t, τ)ϕr(τ)dτ (18)

カーネル kr は連続であるからKr : C2π → C2π はコンパクト
作用素である。また Uad 3 r 7→ Kr ∈ L(C2π, C2π)は Fréchet

微分可能であり、その微分係数K′
r ∈ L(C2

2π,L(C2π, C2π))は
次式で表される (11)。

(K′
r[r̂]ϕ)(t) =

∫ 2π

0

k′r(t, τ ; r̂)ϕ(τ)dτ (19)

ここに、カーネル k′r は次式で定義される。

k′r(t, τ ; r̂)

=
|h′
r̂(τ)|νr̂(τ) · (hr(t)− hr(τ))

2π|hr(t)− hr(τ)|2
− |h′

r(τ)|
2π|hr(t)− hr(τ)|2

×
[
2
[(hr(t)− hr(τ)) · νr(τ)][(hr(t)− hr(τ)) · (hr̂(t)− hr̂(τ))]

|hr(t)− hr(τ)|2

− (hr̂(t)− hr̂(τ)) · νr(τ)
]

(20)

このカーネル k′r もまた連続であり、実際 t = τ で以下の値
を取る。

k′r(t, t; r̂)

=
1

4π|h′
r(t)|2

[
|h′
r(t)|νr(t) · h′′

r̂ (t) + |h′
r̂(t)|νr̂(t) · h′′

r (t)

− 2(h′′
r (t) · νr(t))

h′
r(t) · h′

r̂(t)

|h′
r(t)|

]
(21)

また第二種 Fredholm方程式 (8)の可解性に関する結果 (11)

から任意の r ∈ Uadで 1
2
I−Kr ∈ isom(C2π, C2π)である。よっ

て Banach空間上の逆写像の微分公式 (Lang,(15) Proposition

3.9) より r 7→ ( 1
2
I − Kr)

−1gr = ϕr は Fréchet 微分可能で
ある。
2.4. 随伴変数法による汎関数微分の計算
以上の考察から r 7→ j(r) が Fréchet 微分可能であること

が確かめられた。本小節ではその具体的な計算方法について
議論する。以降は簡単のために、rを固定した ϕに関する J

の Fréchet微分係数が

〈dφJ(r, ϕ), ϕ̂〉C2π = 〈J ′
φ(r, ϕ), ϕ̂〉C2π,C2π ∀ϕ̂ ∈ C2π (22)

となるJ ′
φ(r, ϕ) ∈ C2πが存在すると仮定する。ここに 〈·, ·〉C2π,C2π :

C2π × C2π → R は次式で定義される非退化な双線形形式で
ある。

〈ϕ,ψ〉C2π,C2π :=

∫ 2π

0

ϕ(t)ψ(t)dt (23)

この双線形形式により定められる双対系 〈C2π, C2π〉 にお
ける随伴変数を用いて、目的汎関数 j(r) の Fréchet 微分係
数 j′(r) ∈ (C2

2π)
∗ を計算する。まず Lagrange 汎関数 L :

Uad × C2π × C2π → Rを次式で定義する。

L(r, ϕ, ψ) := J(r, ϕ) +

⟨
ψ,

(
1

2
I −Kr

)
ϕ− gr

⟩
C2π,C2π

(24)
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特に ϕ = ϕr を選ぶと、j(r) = L(r, ϕr, ψ)を得る。また、随
伴変数 ψr ∈ C2π を次式を満たすように定める。

0 =〈dφL(r, ϕ, ψr), ϕ̂〉C2π

=〈dφJ(r, ϕ), ϕ̂〉C2π +

⟨
ψr,

(
1

2
I −Kr

)
ϕ̂

⟩
C2π,C2π

=〈J ′
φ(r, ϕ), ϕ̂〉C2π,C2π +

⟨
ψr,

(
1

2
I −Kr

)
ϕ̂

⟩
C2π,C2π

=

⟨(
1

2
I −K∗

r

)
ψr + J ′

φ(r, ϕ), ϕ̂

⟩
C2π,C2π

∀ϕ̂ ∈ C2π

(25)

ここでKrはコンパクト作用素であり従って 1
2
I−Kr : C2π →

C2πが有界であることを用いた。またK∗
r はKrの 〈C2π, C2π〉

に関する随伴作用素であり、次式で与えられる。

(K∗
rψ)(t) =

∫ 2π

0

kr(τ, t)ψ(τ)dτ (26)

問題 (25)は次の随伴方程式と等価である。(
1

2
I −K∗

r

)
ψr = −J ′

φ(r, ϕ) (27)

Fredholmの交代定理より随伴方程式 (27)は積分方程式 (11)

と同様に well-posedである。
これらを利用して Fréchet微分係数を連鎖律を用いて計算

すると次式を得る。

〈j′(r), r̂〉C2
2π

=〈drL(r, ϕ, ψ)|φ=φr,ψ=ψr , r̂〉C2
2π

+ 〈dφL(r, ϕ, ψr)|φ=φr , ϕ
′
r[r̂]〉C2π

+ 〈dψL(r, ϕr, ψ)|ψ=ψ, ψ
′
r[r̂]〉C2π

=〈drL(r, ϕ, ψ)|φ=φr,ψ=ψr , r̂〉C2
2π

=〈drJ(r, ϕ)|φ=φr , r̂〉C2
2π

− 〈ψr,K′
r[r̂]ϕr + g′r[r̂]〉C2π,C2π (28)

2.5. Hilbert正則化による汎関数勾配の計算
前小節で目的汎関数 j : Uad → R の Fréchet 微分係数

j′(r) ∈ (C2
2π)

∗ が求まったが、勾配法で必要となるものは微
分係数ではなく次式を満たす勾配 ∇j(r) ∈ C2

2π である。

〈j′(r),∇j(r)〉C2
2π
> 0 (29)

C2
2π は Hilbert空間でないから、これを満たす勾配 ∇j(r) ∈

C2
2π は即座には定まらない。また、部分積分などを用いて

〈j′(r), r̂〉C2
2π

=

∫ 2π

0

ψ(t)r̂(t)dt ∀r̂ ∈ C2
2π (30)

となる関数ψが形式的に見つかった場合でも、一般にψ ∈ C2
2π

となる保証はない。そこで、本研究は以下で述べる Hilbert

正則化 (5) を用いて勾配を計算する。
まず C2

2π に連続に埋め込まれる Hilbert空間を用意する。
例えば Sobolev 空間の埋め込み (Saranen and Vainikko,(16)

Lemma 5.3.3) から k ≥ 3でHk
2π ↪→ C2

2π が成り立つから、こ

の Hilbert空間に Hk
2π を選ぶことができる。ここに

Hk
2π :=

{ ∞∑
m=−∞

cmeimt : cm ∈ C,

∞∑
m=−∞

(1 +m2)k|cm|2 <∞
}

(31)

は周期 Sobolev空間であり、定数 α > 0を用いて次式で定義
される内積を備えた Hilbert空間である。

(ϕ,ψ)Hk
2π

:=

∞∑
m=−∞

(1 + αm2)kϕmψm (32)

ϕm =
1

2π

∫ 2π

0

ϕ(t)e−imtdt (33)

ψm =
1

2π

∫ 2π

0

ψ(t)e−imtdt (34)

この Hilbert空間Hk
2π を用いて、以下の問題の解として勾

配 ∇j(r) ∈ Hk
2π を求める。

Find ∇j(r) ∈ Hk
2π such that (∇j(r), ψ)Hk

2π
= 〈j′(r), ψ〉C2

2π

for all ψ ∈ Hk
2π

(35)

これは Lax–Milgram の定理より well-posedである。この問
題の唯一の解として定まる勾配 ∇j(r) ∈ Hk

2π は次式を満た
すことが分かる。

〈j′(r),∇j(r)〉C2
2π

= (∇j(r),∇j(r))Hk
2π

= ‖∇j(r)‖2Hk
2π
> 0

(36)

すなわち −∇j(r)は j(r)の降下方向である。

3. 離散化
3.1. 積分方程式の求解
本研究は Kressの選点法を用いて積分方程式 (11)と (27)

を数値的に解く。まず C2π の 2N 次元部分空間として

Vh := span{1, cos t, cos 2t, . . . , cos(N − 1)t

sin t, sin 2t, . . . , sin(N − 1)t, sinNt} (37)

を選ぶ。Vh の基底として、節点を t = tj := πj/N (j =

0, 1, . . . , 2N−1)とする以下のLagrange基底関数Lj ∈ Vh (j =

0, . . . , 2N − 1)を選ぶことができる。

Lj(t) =
1

2N

[
1 + cosN(t− tj) + 2

N−1∑
l=1

cos l(t− tj)

]
(38)

この部分空間 Vh と t = tj における選点を用いて、積分方程
式 (11)を次式で離散化する。

Find ϕhr ∈ Vh such that

[(
1

2
I −Kr

)
ϕhr

]
(ti) = gr(ti)

(39)

ここで ϕhr ∈ Vh を未知の係数 Φrj ∈ R (j = 0, . . . , 2N − 1)を
用いて以下のように Lagrange基底関数で展開する。

ϕhr (t) =

2N−1∑
j=0

ΦrjLj(t) (40)
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これを式 (39)に代入すると以下の連立一次方程式が得られる。
2N−1∑
j=0

Ar
ijΦ

r
j = gr(ti) (41)

ここに、係数行列は次式で与えられる。

Ar
ij :=

[(
1

2
I −Kr

)
Lj

]
(ti)

=
1

2
δij − (KrLj)(ti)

'1

2
δij −

π

N
kr(ti, tj) (42)

随伴方程式 (27)に関してもまったく同様に離散化を施す。
3.2. 形状表現の離散化
次に、形状の表現に用いる空間 C2

2π に適合する部分空間を
構成する。積分方程式の密度の離散化に用いた Vh ⊂ C2π は
Vh ⊂ C2

2π であるが、Vh は微分に関して閉じていないため適
切な部分空間とはならない。実際、sinNt ∈ Vh の導関数は
明らかに Vh に入らない。つまり、r ∈ Uh ならば r′, r′′ ∈ Uh

となる C2π の有限次元部分空間 Uh を別に構成する必要が
ある。
本研究はこの要件を満たす Uh ⊂ C2

2π に以下を選ぶ。

Uh := span{1, cos t, cos 2t, . . . , cos(M − 1)t

sin t, sin 2t, . . . , sin(M − 1)t} (43)

すなわち、2M − 1個の係数 A0, . . . , AN−1, B1, . . . , BN−1 を
用いて次式で r ∈ Uh を表現する。

r(t) =

M−1∑
m=0

Am cosmt+

M−1∑
m=1

Bm sinmt t ∈ [0, 2π] (44)

積分方程式の離散化 (42) で用いた台形則による数値積分の
精度を考慮して、形状表現の自由度M はM < 2N であると
する。また、汎関数勾配 ∇j(u) ∈ Hk

2π の近似 ∇hj(u) ∈ Uh

を計算するために問題 (35)を以下で離散化する。

Find ∇hj(r) ∈ Uh such that (∇hj(r), ψ)Hk
2π

= 〈j′(r), ψ〉C2
2π

for all ψ ∈ Uh

(45)

テスト関数 ψ ∈ Uh に Uh の基底を選ぶことで次式が得ら
れる。

(∇hj(r))(t) =

M−1∑
m=0

Cm cosmt+

M−1∑
m=1

Dm sinmt (46)

Cm =:
2〈j′(r), cosmt〉C2

2π

(1 + αm2)k
(m ≥ 1) (47)

C0 =:〈j′(r), 1〉C2
2π

(48)

Dm =:
2〈j′(r), sinmt〉C2

2π

(1 + αm2)k
(49)

3.3. discretize-then-optimizeにより求められる目的汎関
数の偏微分係数
有限次元空間 Uh 上で汎関数 j の勾配を求める方法は前章

節で記述した提案法に限られない。従来からよく用いられて

いる簡便な方法は、いわゆる discretize-then-optimizeと呼ば
れる以下の手続きで一般的に記述できる。
X を Banach空間、U を X の開部分集合として、Fréchet

微分可能な汎関数 l : U → R の降下方向の数値計算につ
いて考える。X から適当に選ばれた M 個の線形独立な元
w1, . . . , wM により構成される部分空間

Xh = span{w1, w2, . . . , wM} (50)

を用いて、l : Xh∩U → Rの勾配は以下のように計算できる。

∇̃l(w) :=
M∑
i=1

〈l′(w), wi〉Xwi (51)

ここに、l′(w) ∈ X∗ は l : U → R の w ∈ Xh ∩ U における
Fréchet微分係数である。例えばXh が Lagrange要素による
有限要素空間であるとき、この勾配 ∇̃l(w) ∈ Xh は汎関数 l

の節点値に関する偏微分係数を並べたベクトルと形状関数か
ら容易に計算できる。
目的汎関数 j : Uad → Rにこの discretize-then-optimize法

を適用すると次式を得る。

(∇̃j(r))(t) =
M−1∑
m=0

C̃m cosmt+

M−1∑
m=1

D̃m sinmt (52)

C̃m :=〈j′(r), cosmt〉C2
2π

(53)

D̃m :=〈j′(r), sinmt〉C2
2π

(54)

3.4. 勾配法
汎関数勾配 ∇hj(r) (あるいは ∇̃j(r)) を用いることで、最

小化問題 (15) の局所最適解の候補を探索するための勾配法
を構成することができる。適当な初期値 r0 ∈ Uh を r0 ∈ Uad

となるように与えて、以下のアルゴリズムで r1, r2, . . . ∈ Uh

を計算する。

ri+1 = ri − εi∇hj(ri) (55)

ここで、ステップ幅 εi > 0は ri+1 ∈ Uad となるように十分
小さい値を取るものとする。本研究はさらに Armijoの条件

j(ri − εi∇hj(ri)) ≤j(ri)− cεi〈j′(ri),∇hj(ri)〉C2
2π

=j(ri)− cεi‖∇hj(ri)‖2Hk
2π

(56)

を満たすようにステップ幅 εi を定める。ここに、0 < c < 1

は定数である。この直線探索はバックトラック法を用いて実
施する。

4. 数値例
4.1. 形状導関数の検証
まず導出した形状導関数 (28)の検証を行う。例として、与

えられた観測点 x̄ ∈ Ωr におけるポテンシャル

J(r, ϕr) =ur(x̄)

=

∫ 2π

0

|h′
r(τ)|νr(τ) · (x̄− hr(τ))

2π|x̄− hr(τ)|2
ϕr(τ)dτ (57)
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Table 1: Comparison with the shape deriva-

tive (28) and finite difference of j(r)

for various ε.

ε ⟨j′(r), r̂⟩C2
2π

j(r + r̂)− j(r)

10−1 9.2718558840× 10−2 9.0251435633× 10−2

10−2 9.2718558840× 10−3 9.2672850514× 10−3

10−3 9.2718558840× 10−4 9.2715978824× 10−4

10−4 9.2718558840× 10−5 9.2718320717× 10−5

10−5 9.2718558840× 10−6 9.2718535226× 10−6

10−6 9.2718558840× 10−7 9.2718556473× 10−7

10−7 9.2718558840× 10−8 9.2718558678× 10−8

10−8 9.2718558840× 10−9 9.2718558387× 10−9

を目的汎関数とする。このとき随伴方程式 (27)の右辺は

J ′
φ(r, ϕ)(t) =

|h′
r(t)|νr(t) · (x̄− hr(t))

2π|x̄− hr(t)|2
(58)

となり、また式 (28)右辺第一項は次式となる。

〈drJ(r, ϕ), r̂〉C2
2π

=

∫ 2π

0

1

2π|x̄− hr(τ)|2

[
|h′
r̂(τ)|νr̂(τ) · (x̄− hr(τ))

− |h′
r(τ)|νr(t) · hr̂(t) +

2(x̄− hr(τ)) · hr̂(τ)
|x− hr(τ)|2

× |h′
r(τ)|νr(τ) · (x̄− hr(τ))

]
ϕ(τ)dτ (59)

ソースの分布を f(x) = sin(2x1 + 3x2)、観測点を x̄ =

(0, 0)T、形状を r(t) = 1 + 0.4 sin 3t、その摂動を十分小さい
ε > 0を用いて r̂(t) = ε cos 2t で与えた際の式 (57)で定義さ
れる汎関数 j の Fréchet 微分係数 (28) と対応する差分近似
j(r+ r̂)− j(r)の値を計算した結果を Table. 1に記す。ここ
で、選点の数は 2N = 100とした。この結果から十分小さい
ε > 0で Fréchet微分係数の値と差分近似の値がほぼ一致し
ていることが分かる。よって導出された形状導関数の妥当性
が確かめられた。
4.2. 形状最適化の例
最後に、導出された汎関数勾配を用いた形状最適化の例を

示す。本小節ではソース分布を

f(x) = (|x|2 − 1− 1.5 sinx1 sin 2x2)
2 (60)

として、目的汎関数は式 (57) を用いる。また、観測点に関
しても同様に x̄ = (0, 0)T を用いる。形状表現の自由度は
M = 80、選点の数は 2N = 320とする。
ソース f は f ≥ 0であり、その零等値線は原点を囲む滑ら

かな閉曲線であるから、最小化問題 (15)は ∂Ωr がこの等値
線と一致するときに最小値 j(r) = 0 を達成することが期待
される。

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Step

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

j(
r
)

Fig. 2: Convergence history of the objective

functional j.

初期形状を原点中心の半径 0.1の円として 3.4節の勾配法
を実行した結果を示す。まず、正則化のパラメータに k = 3、
α = 10−3 を選んで最適化を実行した際の目的汎関数の値の
履歴と得られた形状をそれぞれ Fig. 2, 3に示す。ここで、収
束条件は ‖∇hj(r)‖Hk

2π
< 10−4、Armijo条件の定数は c = 0.1

とした。この結果から、初期形状から広がった形状が最終的
に f = 0の等値線に到達し、ほぼ j(r) = 0を達成しているこ
とが分かる。
次に、Hilbert正則化による勾配の正則化の効果を確認す

るために、k = 0として同じ最適化計算を実行する。このと
き Hk

2π = L2[0, 2π] 6⊂ C2
2π であるから、計算される勾配は適

当な正則性を有していない可能性がある。得られた結果を
Fig. 4に示す。この結果から、Step 5までは正則化を施した
場合とおおよそ同じ過程を辿るが、Step 6から形状の波打ち
が見受けられる。この現象は以後のステップで悪化し続け、
Fig. 3と同様の形状を得ることができない。
次に、提案手法によって得られた勾配 ∇hj(r)を、従来法

である discretize-then-optimize法によって得られた ∇̃j(r)に
置き換えた場合について検討する。本数値例では離散化のパ
ラメータにM = 160 および 2N = 640 を選ぶ。その他のパ
ラメータと目的汎関数、初期形状は前数値例と同じものを用
いる。以上の設定で形状最適化を実行した結果を Fig. 5 に
示す。この結果から、従来法は k = 0を選んだ場合と同様に
形状が波打つ現象が発生していることが分かる。一方で、提
案法は前数値例と同様の形状が得られており、形状表現の自
由度を表すパラメータM が増大した場合も安定に最適化が
実行できることが確かめられた。

5. 結言
本研究は、境界積分方程式に記述される状態場に依存する

目的汎関数の Fréchet 微分を随伴変数法に基づき計算した。
また、この Fréchet 微分係数に Hilbert 正則化を施すことで
適切な汎関数勾配が得られることを示した。また、これらは
数値例を通して妥当であることを確認した。
本研究は簡単のために Laplace 方程式の内部 Dirichlet 問

題の境界積分方程式を対象としたが、同様の手順は他の境界
積分方程式、特に第二種 Fredholm積分方程式に容易に適用
可能であると思われる。その際、確認すべき事項として (1)
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(a) Step 0 (b) Step 5

(c) Step 10 (d) Step 158
Fig. 3: Obtained shapes during the shape op-

timization for k = 3. The dotted lines

represent the zero isoline of f . The

dot indicates the observation point x̄ =

(0, 0)T .

(a) Step 0 (b) Step 5

(c) Step 6 (d) Step 8
Fig. 4: Obtained shapes during the shape op-

timization for k = 0. The dotted lines

represent the zero isoline of f . The

dot indicates the observation point x̄ =

(0, 0)T .

(a) Step 0 (b) Step 8

(c) Step 20 (d) Step 178
(A) Proposed method (regularized gradient)

(a) Step 0 (b) Step 8

(c) Step 20 (d) Step 29
(B) Conventional method (discretize-then-optimize)

Fig. 5: Obtained shapes during the shape

optimization with the regularized-

gradient approach (A) and discretize-

then-optimize method (B). The dot-

ted lines represent the zero isoline of

f . The dot indicates the observation

point x̄ = (0, 0)T .
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任意の r ∈ Uad における境界積分方程式の可解性 (2) 層ポテ
ンシャルの Fréchet微分により得られる積分作用素のカーネ
ルの特異性が挙げられる。例えばHelmholtz方程式の外部問
題を考える場合、(1)は見かけの固有値の影響を受けない適
当な境界積分方程式を用いれば十分であり、(2)に関しては
Colton and Kress(12) で多くの結果が述べられている。
また本論文は星状の 2次元領域のみを対象としたが、星状

を仮定しない一般の形状の最適化には、最適化過程における
境界の自己交差を防ぐための手法が必要となる。また、境界
が角を含むなどの C2 級でない形状を扱うためには本論文の
定式化を大幅に変更する必要がある。これらに関する詳細な
検討は本研究の今後の課題である。
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This paper focuses on manufacturing the optimal structure obtained by topology op-

timization using molding techniques, e.g., casting and injection molding. In molding

processes, products cannot geometrically be demolded if undercuts and interior voids ex-

ist in the structure. Thus, topology optimization that leads to a structure satisfying the

geometric constraint for molding is required. In this study, we detect regions that violate

the constraint using a fictitious anisotropic diffusion equation. Additionally, based on the

concept of a coupled fictitious physical model, which overcomes the convergence prob-

lem in the previous formulation method, we formulate the optimization problem. After

deriving design sensitivity and an optimization algorithm, we verify the validity of the

proposed method through a numerical example.

Key Words : Topology optimization, Level set method, Molding constraint, Geometric

constraint, Fictitious physical model, Coupled fictitious physical model

1. 緒言
トポロジー最適化 (1, 2) は，与えられた制約条件の下でデ

バイスや材料の性能を最大化するために，新たに境界条件が
生成されるようなトポロジー変更を許容しながら形状を最適
化する手法であり，最も自由度の高い構造最適化手法として
知られている．しかし，トポロジー最適化により得られる形
状は，幾何学的に複雑な部分形状を持つ場合が多い．故に，
得られた最適形状を産業製品へ応用するためには製造可能な
形状の自由度が高い製造法が求められる．そのような製造法
は近年様々に発展してきているが，各種製造工程において製
造困難な部分形状が存在しないように幾何学的制約を考慮
した最適形状設計法が必要になる．例えば，積層造形法では
支持がなく局所的に宙に浮いた形状があるとき，材料を積み
上げることが不可能であるため，そのような幾何学的制約を
考慮する必要がある．また，多軸加工機を用いた製造におい

2023 年 10 月 3 日受付，2023 年 11 月 1 日受理

ては，工具が外部から工作物に到達できない部分形状は加工
できないため，そのような幾何学的制約を考慮する必要があ
る．その他の製造手法として，鋳造や射出成形に代表される
金型を用いる型成形がある．型成形では，液状にした原材料
を金型に注入し，冷却および硬化後に型を取り除くことで所
望の形状を持つ製品を成形する．しかし，成形した形状と型
が干渉する部分 (アンダーカット) や中空部分が存在する場
合，型を取り除くことができない．したがって，最適形状を
製造するためには，それぞれの製造方法に合わせた幾何学的
制約を考慮したトポロジー最適化が要求される．
本研究では，幾何学的に複雑な形状を製造できる手法の

中でも，短時間での大量生産に優れた型成形での制約に着目
する．型制約を考慮したトポロジー最適化に関していくつ
かの先行研究が挙げられる．Xia et al.(3) や Allaire et al.(4)

は，最適化プロセスを表現する Hamilton-Jacobi方程式の速
度ベクトルと各々の型の開閉方向ベクトルの内積に着目し
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た．Sakai et al.(10) は構造の幾何学的特徴を捉える仮想的な
物理場を計算し，同様に開閉方向ベクトルとの内積の関係性
から制約に違反する領域を検出した．Sato et al.(11) は仮想
的な移流拡散方程式を用いて，ある一方向から離型できる領
域を定義した．しかし，これらの先行研究で提案された手法
では，多方向から離型可能かを考慮する場合，一方向ずつ式
を定義し計算する必要がある．故に，計算時間が多くかかる
課題を持つ．
一方，Liu et al.(5) や Li et al.(6) は仮想的な熱拡散方程式

の温度場を用いて離型不可能な中空部分の検出を行った．さ
らに，Li et al.(8) は同様の式を発展させて熱伝導係数のパラ
メータを変えることで，アンダーカットも検出可能な型制約
に違反する領域を定義した．この手法では，離型する二方向
を同時に考慮することができるため，計算時間を短縮できる
利点がある．しかし，これらの先行研究で提案された式によ
り得られる解は，固定設計領域 (設計対象となる構造物を含
む領域)のアスペクト比や大きさに強く依存したり，空洞領
域の大きさによって値が変動し閾値を決めるのが困難であっ
たりするため，幾何学的制約に違反する領域を適切に検出で
きない問題があった．そこで，Yamada et al.(12) は設計領域
全体で仮想的な温度場が 0か 1に近い値を取るように改善し
た仮想的な拡散方程式を新たに提案した．その結果，固定設
計領域の形状の大きさに依存せずに，構造物内部の中空部分
を正しく検出可能となった．しかし，Yamada et al.(12) の提
案した式では仮想的な熱が同心円上に拡散するため，型制約
に違反するアンダーカットを検出できない．
そこで本研究では，Yamada et al.(12) の提案した方程式

の拡散係数に異方性を持たせた仮想的な異方性拡散方程式
を用いて型制約を検出する手法を提案する．具体的には，型
の開閉方向のみ仮想的な熱が拡散するように拡散係数を設
定する．その結果，中空部分だけでなくアンダーカット部分
にも仮想的な熱が留まり，仮想的な温度分布が正確に型制
約に違反する領域を表現できる．また，異方性拡散方程式を
用いた最適化問題を Tajima et al.(13) の提案した連成型仮
想的物理モデルに基づいて定式化を行う．仮想的物理モデ
ル (9, 10, 11, 12) とは，製造要件を考慮するために導入される
仮想的な支配方程式系である．具体的には，Sato et al.(11)

が提案した移流拡散方程式や Yamada et al.(12) の提案した
拡散方程式に加えて，本研究で扱う型制約を検出するのに用
いる異方性拡散方程式などが仮想的物理モデルに該当する．
従来の仮想的物理モデルの定式化では，幾何学的制約に違反
する領域 (以下，制約違反領域)を目的関数として，その関数
の値を最小化するように設定することで，制約を考慮した．
そして，物理現象を記述する支配方程式系である力学モデル
の目的関数と仮想的物理モデルの目的関数を単に線形結合
して定式化を行った．しかし，この定式化法では，二つのモ
デルの状態変数及び目的関数が相互的に最適プロセスに作
用しないため，一つの最適形状に収束するのが困難な問題が
ある．

そこで，連成型仮想的物理モデルでは，制約違反領域内で
力学モデルの目的関数が悪化するように材料定数を変化させ
て定式化を行う．その結果，力学モデルの目的関数のみを最
小化するだけで，幾何学的制約を満たした最適形状に収束さ
せることが可能となる．また，支配方程式内で二つのモデル
の状態変数が相互作用することも収束性の改善に貢献する．
以下，本論文は次のように構成される．第 2章では，Yamada

et al.(14) の提案したレベルセット法に基づいたトポロジー
最適化について述べる．また，本研究で扱う平均コンプライ
アンス最小化問題の定式化を行う．第 3章では，型成形で考
慮しなければならない幾何学的な制約 (型制約) について具
体的に述べる．続いて第 4章において，第 3章で述べた型制
約を検出する方法として，異方性拡散方程式を用いた仮想的
物理モデルを用いる手法を提案し定式化する．第 5章では，
一般的な仮想的物理モデルの定式化法に基づいた型制約を考
慮した平均コンプライアンス最小化問題の定式化及び収束性
に関する問題点について述べる．そして，収束性の問題を解
決するのに有用である連成型仮想的物理モデルに基づいて最
適化問題を定式化する．第 6章では，連成型仮想的物理モデ
ルに基づいた最適化問題の目的関数及び支配方程式から，随
伴変数法により設計感度を導出する．第 7章では，最適化ア
ルゴリズムについて述べる．第 8章では，具体的な数値解析
例により，本研究で提案した手法の妥当性を検証する．最後
に，第 9章に結言を記す．

2. レベルセット法に基づいたトポロジー最適化
2.1. 基本的な考え方
レベルセット法に基づくトポロジー最適化について概要

を述べる．設計対象とする構造物を包括する領域 (以下，固
定設計領域)を D，構造領域を Ωとする．Yamada et al.(14)

の提案した手法に基づき，レベルセット関数 ϕ(x)を以下の
ように定義する．

0 < ϕ(x) ≤ 1 if x ∈ Ω

ϕ(x) = 0 if x ∈ ∂Ω

−1 ≤ ϕ(x) < 0 if x ∈ D\Ω

(1)

このとき，材料分布を表す特性関数 χϕ を以下のように定義
する．

χϕ =

{
1 if ϕ ≥ 0

0 if ϕ < 0
(2)

トポロジー最適化の基本的な考え方は，材料分布を設計変
数とし，目的関数 J を最小化 (あるいは最大化)する構造を
求める最適化問題として，構造最適化問題を定式化すること
である．所望の目的関数を表現する関数 j(u) 及び特性関数
χϕ を用いて構造最適化問題は以下のように定式化される．

min
χϕ

J [u, χϕ] =

∫
D

j(u)χϕdΩ (3)

subject to: Governing equations for u (4)

続いて，レベルセット関数の更新方法について述べる．
Yamada et al.(14) は仮想的な時間 tを導入して，レベルセッ
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ト関数の変更を時間発展方程式により記述した．この手法に
基づき，レベルセット関数の更新を以下の反応拡散方程式で
行う．

∂ϕ(x, t)

∂t
= −K


J ′
∫
D

dΩ∫
D

|J ′|dΩ
− τL2∇2ϕ(x, t)

 (5)

ただし，K ∈ R+は比例定数，τ ∈ R+は正則化係数，L ∈ R+

は代表長さ，J ′ は設計感度である．正則化係数 τ を調節す
ることにより構造領域の幾何学的な複雑さを制御することが
可能となる．詳細は文献 (14) を参照されたい．
2.2. 平均コンプライアンス最小化問題
本研究では，トポロジー最適化の代表的な適用例として，

平均コンプライアンス最小化問題を考える．固定設計領域
D内部に構造領域 Ω及び非構造領域D\Ωを定義し，構造領
域は等方性線形弾性体で構成されるものとする．また，境界
Γu ∈ ∂Ω において，変位場 u がゼロとなるように完全拘束
する境界条件及び境界 Γt ∈ ∂Ωにおいて，表面力 tを負荷す
る境界条件を課す．このとき，平面ひずみを仮定した場合の
変位場 u に関する平均コンプライアンス最小化問題の目的
関数及び支配方程式は以下のように定式化される．

inf
χ

J(u) =

∫
Γt

t · udΓ (6)

subject to:
− div(Cϵ(u)) = 0 in Ω

u = 0 on Γu

−(Cϵ(u)) · n = t on Γt

−(Cϵ(u)) · n = 0 on ΓN

(7)

ただし，n は境界 ∂Ω の単位法線ベクトルであり，ΓN =

∂Ω\(Γu ∪ Γt)である．また，ϵ(u)及び Cは平面ひずみ，弾
性テンソルであり，以下のように定義される．

ϵ(u) =
1

2
(∇u+∇u⊤) (8)

Cijkl = E
(

ν
(1+ν)(1−2ν)

δijδkl +
1

2(1+ν)
(δikδjl + δilδjk)

)
(9)

ただし，E はヤング率，ν はポアソン比である．

3. 型成形における幾何学的制約
トポロジー最適化により得られる幾何学的に複雑な部分

を含んだ形状の製造に適した手法の一つとして，鋳造や射出
成形といった金型を用いる型成形を考える．型成形では，二
つの金型を合わせてできた空洞部分に液体状の材料を充填
し，凝固させた後に金型を取り外して成形品を取り出すプロ
セスで製造する．他の積層造形法などの製造方法と比べて型
成形は，金型を作成できれば成形品を短時間で大量生産でき
る利点がある．しかし，図 1(b) に示すように，型を開閉方
向に取り外すとき，成形品に突出したアンダーカットや中空
部分が存在する場合，離型できず成形品を取り出すことがで
きない．このような幾何学的な制約を型制約と呼ぶ．そのた
め，アンダーカットや中空部分が存在しない最適形状が得ら

れるように型制約を考慮したトポロジー最適化の手法が求め
られる．

(a) Open/closed direction

(b) Undercuts and interior voids

(c) The regions violating the mold constraint (vio-

lation regions)

Fig.1: The geometric constraint for molding. Undercuts

and interior voids surrounded by dotted lines cannot be

demolded.

4. 異方性拡散方程式を用いた仮想的物理モデル
4.1. 仮想的な異方性拡散方程式の導出
第 3 章での議論に基づいた型制約を満たす最適形状を得

るために，図 1(c) のように型を開閉方向に取り除く際にア
ンダーカットや中空部分に引っかかり除去できない領域を
幾何学的制約に違反する領域 (以下，制約違反領域) として
検出する必要がある．本研究では制約違反領域を検出するた
めに，異方性拡散方程式を用いた仮想的物理モデルを導入す
る．仮想的物理モデルとは，製造要件や生産工程を考慮した
幾何学的制約を表現する仮想的な支配方程式系である．な
お，本研究では二次元における幾何学的制約条件を定式化す
る．また，図 1のように型の開閉方向と並行な軸を x軸とす
る．このとき，型制約を検出する仮想的な異方性拡散方程式
を以下のように定義する．

− div(L2Ap(χ)∇p) + (1− χ)p = 1− χ in D

p = 0 on Γp

∇p · n = 0 on ∂D\Γp
(10)
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ただし，p ∈ H1(D)は状態変数，Lは代表長さである．Ap

は異方性を持った拡散行列であり，以下のように定義する．

Ap(χ) = (Avoid −Amat) (1− χ) +Amat (11)

Avoid =

(
avoid,x 0

0 avoid,y

)
(12)

Amat =

(
amat,x 0

0 amat,y

)
(13)

式 (10) は，Yamada et al.(12) の提案した拡散方程式を参考
にしており，固定設計領域の大きさやアスペクト比などに関
係なく構造領域の分布のみに依存する特徴を持つ．
この偏微分方程式系の物理的な解釈について考察する．状

態変数 pを仮想的な温度場と捉える．このとき，式 (10)は，
空洞領域 1− χに 1の大きさを持つ熱源を加えて，拡散行列
Ap に従って熱が拡散し，ディリクレ条件 p = 0を課した境
界 Γp に熱が吸収されるという物理現象を仮想的に表した式
を意味する．式 (10) を用いて制約違反領域を検出するため
に，式 (11)で定義された拡散行列Ap におけるパラメータの
値を以下の二つの条件を満たすように定める．

1. 空洞領域において，型を取り外す x軸方向の拡散係数
avoid,xを y軸方向の拡散係数 avoid,y より十分に大きい
値に設定する (avoid,x ≫ avoid,y)

2. 構造領域において，拡散係数 amat,x，amat,y を十分に
小さい値に設定する (amat,x ≪ 1, avoid,y ≪ 1)

条件 1により，空洞領域に与えられた熱は (1, 0)及び (−1, 0)

方向に拡散するため，型を開閉方向に取り除くという操作を
表現できる．また，境界 Γp に向かって熱が異方的に拡散す
る間に構造領域が存在する場合，条件 2から構造領域内では
拡散係数が著しく低下するため熱が拡散できずに留まる．故
に，条件 2により，型が干渉するアンダーカットや中空部分
を表現できる．したがって，仮想的な温度場 pの分布は型制
約における制約違反領域近傍で正の値を持ち，それ以外の領
域では 0に近い値を持つ．本研究では，制約違反領域G(p, χ)

を以下のように定義する．

G(p, χ) = S (p;x0, β)(1− χ) (14)

ただし，S は以下のように定義されるシグモイド関数である．

S (x;x0, β) =
exp(β(x− x0))

exp(β(x− x0)) + 1
(15)

パラメータ β を十分大きな値に設定することで，閾値 x0 よ
り pが大きいとき G(p, χ)は 1となり，x0 より pが小さいと
き G(p, χ)は 0となる．本研究では，x0 = 0.25，β = 50に固
定する．
4.2. 数値例
数値例により，領域G(p, χ)の分布が適切に型制約に違反す

る領域を表現できているかどうかを検証する．固定設計領域
Dと構造領域Ω及び境界条件を図 2のように定める．式 (11)

において，代表長さを 1.0に設定する．これらの問題設定のも

Fig. 2: Problem setting and boundary conditions.

と，式 (11)内の拡散係数を変化させて有限要素解析を行った
結果，図 3のような制約違反領域G(p, χ)の分布が得られた．
図 3aや 3bのように avoid,x 以外の拡散係数の値が十分小さ
くない場合，制約違反領域が正確に検出できていない箇所が
見られる．一方，図 3cや 3dのように十分小さい値に設定す
ることで，所望の分布が得られた．図 3dの方が図 3cよりも
正確に制約違反領域を検出できるが，拡散行列内の係数の値
の差が大きい場合計算が不安定になる可能性があるため，図
3cでの拡散係数の設定 (avoid,x = 1.0，avoid,y = 1.0× 10−3，
amat,x = 1.0× 10−3，amat,y = 1.0× 10−5)を採用する．

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

(a) avoid,x = 1.0，avoid,y =

1.0× 10−1，amat,x = 1.0×
10−1，amat,y = 1.0× 10−3.

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

(b) avoid,x = 1.0，avoid,y =

1.0× 10−2，amat,x = 1.0×
10−2，amat,y = 1.0× 10−4.

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

(c) avoid,x = 1.0，avoid,y =

1.0× 10−3，amat,x = 1.0×
10−3，amat,y = 1.0× 10−5.

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

(d) avoid,x = 1.0，avoid,y =

1.0× 10−4，amat,x = 1.0×
10−4，amat,y = 1.0× 10−6.

Fig. 3: The regions G(p, χ) that violate geometric con-

straint at each diffusion coefficient in Eq. (11).

5. 連成型仮想的物理モデルに基づく最適化問題の定式化
5.1. 仮想的物理モデルにおける一般的な定式化及び問題点
具体的な問題設定として，型制約を考慮した平均コンプラ

イアンス問題を最適化問題として定式化する．従来の仮想的
物理モデルの定式化法 (9, 10, 11, 12) に基づいた場合，制約違
反領域 G(p, χϕ) を目的関数として以下のように最適化問題
を設定する．

inf
χϕ

∫
D

G(p, χϕ)dΩ (16)

subject to: Governing equation for p (Eq.(10)) (17)
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このとき，目的関数 J(u)と G(p, χϕ)は線形結合されて一つ
の目的関数として定式化される．また，最適形状の面積が閾
値 Vmax を超過しないように体積制約を課す．このとき，型
制約付き平均コンプライアンス最小化問題は以下のように定
式化される．

inf
χϕ

J(u) + µG(p, χϕ) (18)

subject to:

Gv(χϕ) =

∫
D

χϕdΩ− Vmax ≤ 0

− div(Cϵ(u)) = 0 in Ω

u = 0 on Γu

−(Cϵ(u)) · n = t on Γt

−(Cϵ(u)) · n = 0 on ΓN

− div(L2Ap(χϕ)∇p) + (1− χϕ)p = 1− χϕ in D

p = 0 on Γp

∇p · n = 0 on ∂D\Γp
(19)

ただし，µ ∈ R+ は重み係数である．ϵ(u)及び Cはそれぞれ
ひずみテンソル及び弾性テンソルであり，式 (8)，式 (9)と同
じである．
しかし，この定式化法では収束性が悪く一つの最適形状が

得られない可能性がある．なぜなら，状態変数 uと pが互い
に独立しているため，目的関数 J(u)と G(p, χϕ)が相互作用
しないからである．その結果，平均コンプライアンを最小化
する目的と型制約を違反する領域を除去する目的が衝突し，
解が収束しない可能性がある．
5.2. 連成型仮想的物理モデルによる定式化
収束性の問題を解決するために，Tajima et al.(13) の提案

した連成型仮想的物理モデルの考えに基づいた定式化を行
う．以後，平均コンプライアンス最小化問題などの現実の物
理現象を表現する支配方程式系を力学モデルとする．連成型
仮想的物理モデルでは，仮想的物理モデルにより検出された
制約違反領域内で，力学モデル内の材料定数を力学モデルの
目的関数 J(u)を悪化させるように変化させることで，二つ
のモデルを連成する．
本研究で考える最適化問題に，このモデルを適用すること

を考える．図 3より，制約違反領域 G(p, χ)は空洞領域に分
布しており，構造領域の材料定数に影響を与えることができ
ない．そこで，以下のように定義する仮想的なフィルタリン
グ方程式により，領域 G(p, χ)を構造領域まで拡張させる．{

− div(L2aq∇q) + q = G(p, χ)(1− χ) in D

∇q · n = 0 on ∂D
(20)

ただし，q ∈ H1(D) は仮想的なフィルタリングによる拡張
領域を表す状態変数，aq ∈ R+ は拡散係数，Lは代表長さで
ある．
続いて，本研究で扱う平均コンプライアンス最小化問題に

おいて，目的関数 J(u)に影響を与えるヤング率を，連成型
仮想的物理モデルの考えに基づき変化させる材料定数として
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1.0

Fig. 4: The distribution of the state variable q of the

fictitious filtering equation.
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Fig. 5: Fictitious Young’s modulus Ef(q, χ).

選択する．そして，拡張領域 q と構造領域 Ωの共通部分 qχ

を連成型仮想的物理モデルの定式化に用いる新たな制約違反
領域として再定義し，その領域内でヤング率を低下させるこ
とで荷重 tを加えたときの変位 uを増大させる．その結果，
平均コンプライアンス J(u)が増加すなわち悪化する．以上
より，制約違反領域 qχ内でヤング率を低下させた仮想的な
ヤング率 Ef(q, χ)を以下のように定義する．

Ef(q, χ) = E

(
1− 2

π
arctan(γqχ)

)
(21)

ただし，E は元々の材料のヤング率，γ ∈ R+ はヤング率を
下げる度合いを調整するパラメータである．
数値例により，仮想的なヤング率が所望な分布をとってい

るかを確認した．問題設定及び境界条件として図 2のような
分布を考えた．式 (20)において，拡散係数 aq 及び代表長さ
Lをそれぞれ 1.0× 10−3，1.0に設定した．このとき，図 4の
ような仮想的な拡散領域 qの分布が得られた．また，式 (21)

において，ヤング率 E を 1.0，パラメータ γ を 20 に設定し
た．その結果，図 5のような仮想的ヤング率 Ef(q, χ)の分布
が得られた．図 4から，領域 G(p, χ)がフィルタリング方程
式により構造領域まで拡張されている．さらに図 5から，制
約違反領域 qχ内でヤング率が低下しており，所望な分布を
していることが確認できる．
以上の式 (20)，(21)を用いて，連成型仮想的物理モデルに
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基づいた最適化問題は以下のように定式化される．

inf
χϕ

J(u) (22)

subject to:

Gv(χϕ) =

∫
D

χϕdΩ− Vmax ≤ 0

− div(C(q, χϕ)ϵ(u)) = 0 in Ω

u = 0 on Γu

−(C(q, χϕ)ϵ(u)) · n = t on Γt

−(C(q, χϕ)ϵ(u)) · n = 0 on ΓN

− div(L2Ap(χϕ)∇p) + (1− χϕ)p = 1− χϕ in D

p = 0 on Γp

∇p · n = 0 on ∂D\Γp
− div(L2aq∇q) + q = G(p, χϕ)(1− χϕ) in D

∇q · n = 0 on ∂D

(23)

ただし，ϵ(u) 及び C(q, χϕ) はそれぞれひずみテンソル及び
弾性テンソルである．ひずみテンソルは式 (8)と同等である
が，弾性テンソルは式 (9)から以下のように再定義される．

Ef(q, χϕ) = E

(
1− 2

π
arctan(γqχϕ)

)
(24)

Cijkl(q, χϕ) = Ef(q, χϕ)
(

ν
(1+ν)(1−2ν)

δijδkl+

1
2(1+ν)

(δikδjl + δilδjk)
)

(25)

式 (9)と式 (25)の違いはヤング率Eが仮想的ヤング率Ef(q, χϕ)

に置き換わっている点である．これにより，弾性テンソルを
含む力学モデルが仮想的物理モデルの状態変数 qの影響を受
けるため，二つのモデルが相互作用することができる．加え
て，式 (22) のように力学モデルの目的関数のみを考慮する
だけで，剛性を低下させた領域すなわち領域G(p, χϕ)の減少
に間接的に影響を与える．以上の連成型仮想的物理モデルに
基づいた最適化問題の定式化により，収束性が改善される．

6. 感度設計
式 (22)，(23)のように連成型仮想的物理モデルにより定式

化された最適化問題に対して随伴変数法に基づいた感度設
計を行い，密度感度を求めて設計感度とする．平均コンプラ
イアンス問題は自己随伴問題として知られており，状態変数
uに対応する随伴変数を v としたとき，u = v が成り立つ．
フィルタリング方程式 (20) の状態変数 q に対応する随伴変
数を λq とする．このとき，式 (20)の随伴方程式は以下のよ
うに導出される．

− div(L2aq∇λq) + λq

= −
(
∂C(q, χϕ)

∂q
ϵ(u)

)
· ϵ(v) in D

∇λq · n = 0 on ∂D

(26)

また，仮想的な異方性拡散方程式 (10) の状態変数 p に対応
する随伴変数を λp とする．このとき，式 (10)の随伴方程式

は以下のように導出される．

− div(L2Ap∇λp) + (1− χϕ)λp

= λq
∂G(p, χϕ)

∂p
(1− χϕ) in D

λp = 0 on Γp

∇λp · n = 0 on ∂D\Γp

(27)

以上の導出された随伴変数 λp，λq を用いて密度感度は以下
のように導出される．

J ′ =

(
(C(q, χϕ)ϵ(u)) · ϵ(v) +

(
∂C(q, χϕ)

∂ϕ
ϵ(u)

)
· ϵ(v)

)
χϕ

+

(
L2 ∂Ap(χϕ)

∂ϕ
∇p
)
· ∇λp − (p− 1)λpχϕ

+ 2λqG(p, χϕ)χϕ (28)

7. 最適化アルゴリズム
最適化アルゴリズムについて議論する．体積制約は拡張ラ

グランジュ法により考慮される．解析は有限要素法 (FEM)

に基づき，以下のステップで反復計算される．
step 0: レベルセット関数 ϕ及び固定設計領域 D の設定
step 1: FEMを用いた支配方程式の計算 (式 (23))

step 2: 目的関数の算出 (式 (22))，十分な反復計算を行い
設計感度が十分小さい値になった場合終了

step 3: FEMを用いた随伴方程式の計算 (式 (26)，(27))

step 4: 設計感度の算出 (式 (28))

step 5: 体積制約におけるラグランジュ変数の更新
step 6: レベルセット関数の更新 (式 (5))

step 7: step1に戻る
なお，有限要素解析は偏微分方程式を数値的に解析可能な
オープンソースソフトウェアである FreeFEM++を用いた．

8. 数値解析例
8.1. 問題設定① (固定設計領域の長軸方向と x 軸方向を一
致させた場合)

数値解析例により，本手法の妥当性を検証する．図 6に示
すように，2m×1mの矩形型の固定設計領域及び境界条件を
定める．レベルセット関数 ϕ の初期値は固定設計領域内の
全てで ϕ = 1 とする．型を取り外す x 軸方向を固定設計領
域の長軸方向とし，境界 Γp を固定設計領域の短軸両辺とす
る．また，構造領域 Ωはヤング率 210GPa，ポアソン比 0.3

の平面ひずみを仮定した等方性線形弾性体で占められてい
るものと仮定する．メッシュの分割数は 150×75とし，三角
形メッシュで等間隔に分割する．加えて，境界 Γt において
表面力 t = (tx, ty) = (0N,−1N) を加え，境界 Γu において
構造を完全拘束する．代表長さ Lは 2.0に設定する．また，
式 (5)において，パラメータをK = 1，τ = 5× 10−5 に設定
する．式 (11)において，拡散係数をそれぞれ avoid,x = 1.0，
avoid,y = 1.0×10−3，amat,x = 1.0×10−3，amat,y = 1.0×10−5

とする．式 (20)では，拡散係数 aq を 1.0× 10−1に設定する．
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Fig. 6: Problem setting and boundary conditions. The

size of the fixed design domain is in meters.

Fig. 7: Optimal structure obtained after 500 steps with-

out the molding constraint.

体積制約は，最適形状の面積 V が最終的に固定設計領域の
面積 Vinit の 50%以下になるように Vmax の閾値を定める．
なお，最適化計算において，構造領域は反復計算ごとに変

化するため，メッシュの再定義が必要となるが多大な計算
コストがかかる．故に，Allaire et al.(15) の提案した Ersatz

material approachによる近似解法を用いる．この手法では，
空洞領域 D\Ωは相対的に小さいヤング率に設定された構造
材料と仮定し，構造領域と空洞領域の間の境界近傍はヘビサ
イド関数を用いた滑らかな分布を持つ材料特性であると仮定
する．これらの仮定のもと，有限要素の再定義を行わずに近
似的に解析する．今回の数値解析では，空洞領域におけるヤ
ング率の相対値を 1× 10−4，ヘビサイド関数の遷移幅を 0.5

に設定した．
8.2. 数値解析結果① (固定設計領域の長軸方向と x 軸方向
を一致させた場合)

まず，式 (21)におけるヤング率を下げる度合いを表すパラ
メータ γ を 0に設定し，型制約を考慮せずに 500ステップ反
復計算を行った．その結果，図 7に示すような最適形状が得
られた．図 7より，幾何学的制約を課さない場合構造領域に
より閉じられた空洞領域が存在し，型制約に違反している．
図 8に，型制約に違反する領域 G(p, χϕ)の分布を示す．図 8

から，適切に型制約を満たさない領域を検出できている．
次に，式 (21)内のパラメータ γ を 20に設定し，型制約を

考慮して 500ステップ反復計算を行った．その結果，図 9の
ような最適形状が得られた．図 9より，x軸方向から型を取
り除くことができる形状をしており，型制約が満たされてい
ることが確認できる．
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Fig. 8: The regions G(p) that violate the molding con-

straint when the constraint is not considered.

Fig. 9: Optimal structure obtained after 500 steps with

the molding constraint.

加えて，制約の有無による平均コンプライアンス J(u)，面
積比 V/Vinit 及び型制約に違反する領域 G(p, χϕ)のステップ
ごとの変化を調べた．図 10，図 11及び図 12はそれぞれ平均
コンプライアンス，面積比及び領域G(p, χϕ)の面積分の値の
変化を示す．これらの図から，連成型仮想的物理モデルに基
づいた定式化によりそれぞれの値が収束している．図 10よ
り，反復回数が 50～75で制約ありの場合，一時的に平均コ
ンプライアンスが振動している箇所が見られる．これは一時
的に制約に違反する解になった後，大域的に性能の高い安定
解に移行する過程であることに起因する．また，反復回数が
75～100付近で制約ありの場合，平均コンプライアンスの値
が下がった後，少し大きい値で収束している．これは図 11

からステップ数 75～100付近で最適形状がわずかに体積制約
に違反しており，その制約を満たすために微小に平均コンプ
ライアンスが大きい形状に変化したからである．加えて，図
12から，制約を考慮した場合 G(p, χϕ)の値が限りなく 0に
近い値をとっており，最終的な最適形状 (Fig. 9)が幾何学的
制約を満たしていることが確認できる．
8.3. 問題設定② (固定設計領域の短軸方向と x 軸方向を一
致させた場合)

続いて，図 13 のような問題設定及び境界条件を考える．
問題設定①との違いは，型を取り外す x軸方向を固定設計領
域の短軸方向とし，境界 Γp を固定設計領域の長軸両辺とす
る．その他のパラメータの値及び条件は全て問題設定①と同
等に設定する．
8.4. 数値解析結果② (固定設計領域の短軸方向と x 軸方向
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Fig. 10: Changes in mean compliance by step with and

without the molding constraint.
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Fig. 11: Changes in area ratio by step with and without

the constraint.
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Fig. 12: Changes in regions violating the molding con-

straint by step with and without the constraint.

Fig. 13: Problem setting and boundary conditions. The

size of the fixed design domain is in meters.

Fig.14: Optimal structure obtained after 500 steps with-

out the molding constraint.

を一致させた場合)

まず，式 (21) 内のパラメータ γ を 0に設定し，型制約を
考慮しない場合で 500回繰り返し計算を行った．その結果，
図 14のような最適形状が得られた．型制約に関する境界条
件を変更しただけであるため，制約なしの最適形状は図 7と
変化はない．また，図 19は型制約に違反する領域 G(p, χϕ)

の分布を示す．図 19から，適切に離型時に干渉する部分が
検出できている．
次に，式 (21)内のパラメータ γ を 20に設定し，型制約を

考慮した場合で 500回繰り返し計算を行った．その結果，図
16に示すような数値解析結果が得られた．図 16より，型制
約を考慮することにより x 軸方向に離型可能な最適形状が
得られた．
最後に，図 17，18，19はそれぞれ，平均コンプライアン

ス，面積比及び領域Gp(p, χϕ)のステップごとの変化を示す．
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Fig. 15: The regions G(p) that violate the molding con-

straint when the constraint is not considered.
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Fig. 16: Optimal structure obtained after 500 steps with

the molding constraint.
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Fig. 17: Changes in mean compliance by step with and

without the molding constraint.

これらの図から，制約の有無にかかわらずそれぞれの値が一
定の値に収束している．加えて，図 18から体積制約が満た
されていること，及び図 19から制約付きの最適形状が型制
約を満たしていることが確認できる．

9. 結言
本論文では，鋳造や射出成形に代表される型成形における

幾何学的制約 (型制約) を考慮したトポロジー最適化に着目
した．そして，型制約に違反する領域を仮想的な異方性拡散
方程式を用いて検出した．また，連成型仮想的物理モデルに
基づいて定式化及び感度解析をし，具体的な数値解析を行っ
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Fig. 18: Changes in area ratio by step with and without

the constraint.
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Fig. 19: Changes in regions violating the molding con-

straint by step with and without the constraint.

た．以下に結果をまとめる．
1. 型成形における幾何学的制約に違反する領域を仮想的
な異方性拡散方程式を用いて定式化した．

2. 連成型仮想的物理モデルに基づいて，型制約を考慮し
た平均コンプライアンス最小化問題を具体例として定
式化した．

3. 本研究で扱う最適化問題の感度設計及び最適化アルゴ
リズムを導出した．

4. 数値解析例として，型制約を考慮した二次元の等方性
線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問題を考え，
提案手法の妥当性を検証した．

なお，本研究では一つの離型方向における制約を取り扱っ
た．将来的には，複数の異方性拡散方程式を導入することで
二回以上の離型段階を踏んだ場合の幾何学的制約を考慮でき
る可能性が挙げられる．
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マイクロポーラ弾性体の考え方に基づいた
スライダ-クランク機構のトポロジー最適化

TOPOLOGY OPTIMIZATION FOR SLIDER-CRANK MECHANISMS

BASED ON MICROPOLAR ELASTICITY
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The slider-crank mechanism plays a crucial role in various mechanical systems, converting

rotational motion into linear motion and vice versa. This mechanism, comprising multiple

links, offers versatility in applications such as creating intricate strokes and incorporating

adjustment mechanisms. However, manually designing the part layout and dimensions

for desired functionality can be challenging. This study introduces a comprehensive op-

timization approach to determine the number, dimensions, and link structure within a

slider-crank mechanism using topology optimization techniques. The linkage mechanism

is represented as a topology-optimizable continuum, utilizing micropolar elasticity with

independently definable bending and tensile deformation properties. The topology opti-

mization problem is then formulated to enable the slider to produce the desired stroke

curve using the proposed model. The proposed multi-material model is defined by the

design variables of the Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP) method, and

the optimization problem is solved by a gradient-based optimization algorithm. Finally,

we validate the effectiveness of this method through numerical examples.

Key Words : Topology optimization, Slider-crank mechanism, Link mechanism, Microp-

olar elasticity, Mechanism synthesis

1. 緒言
スライダ-クランク機構は，クランクの回転運動からスラ

イダの直線運動への変換、またはその逆の変換を行うリン
ク機構の一種であり，自動車のエンジンやプレス機，産業ロ
ボットなどの機械システムに広く用いられる．スライダ-ク
ランク機構の中では，3つの回転ジョイントと 1つのスライ
ダから構成され，スライダのストローク曲線が正弦曲線とな
る 4節リンク型のものが最も一般的である．一方，より多く
のリンク・ジョイントから構成される多リンク型のスライダ-

クランク機構を用いることで，プレス機におけるスライダの
複雑なストローク曲線の生成や正弦波状の動作を行う可変圧
縮比エンジンにおけるスライダの上死点位置調整機構の挿
入 [1]など，より自由度の高いシステムが設計できる．
多リンク型のスライダ-クランク機構では，リンク・ジョイ

2023 年 10 月 3 日受付，2023 年 10 月 30 日受理

ントの数や連結関係の組み合わせが複数存在し，かつリンク
の寸法などの機構定数の数が増えることから，所望の運動を
行う機構を試行錯誤的に設計することは簡単ではない．そこ
で，最適化手法を用いてスライダ-クランク機構を設計する
先行研究が行われてきた．例えば，Hsiehと Tsai [2]は 6節
リンクから成るプレス機に対し逐次二次計画法によりリン
クの寸法最適化を行うことで目標のストローク曲線の生成
を行った．また，小松原と栗林 [3]は 6節リンクから成る可
変圧縮比エンジンに対し最小二乗法を用いてストローク曲
線が正弦曲線となる機構変数の探索を行った．しかし，これ
らの例のように多くの先行研究において，最適化の対象は寸
法に限られ，リンク・ジョイントの数と連結関係は規定であ
る．一方，Kang ら [4] はスライダを含むリンク機構につい
て，バネで接続された剛体ブロックから成るリンク機構の近
似モデルを用いてリンク・ジョイントの数と連結関係を最適
化することでエンドエフェクタの軌道生成を行っているが，
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スライダを出力とした軌道生成は行っていない．
また，スライダ-クランク機構における各リンクの構造の設

計も，耐久性や仕事効率の点で重要である．Vanpaemalら [5]

は，柔軟マルチボディダイナミクスを基にしたトポロジー最
適化により，質量制約下での各リンクの剛性最大化を行って
いる．しかし，この手法における設計領域は各リンクごとに
設定されることから，リンク・ジョイントの数や連結関係，
リンクの寸法は規定である．
以上のように，スライダ-クランク機構において最適化に

よる目標のスライダのストローク曲線の生成や，性能の向上
が行われているが，これらを同時に行う研究はほとんど行わ
れていない．同じストローク曲線を生成する機構が複数存在
することから，機構と構造を同時に最適化することで，目標
のストローク曲線を生成し，かつより性能の高い設計解が
得られると期待できる．そこで本研究では，複数材料トポロ
ジー最適化手法を用いた，スライダ-クランク機構における
リンク・ジョイントの数や連結関係，リンクの寸法，構造の
包括的な設計手法を構築する．なお本研究では特に，1つの
スライダと，数が未知の回転ジョイントから構成される平面
スライダ-クランク機構について考える．
複数材料トポロジー最適化では，異なる材料特性をもつ

複数材料の最適な材料配置を数値解析により求める．その
ため，図 1のリンク機構の例のように，引張方向には変形せ
ず曲げ方向の力には回転ジョイント部のみが曲がるリンクと
回転ジョイントの変形特性を，連続体の 2材料で表現できれ
ば，リンク機構に複数材料トポロジー最適化手法を適用でき
ると考えられる．そこで先行研究 [6]では，引張特性と曲げ
特性を独立に設定可能なマイクロポーラ弾性体 [7]を用いる
ことで，リンク機構をトポロジー最適化可能な連続体で近似
し，回転ジョイントのみから成るリンク機構の最適化を行っ
た．本研究では，スライダの運動方向と垂直な並進バネの付
加により出力部の自由度を拘束することで，マイクロポーラ
弾性体によるリンク機構の近似モデルによるスライダ-クラ
ンク機構のトポロジー最適化を行う．
以下，本論文の構成について述べる．2章では，マイクロ

ポーラ弾性体を用いたリンク機構の連続体近似モデルについ
て説明する．3章では，提案モデルを用いたスライダ-クラン
ク機構のトポロジー最適化問題を定式化する．4章では最適
化アルゴリズムについて述べ，5章では数値解析例による提
案手法の妥当性の検証を行う．

2. リンク機構の連続体近似モデル
本章では，マイクロポーラ弾性体を用いたリンク機構の連

続体近似モデルについて説明する．マイクロポーラ弾性体は
材料の微細構造の特性を考慮した一般化連続体力学の 1つで
あり，古典弾性体とは異なり材料の引張特性と曲げ特性を独
立に定義することができる．本研究では，マイクロポーラ弾
性体のこの特徴を用いることでリンク機構におけるリンクと
回転ジョイントの変形特性をトポロジー最適化可能な連続体
で表現する．

(a) Link mechanism under tensile load.

(b) Link mechanism under bending

load.

Fig. 1 Deformation characteristics of the link mechanism.

2.1. マイクロポーラ弾性体
古典弾性体では，変位 u のみにより物体の変形を定義す

るのに対し，マイクロポーラ弾性体では変位 u に加え各物
質点における微視的な回転量を表すマイクロ回転 ϕ を考慮
した上で物質点間の相互作用や材料特性を定義する．このと
き，物体の変形を特徴づけるひずみテンソル ϵ，曲率テンソ
ル χは，以下のように定義される．

ϵij =
∂ui
∂xj

+ eijkϕk (1)

χij =
∂ϕi
∂xj

(2)

ここで，eijk は 3次の交代テンソルである．
マイクロポーラ弾性体の物質点の周りには，応力 σ に加

え偶応力 τ が発生し，以下の関係式で表される．

σij = Cijklϵkl (3)

τij = Bijklχkl (4)

ここで，Cijkl，Bijkl は弾性テンソルであり，二次元問題の
場合には以下の式で定義される．

Cijkl = λMδijδkl + µMδilδjk + (µM + κM )δikδjl (5)

Bijl = γMδikδjl (6)

δij はクロネッカーのデルタを示す．λM，µM，κM，γM は
弾性係数であり，ヤング率 EM，ポアソン比 νM，特性長さ
lM，連成数 NM の 4つの材料定数と以下のような関係を持
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つ [8] [9]．

EM =
(2µM + κM )(3λM + 2µM + κM )

2λM + 2µM + κM
(7)

νM =
λM

2λM + 2µM + κM
(8)

lM =

√
γM

4µM + 2κM
(9)

NM =

√
κM

2µM + 2κM
(10)

特性長さ lM の大小は，4つの弾性係数のうち，偶応力の構
成式に含まれる γM のみに影響を与える．そのため，特性長
さは引張特性には影響せず，曲げ特性のみに影響を与える．
連成数 NM が 0 に近づくとマイクロポーラ弾性体は古典弾
性体に，1に近づくと偶応力理論に一致する．偶応力理論で
は，マイクロ回転 ϕが巨視的な回転量と一致する．
体積力及び体積偶力がないと仮定すると，マイクロポーラ

弾性体における応力と偶応力の平衡方程式は以下のように表
される．


∂σji
∂xj

= 0

∂τji
∂xj

+ eiklσkl = 0
(11)

また，応力，偶応力に関するノイマン境界条件はそれぞれ以
下のように与えられる．

σjinj = f̄i on Γf (12)

τjinj = m̄i on Γm (13)

ここで，nは境界面の単位法線ベクトルを，f̄ と m̄はそれ
ぞれ境界力，境界偶力をそれぞれ表す．
2.2. マイクロポーラ弾性体によるリンク機構の変形特性の
表現
本研究では，連成数NM を 1に近い値としたとき，同じヤ

ング率 EM とポアソン比 νM をもち，材料の曲げ特性を変化
させる特性長さ lM の大小を変えた 2 材料を用いることで，
リンク機構のリンクと回転ジョイントの変形特性を近似的に
表現する．本節では，2節リンク機構の例を用いて，マイク
ロポーラ弾性体を用いたリンク機構の連続体近似モデルがリ
ンク機構の変形特性を模擬できることを確認する．
図 1 は，検証の対象とする壁に接続された 2 節リンク機

構であり，曲げ方向に荷重をかけた際には回転ジョイントの
みが曲がり，引張方向に荷重をかけた際には伸びないという
特性をもつ．この 2 節リンク機構を，図 2(a) のように 2 材
料のマイクロポーラ弾性体から成る片持ち梁に置き換える．
なお，材料 1には特性長さ lM が大きく曲がりにくいリンク
に相当する材料を、材料 2には特性長さ lM が小さく曲がり

やすい回転ジョイントに相当する材料を配置する．このとき
の変形の様子を図 2(b)(c)に示す．赤の材料がリンクに相当
する材料 1，青の材料がジョイントに相当する材料 2である．
2つの材料は曲げ方向のみ変形特性が異なるため，引張方向
に力を加えた際には 2つの材料が一様に伸び，曲げ方向に力
を加えた際には回転ジョイントに相当する材料 2が大きく曲
がる，リンク機構に近い変形をすることが確認できる．よっ
て本研究では，マイクロポーラ弾性体において特性長さ lM

を変化させた 2材料モデルをリンク機構を近似したモデルと
して扱う．

Material 1

Material 2

(a) Cantilever beam consisting of

two materials.

(b) Micropolar elasticiy model under tensile load.

(c) Micropolar elasticiy model under

bending load.

Fig. 2 Deformation characteristics of the micropolar elas-

ticity model.

3. スライダ-クランク機構のトポロジー最適化問題
3.1. 定式化
本研究で扱うスライダ-クランク機構の最適化問題を図 3(a)

に示す．設計の対称とする機構は 1つの固定されたジョイン
ト，入力の回転運動が与えられる長さ L̄のクランク，x1 方向
から角度 θ̄だけ回転した方向の並進運動が出力されるスライ
ダと，その間を接続する数と構造が未知のリンクから成る．
本研究では，モデルは線形であると仮定するため，スライダ
のストローク曲線は正弦曲線に限られる．そこで，角度 θ̄方
向に振幅 Ā，位相 ᾱの正弦波運動を行う機構をトポロジー最
適化によって設計する．
図 3(a)のスライダ-クランク機構の最適化問題を，連続体
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Input motion Design domain

Output direction

(a) Problem definition to synthesize a linkage mechanism.

Design domain

(b) Design domain for topology optimization of a

linkage mechanism.

Fig. 3 Problem definition.

近似モデルの境界値問題に置き換えたものが図 3(b)である．
設計領域 D 内においてリンク材料，ジョイント材料が占め
る領域をそれぞれ Ωlink，Ωjoint とし，これらの分布により図
3(a)における未知のリンクの配置，構造を示す．また，固定
リンク，入力のクランク，出力のスライダはそれぞれ境界条
件によって表現される．境界 Γu は，図 3(a)において固定さ
れたジョイント Ju を示し，変位 0 のディリクレ条件を与え
る．また，境界 Γin は，入力のクランクの一端であるジョイ
ント Jin を示す．クランクの回転運動を表現するため，1回
転するときの時間を T ステップに分割し，各時刻 tで以下の
強制変位 ūin

t を与える．

ūin
t =

(
L̄ cos t

2π

L̄ sin t
2π

)
t ∈ {0, 1, ..., T − 1} (14)

境界 Γoutは出力のスライダのジョイント Joutを示し，式 (14)

で定義された各時刻の入力の変位に対し，目標の変位 ūout
t

を以下のように定義する．

ūout
t = Rθ̄

(
Ā sin

(
t
2π

+ ᾱ
)

0

)
(15)

ここで，Rθ̄ は以下の式で定義される 2階の回転テンソルで
ある．

Rθ̄ =

(
cos θ̄ − sin θ̄

sin θ̄ cos θ̄

)
(16)

さらに，Γout はスライダを表すため，角度 θ̄方向のみに変位
が許容される必要がある．そこで，角度 θ̄と垂直な方向の変
位に対する，十分に強いバネ剛性 k̄の並進バネをつけること
により拘束を表現する．このとき，バネの剛性行列は以下の
ように定義できる．

K̄ = Rθ̄

(
0 0

0 k̄

)
RT
θ̄ (17)

境界 Γout の変位と目標変位 ūout
t との誤差を最小化するこ

とで目標軌道を生成するが，Pederson [10] がコンプライア
ントメカニズムにおける経路生成問題において示したよう
に，中間密度領域のない構造を得るためには出力部への外力
の負荷が必要である．また，出力部への外力の負荷下での目
標軌道の生成は，リンク機構の自由度の冗長を避けることに
も有効である [11]．そこで，境界 Γoutに対し以下のスライダ
の運動方向の外力を与える．

f̄m = (−1)mRθ̄

(
f̄0

0

)
(18)

ここで，f̄0 は外力の大きさを表す定数であり，初期構造にお
いて入力部 Γin への強制変位による変位場に対し影響を与え
る値に設定する．また，m ∈ 0, 1は荷重の方向を表す．角度
θ̄方向と逆方向の 2つの荷重に対し誤差関数を最小化するこ
とで，荷重のない場合でも目標のストローク曲線をとるよう
にする．よって，スライダの変位の誤差関数は以下のように
設定される．

F path
all =

1∑
m=0

T−1∑
t=0

F path
m,t (19)

F path
m,t =

1

|Γout|

∫
Γout

(
ui − ūout

t,i

)2
dΓ (20)

さらに，リンク機構として適切な設計解を得るためには，
リンク機構の自由度が不足し回転ジョイントが駆動しない状
態を避ける必要がある．境界条件の設定上，自由度が不足し
た場合においても強制変位によりクランクは回転するが，運
動はジョイント部の回転ではなくリンク部の弾性変形により
実現される．よって，リンク部の弾性変形を抑制するために，
以下に示すリンク部のひずみエネルギーを最小化すること
で，自由度の不足の無い機構を生成する．
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F eg
all =

1∑
m=0

T−1∑
t=0

F eg
m,t (21)

F eg
m,t =

1

|Ωlink|

∫
Ωlink

(Cijklϵkl(u,ϕ)ϵij(u,ϕ)

+Bijklχkl(ϕ)χij(ϕ)) dΩ

(22)

以上より，リンク機構の連続体近似モデルを用いたスライ
ダ-クランク機構のトポロジー最適化問題は，以下のように
まとめられる．

min
ξ

F = ωpathF path
all + ωegF path

all (23)

subject to Glink =

∫
D
ρlinkdΩ∫
D
dΩ

− V link
max ≤ 0 (24)

Gjoint =

∫
D
ρjointdΩ∫
D
dΩ

− V joint
max ≤ 0 (25)

−∂σji
∂xj

= 0

−∂τji
∂xj

− eiklσkl = 0

ui = ūin
t,i on Γin

ui = 0 on Γu

σjinj = −K̄ijuj + f̄m,i on Γout

(26)

ここで，ωpath と ωeg は 2 つの目的関数の重み係数を，ξ は
次節にて後述する材料分布を表すための設計変数を示す．
式 (24)(25) はそれぞれリンク材料，ジョイント材料に対し，
V link
max，V joint

max を上限値とした体積制約であり，ρlink，ρjointは
それぞれリンク材料，ジョイント材料の密度を示す．リンク
機構に近い構造を得るために，ジョイント材料の体積の上限
値は十分に小さく設定する．
3.2. SIMP法に基づく設計変数の定義
本研究で扱う問題設定では，設計空間はリンク材料の領

域 Ωlink，ジョイント材料の領域 Ωjoint，空洞部の 3つの領域
に分けられる．そこで，SIMP (Solid Isotropic Material with

Penalization) 法 [12]における 2材料モデルの材料分布の補
間方法を用いて，これら 3つの領域を定義する．このとき，
各物質点における弾性テンソルは，2つの設計変数 ξ1，ξ2 を
用いて以下のように定義される．

Cijkl = (ξ1)
p
{
(ξ2)

p C link
ijkl + (1− ξ2)

p Cjoint
ijkl

}
(27)

Bijkl = (ξ1)
p
{
(ξ2)

pBlink
ijkl + (1− ξ2)

pBjoint
ijkl

}
(28)

ここで，C link
ijkl，Blink

ijkl，Cjoint
ijkl ，Bjoint

ijkl はそれぞれリンク材料，
ジョイント材料における弾性テンソルである．pは中間密度
領域に対するペナルティ係数であり，本研究では p = 3を用
いる．

また，リンク材料，ジョイント材料の密度 ρlink，ρjoint を
以下のように定義する．

ρlink = ξ1ξ2 (29)

ρjoint = ξ1(1− ξ2) (30)

各設計変数の範囲は以下の通りである．

0 < ξmin ≤ ξ1 ≤ 1 (31)

0 ≤ ξ2 ≤ 1 (32)

ここで，ξ1 の下限値 ξmin は弾性テンソルを常に正則にする
ために設定され，本研究では ξmin = 10−3 とする．
3.3. 感度解析
本研究では，勾配に基づく最適化アルゴリズムであるMMA

(The Method of Moving Asymptotes) [13] を用いて式 (23)-

(26)のトポロジー最適化問題を解く．そのため，目的関数 F

および不等式制約関数Glink，Gjointに対する設計感度の導出
が必要となる．
まず，随伴変数法を用いて目的関数 F に対する設計感度

を求める．最適化問題 (23)-(26) は，各時刻，各外力方向に
おいて異なる拘束条件を持つことから，随伴方程式を複数回
解く必要がある．そこで，随伴方程式を解く回数を最小限に
するため，式 (23)の目的関数 F を同じ境界条件下での目的
関数 Fm,t の和の形に書き換える．

F =

1∑
m=0

T−1∑
t=0

Fm,t (33)

Fm,t = ωpathF path
m,t + ωegF eg

m,t (34)

このとき，設計変数 ξn(n ∈ 1, 2)の目的関数 F に対する感度
は以下の通り分解できる．

∂F

∂ξi
=

1∑
m=0

T−1∑
t=0

∂Fm,t
∂ξi

(35)

停留条件を用いることで，各時刻，各外力方向下での解くべ
き随伴方程式は以下の通り導かれる．

∫
D

{
Cijklϵkl(ṽ, ψ̃)ϵij(v,ψ) +Bijklχkl(ψ̃)χij(ψ)

}
dΩ

= −
∫
Γout

K̄ijviṽjdΓ +
2ωpath

|Γout|

∫
Γout

(
ui − ūout

t,i

)
ṽidΓ (36)

+
2ωeg

|Ωlink|

∫
Ωlink

{
Cijklϵkl(ṽ, ψ̃)ϵij(u,ϕ) +Bijklχkl(ψ̃)χij(ϕ)

}
dΩ
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ここで，v，ψ はそれぞれ変位，マイクロ回転に対応する随
伴変数を，ṽ，ψ̃は試験関数をそれぞれ表す．時刻 t，外力方
向mにおける目的関数に対する設計変数 ξn の感度は，随伴
方程式 (36)の解 v，ψ を用いて以下のように導かれる．

∂Fm,t
∂ξn

=
∂Cijkl
∂ξn

ϵkl(u,ϕ)

{
ϵij(v,ψ)−

ωegρlink

|Ωlink|
ϵij(u,ϕ)

}
+
∂Bijkl
∂ξn

χkl(ϕ)

{
χij(ψ)−

ωegρlink

|Ωlink|
χij(ϕ)

}
(37)

なお，各弾性テンソルに対する設計変数の偏微分は式 (27)(28)

より以下のように求められる，

∂Cijkl
∂ξ1

= p (ξ1)
p−1

{
(ξ2)

p C link
ijkl + (1− ξ2)

p Cjoint
ijkl

}
(38)

∂Bijkl
∂ξ1

= p (ξ1)
p−1

{
(ξ2)

pBlink
ijkl + (1− ξ2)

pBjoint
ijkl

}
(39)

∂Cijkl
∂ξ2

= p (ξ1)
p
{
(ξ2)

p−1 C link
ijkl − (1− ξ2)

p−1 Cjoint
ijkl

}
(40)

∂Bijkl
∂ξ2

= p (ξ1)
p
{
(ξ2)

p−1Blink
ijkl − (1− ξ2)

p−1Bjoint
ijkl

}
(41)

次に，体積制約に対する設計感度はそれぞれ以下の通りと
なる．

∂Glink

ξ1
=

ξ2∫
D
dΩ

(42)

∂Gjoint

ξ1
=

1− ξ2∫
D
dΩ

(43)

∂Glink

ξ2
=

ξ1∫
D
dΩ

(44)

∂Gjoint

ξ2
= − ξ1∫

D
dΩ

(45)

4. 数値実装法
4.1. 感度の平均化とフィルタリング
最適化の安定性のため，式 (35) で求められる目的関数に

対する設計感度について，以下のようにステップごとの平均
化を行う．

∂F

∂ξi
= (1− c)

∂F

∂ξi

old

+ c
∂F

∂ξi
(46)

ここで， ∂F
∂ξi

old は最適化の 1ステップ前における平均化され
た設計感度である．cは減衰率を表す定数であり，0 < c < 1

の範囲で指定される．
また，密度法におけるメッシュ依存性の問題を回避するた

め，平均化された設計感度にヘルムホルツ型偏微分方程式に
よるフィルタリング [14]を適用する．

4.2. 重ね合わせの原理を用いた状態場の計算
本研究では，材料の線形性を仮定しているため，状態場

U = {u,ϕ}の算出に重ね合わせの原理を用いることができ
る．図 (a)，(b)，(c) の境界条件下で算出される状態場をそ
れぞれUdisp1，Udisp2，U trac とすると，時刻 t，外力方向m

での状態場は以下の式で求められる．

Ut,m = ūin
t,1U

disp1 + ūin
t,2U

disp2 + (−1)mU trac (47)

重ね合わせの原理の適用により，最適化の 1ステップあたり
に解く支配方程式の数を減らすことができる．

Design domain

(a) Design domain for calculating Udisp1.

Design domain

(b) Design domain for calculating Udisp2.

Design domain

(c) Design domain for calculating U trac.

Fig. 4 Principle of superposition. e1, e2 represent unit vec-

tors in the x1 and x2 directions, respectively.

4.3. 最適化アルゴリズム
本研究では，以下の手順に従って最適化問題を解く．

Step 1: 設計変数の初期値を与える．
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Step 2: 有限要素法により支配方程式 (26)を解き，基本とな
る状態場 Udisp1，Udisp2，U trac を求める．

Step 3: 時刻 t，荷重方向mを設定する．
Step 4: 式 (47)により得られる状態場を用いて，時刻 t，外

力方向mにおける目的関数を求める．
Step 5: 有限要素法により随伴方程式 (36) を解き，時刻 t，

外力方向mにおける設計感度を求める．
Step 6: 全時刻，全荷重方向の計算を終えるまで Step 3から

Step 5を繰り返す．
Step 7: 目的関数，体積制約を計算し，収束判定を行う．
Step 8: MMAにより設計変数を更新し，Step 2に戻る．
各計算の実装には，汎用有限要素法解析ソフトウェアFreeFEM++

[15]を用いた．

5. 数値解析例
本章では，式 (23) の最適化問題を対象とした数値解析例

を用いて，提案手法の妥当性を検証する．問題設定として，
図のような設計領域 D を考える．ヤング率 EM，ポアソン
比 νM，適合度 NM は 2材料ともにそれぞれ 200[GPa]，0.3，
0.99とし，特性長さはリンク材料では 0.1 [m]，ジョイント材
料では 0.001 [m]とする．また，クランクの長さ L̄は 0.25 [m]，
スライダの変位を拘束するバネのバネ剛性 k̄ は 1024 [N/m]，
外力の大きさ f̄0 は 109 [N]，時刻の分割数 T は 8とした．目
的関数の重み係数 ωpath，ωeg はそれぞれ 1，10−10 とした．
ωeg は初期状態における 10−2 F

path
all

F
eg
all

程度の値となっている．
また，感度の平均化の減衰率 c は 0.1，感度のフィルタリン
グ半径は ξ1 に対して 0.04，ξ2 に対して 0.02とした．リンク
材料の体積の最大値 V link

max は 34%とする．また，ジョイント
材料の体積の最大値 V joint

max は，ジョイント材料がリンク機構
の回転ジョイント同様に十分小さくなるよう 1%とする．

0.04 0.04 0.04
0.98 1.96 1.96 0.98

2Design domain

Fig. 5 Problem setting for numerical examples.

表 1に示すように，スライダの角度 θ̄，ストローク曲線の
振幅 Ā，位相 ᾱを変えた 4つのケースに対して最適化を行う．
各ケースに対して得られた最適構造を図 6に示す．なお，赤
の材料がリンク材料，青の材料がジョイント材料を示す．全
てのケースに対する最適構造について，境界 Γin，Γu，Γout

がジョイントに相当することを考慮の上，リンク材料とジョ
イント材料の配置をリンク機構のリンクと回転ジョイントに
置き換えることで，図 7に示す 1自由度の 6節リンク機構と
みなすことができる．なお，ジョイント材料部に 1つの有限

要素で接続されたヒンジ構造が見られるが，得られた最適構
造をもとに機構を設計する際には，ヒンジ構造を含めたジョ
イント材料が集まる箇所をそれぞれ 1つのジョイントで置き
換えることを想定しているため，本研究ではヒンジ構造の発
生は問題としない．図 8は各ケースの最適構造において，外
力の大きさ f0 = 0としたときのスライダのストローク曲線
であるが，全てのケースにおいて制御点に近い曲線を出力で
きているとわかる．ケース 1の最適構造における，f0 = 0の
場合の各時刻の変形の様子とマイクロ回転の分布を表 2 に
示す．ここで，偶応力理論ではマイクロ回転と巨視的な回転
量が一致するため，マイクロ回転の分布より最適構造におい
てジョイント材料の回転により変形が実現されているとわか
る．以上より，提案手法は目標のストローク曲線を生成する
スライダ-クランク機構を設計するのに有効であると考えら
れる．
Table 1 Parameters for each case in the numerical example.

θ̄ [rad] ᾱ [rad] Ā [m]

Case 1 0 0 0.25

Case 2
π

4
0 0.25

Case 3 0
π

4
0.25

Case 4 0 0 0.15

6. 結言
本研究では，マイクロポーラ弾性体によるリンク機構の近

似モデルを導入することでスライダ-クランク機構をトポロ
ジー最適化する手法を提案した．得られた成果を以下に示す．

• 引張特性と曲げ特性を独立に定義可能なマイクロポー
ラ弾性体の 2材料モデルを用いることで，リンク機構
をトポロジー最適化可能な連続体で近似する考え方を
提案した．

• 提案モデルを用いてスライダが目標のストローク曲線
をとるようなスライダ-クランク機構を設計するための
トポロジー最適化問題を定式化した．スライダを表す
出力部の境界に運動方向と垂直な並進バネを付加する
ことで，出力のスライダに対する自由度の拘束を行っ
た．目的関数には，出力変位の誤差関数とリンク材料
のひずみエネルギーの重み付き和を用いた．

• SIMP法に基づいて提案モデルの材料分布を表す設計
変数を設定し，その最適化アルゴリズムを構築した．

• 本手法による数値解析例を示し，方法論の妥当性を検
討した．スライダの角度，ストローク曲線の振幅，位
相の異なる目標軌道に対して，自由度が適切な値をも
つスライダ-クランク機構を最適化により得られること
が確認できた．

本研究では，モデルの線形性の仮定を行ったため，得られる
スライダのストローク曲線は正弦曲線に限定されたが，今後
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(a) Case 1.

(b) Case 2.

(c) Case 3.

(d) Case 4.

Fig. 6 Optimal distribution.

非線形解析に基づき最適化を行うことでより複雑なストロー
ク曲線を出力する機構を設計できると期待できる．また，本
研究では 1つの固定ノード，1つのスライダという問題設定
に対し数値解析例を示したが，ロス機構のような複数のスラ
イダを持つ機構に対する最適化問題への拡張も考えられる．
なお，本研究で得られた最適構造におけるリンク材料は古典
弾性体とは異なる変形特性を持つマイクロポーラ弾性体材料
であるため，実際の設計で用いた場合の挙動の変化について
今後更なる研究が必要であると考えられる．
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Fig. 8 Stroke curve of slider with optimal structure.
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Table 2 Deformation and distribution of micro-rotation in Case 1.

Time Deformation Ditribution of micro-rotation

t = 0

0.0

0.1

0.2

0.3

M
icr

o-
ro

ta
tio

n

t = 1

0.05
0.00
0.05
0.10
0.15

M
icr

o-
ro

ta
tio

n

t = 2

0.10

0.05

0.00

0.05

M
icr

o-
ro

ta
tio

n

t = 3

0.3

0.2

0.1

0.0

M
icr

o-
ro

ta
tio

n
t = 4

0.3

0.2

0.1

0.0

M
icr

o-
ro

ta
tio

n

t = 5

0.15

0.10

0.05

0.00

0.05

M
icr

o-
ro

ta
tio

n

t = 6

0.05

0.00

0.05

0.10

M
icr

o-
ro

ta
tio

n

t = 7

0.0

0.1

0.2

0.3

M
icr

o-
ro

ta
tio

n
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初期たわみと軸力変動が非線形Winkler基礎上はりの

座屈特性に及ぼす影響

INFLUENCE OF IMPERFECTIONS ON BUCKLING SOLUTIONS OF

AN INFINITE BEAM RESTING ON A NONLINEAR WINKLER FOUNDATION

阿部　和久 1)，浜崎　颯汰 2)

Kazuhisa ABE and Sota HAMAZAKI

1)新潟大学工学部 (〒 950-2181　新潟市西区五十嵐 2の町 8050番地，E-mail:abe@eng.niigata-u.ac.jp)

2)新潟大学工学部 (〒 950-2181　新潟市西区五十嵐 2の町 8050番地，E-mail:t20a093h@mail.cc.niigata-u.ac.jp)

Buckling of an infinite Bernoulli-Euler beam resting on an elastic Winkler foundation

characterized by a cubic nonlinearity is studied. Especially, theoretical formulae of the

buckling load are derived based on the perturbation method for a beam with initial

deflection and variable axial load. First, the snap-through buckling load is obtained for

space-harmonic imperfections in both the initial deflection and the axial load. Next,

the initial deflection and axial load fluctuation given by stationary random functions are

considered. Expectation of the buckling load is described as a function of variance and

power spectrum density of these uncertainties. Through buckling analyses, the theoretical

buckling load is compared with numerical results. It is shown that the derived solutions

can be a good approximation to the present problem.

Key Words : perturbation analysis, variable axial load, space-harmonic imperfection,

stochastic uncertainty

1. はじめに

鉄道のロングレール軌道を管理する際に，座屈の確実な防

止が重要となる (1)．近年では，左右レールとまくらぎ，お

よびそれを支持するバラスト道床を模擬した非線形バネから

構成される精緻な数値軌道モデル (2, 3) を用いて高精度に座

屈挙動を評価可能となっており，軌道の初期たわみ (通り変

位) や，バラストからまくらぎに作用する拘束力 (道床横抵

抗力)が座屈強度に及ぼす影響などが数値解析を通して詳細

に検討されている．

一方，軌道構造における各種パラメータが座屈強度に及ぼ

す影響に関する理論的理解は，必ずしも十分に進んではいな

い．一般に，軌道座屈波形の代表波長はまくらぎ間隔の約 10

倍程度であるため，基本的座屈特性の把握には連続支持ばり

の様な比較的簡易な数理モデルの適用が可能である (4)．当

該モデルの座屈・共振問題に対する高精度・高効率な数値解

法がこれまでに多く提案されてきた (5−10) が，それらの多く

は計算精度や計算効率が議論の中心であり，現象の把握にま

では及んでいない．

2023 年 10 月 8 日受付，2023 年 10 月 27 日受理

道床横抵抗力は軟化型の非線形特性を有するが，この様

な支持構造下における座屈では，荷重低下を伴う分岐座屈後

のつり合い経路上でたわみの局所化が進行する (4)．非線形

Winkler基礎上の無限長ばりを対象とした座屈の局所化過程

に関する研究の多くでは摂動解析が採用されており (11−14)，

後座屈域のつり合い経路と座屈波形とが適切に評価可能と

なっている．なお，これらの研究では長手方向に均一な構造

を対象としており，その下で支持剛性やはりの曲げモーメン

ト–曲率関係などにおける非線形性が変形の局所化に及ぼす

影響を検討している．

構造の不均一性を考慮した座屈挙動の検討は，主に有限長

構造を対象に行われている．Pierre(15) は，2 径間連続支持

された柱を対象に，中間に置かれた回転バネの位置の僅かな

ずれや剛性が局部座屈モードに及ぼす影響について議論して

いる．また，Winkler基礎の低剛性域の存在が座屈モードの

空間分布特性に及ぼす影響については，幾つかの研究事例が

報告されている (16, 17, 18)．

一方，軸力の空間変動が座屈挙動に及ぼす影響についての

検討は少ない．ロングレール軌道の場合，日陰区間の存在な

どに起因したレールの不均等な移動 (ふく進) により軸力変
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動が発生する (19, 20)．レール軸力の変動は軌道の座屈挙動

に大きく影響する (21)ため，軸力の空間変動が座屈挙動に及

ぼす影響の把握は重要である．Luongo(22) はWinkler 基礎

上の有限長のはりを対象に，作用する軸力がスパン長程度の

波長で変動する場合の座屈・共振問題を扱い，一般化摂動法

援用の下に局所モードを導出している．しかし，ロングレー

ル軌道の様にはりの全長に比べて短い波長の軸力変動が座屈

挙動に及ぼす影響については検討事例が無い．

構造に内在する不確実性が座屈強度に及ぼす影響につい

ての検討も幾つかなされている．Amazigoら (23)は，軟化型

の非線形支持剛性を有するWinkler 基礎上の無限長ばりを

対象に，初期たわみ存在下での飛び移り座屈の評価を摂動法

に基づき行っている．定常ランダムな初期たわみについても

扱われており，飛び移り座屈強度と初期たわみの標準偏差や

パワースペクトル密度 (PSD)などとの関係式を導出してい

る．Simãoら (24) は，有限長柱の座屈問題を対象に，初期た

わみや軸回転角などにおける不確実性について，簡単な例に

基づき議論している．Abramianら (25) は，有限長Winkler

ばりを対象に，支持剛性の変動が任意関数で与えられる場合

における分岐座屈や共振周波数などを摂動法に基づき求めて

いる．また，例題の一つとして，支持剛性が sine波形状に変

動する場合の座屈問題を扱っている．

ロングレールの初期通り変位や道床横抵抗力，レール軸力

は，一般にランダムな分布性状を有する．阿部ら (26) は，こ

れらの不確実性を考慮した軌道の座屈発生確率の評価を試み

ている．なお，既往の研究から，道床横抵抗力の非線形性の

存在によって軌道の座屈形態が不安定対称分岐座屈で与えら

れることや，初期通り変位波形を分岐座屈モードで与えた場

合，飛び移り座屈強度低下が初期不整振幅に対し鋭敏性を有

することなどがわかっている (2, 23)．しかし，道床横抵抗力

やレール軸力の変動が座屈強度に及ぼす影響については，数

値解析結果に基づいた議論 (26) にとどまり，その背景となる

理論的検討は未だ十分になされてはいない．特に軸力変動と

座屈強度との関係については，その分布性状に関する情報が

不十分なこともあり，数値解析事例も少ない．また，これら

の不確実性が座屈強度にどの様に影響するのかについても，

理論的には未解明なままとなっている．

そこで本論文では，軟化型非線形剛性を有するWinkler基

礎上に置かれた無限長 Eulerばりを対象に，初期たわみと軸

力変動とが飛び移り座屈挙動に及ぼす影響について，理論的

検討を試みる．その際に，文献 (23) の手法を参考に，摂動

法に基づいて飛び移り座屈軸力の近似評価式を導出する．具

体的には，まず初期たわみが完全系の分岐座屈モード波形で

与えられる場合を対象に，たわみ振幅や軸力変動振幅および

その波長が座屈軸力に及ぼす影響を明らかにする．続いて，

初期たわみと軸力変動が定常ランダムな波形で与えられる場

合を扱い，座屈軸力とそれらの標準偏差や PSD特性などと

の関係式を導出する．最後に，数値解析を通して導出した摂

動解の妥当性について確認する．

Fig. 1 Initial imperfection and deflection of a beam under

axial compression

2. 対象とする問題

2.1. つり合い式

支持剛性が 3次関数で与えられた軟化型非線形弾性を有す

るWinkler基礎 (11, 23) 上に置かれた無限長 Eulerばりを考

える．軸力が空間変動する場合のはりのつり合い式は次式で

与えられる．

EI
d4W

dX4
+

d

dX

{
N(X)

d

dX
[W (X) + εWε(X)]

}
+ k1W (X)− k3W

3(X) = 0

(1)

ここで，Fig.1に示す様にX ははり長手方向座標，W は水平

面内たわみ，Wε は初期たわみ波形を与える関数，εはその

振幅パラメータ，EI ははりの曲げ剛性，k1，k3 はWinkler

基礎の剛性に関する係数である．また，N ははりに作用する

圧縮軸力である．

式 (1) の軸力 N を，次式の様に一定成分と変動成分とに

分けて表記する．

N(X) = N0(ν + µg(X)), N0 = 2
√
k1EI (2)

ここで，N0 は軸力変動の無い完全系の分岐座屈軸力，ν は

軸力パラメータ，g(X)は軸力変動成分を与える関数，µはそ

の振幅パラメータである．なお，軸力変動成分は平均値がゼ

ロであり，載荷過程で不変とする．

式 (2)を式 (1)に代入し，さらに以下の様な変数変換を導

入する．

x =

(
k1
EI

)1/4

X, w =

√
k3
k1
W, wε =

√
k3
k1
Wε (3)

すると次の無次元化されたつり合い方程式を得る．

w(4) + 2
{
(ν + µg)w

′}′

+ w − w3 = −2
{
(ν + µg)εw

′
ε

}′

≈ −2νεw
′′
ε

(4)

ここで，(·)
′
= d(·)/dx, (·)(4) = d4(·)/dx4 である．また，軸

力変動成分と初期たわみ振幅に関する各パラメータ µ, ε は

微小量とし，右辺における µεを含む項は無視した．

2.2. 一定軸力の場合の分岐座屈モード

軸力一定 (µ=0) で，且つ初期たわみが無い (ε=0) 完全系

の分岐座屈に関する方程式は次式で与えられる．

L(w) = 0,

L(·) := (·)(4) + 2ν(·)
′′
+ (·)

(5)
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ここで，L(·)は式 (5)第 2式で定義された微分作用素である．

式 (5)において w = eikx (i2 = −1)と置くと，軸力パラメー

タ ν と波数 k について次の関係式を得る．

ν =
1

2

(
1

k2
+ k2

)
(6)

式 (6)で νの最小値を与える分岐座屈軸力パラメータは νcr=1

であり，それに対応する分岐座屈モードは波数 k = 1の調和

関数で与えられる．

3. 初期たわみと軸力とが周期変動する場合

本節では，式 (4)の wε が分岐座屈モード sinxで与えられ

る場合について考える．また軸力変動成分については，次式

に示す波数 κの周期関数を対象とする．

g(x) = cosκx (7)

式 (4)の解を次の摂動展開より求めるものとする．

w(x) =

∞∑
m=1

δmwm(x), wm(x) =

∞∑
n=0

µnwmn(x),

νε =

∞∑
m=1

δmBm, Bm =

∞∑
n=0

µnBmn,

w10(x) = sinx

(8)

ここで，δ は wの振幅に関するパラメータ，wmn(x)と Bmn

は以降で求める未知関数と未知係数である．その際に，κ=2

の場合と，それ以外とに分け，各々に対し摂動解を求める．

3.1. κ=2の場合

wε = sinxの下，式 (7)，(8)を式 (4)に代入する．その結

果を δm (m = 1, 2, · · · ) の項毎にまとめると，δ の項より次
式を得る．

L(w1) + 2µ(cos 2x · w
′
1)

′
= 2B1 sinx (9)

w1, B1 を式 (8)に従い µについてさらに展開すると，δµ0 に

関する項より次の方程式を得る．

L(w10) = 2B10 sinx (10)

式 (10)より，係数 B10 は次式のとおり定まる．

B10 = 1− ν (11)

また δµに関する項は次式で与えられる．

L(w11) = (2B11 + 1) sinx+ 3 sin 3x (12)

式 (12)に対しw10と他のwmnとの直交性を要求する (23)と，

w11 と B11 が次式により求められる．

w11 =
3

2(41− 9ν)
sin 3x, B11 = −1

2
(13)

次に δ2の項について考える．当該項より次の方程式を得る．

L(w2) + 2µ(cos 2x · w
′
2)

′
= 2B2 sinx (14)

この式は基本的に式 (9)に等しい．よって，w20は C ·w10 (C

は定数)で与えられ，w10 との直交性より C = 0を得る．す

ると結局 w2(x) = 0, B2 = 0となる．

続いて δ3 の項について考える．δ3µ0 に関する項より，次

の方程式を得る．

L(w30) =

(
2B30 +

3

4

)
sinx− 1

4
sin 3x (15)

w10との直交条件の下，w30, B30が次式のとおり求められる．

w30 =
−1

8(41− 9ν)
sin 3x, B30 = −3

8
(16)

また δ3µに関する項より次の方程式を得る．

L(w31) =

(
2B31 +

3

41− 9ν

)
sinx

+
3

4(41− 9ν)
(−3 sin 3x+ 2 sin 5x)

(17)

w10 との直交条件より次式を得る．

w31 = − 9

256(41− 9ν)
sin 3x+

1

384(41− 9ν)
sin 5x,

B31 = − 3

2(41− 9ν)

(18)

式 (11), (13), (16) および (18) より，νε は次式で与えら

れる．

νε = δ
(
1− µ

2
− ν

)
− δ3

{
3

8
+

3µ

2(41− 9ν)

}
+ · · ·

≈ δ
(
1− µ

2
− ν

)
− 3

8
δ3

(19)

式 (19)において，軸力パラメータ ν を変位振幅パラメータ

δ の関数と見なし dν/dδ = 0の条件を課すと，飛び移り座屈

発生時の軸力パラメータ ν̃ と δ との関係として次式を得る．

δ =
2
√
2

3

√
1− µ

2
− ν̃ (20)

式 (20)を (19)に代入して δ を消去すると次式を得る．

ν̃ε =
4
√
2

9

(
1− µ

2
− ν̃

)3/2
(21)

これを ν̃ について解くと，次の近似式を得る．

ν̃ ≈ 1− µ

2
−
{

9

4
√
2
(1− µ

2
)ε

}2/3

≈ 1− µ

2
−
(

9ε

4
√
2

)2/3
(22)

式 (22)において ε = 0とおくと分岐座屈軸力を得るが，そ

れが軸力変動振幅 µ に比例して低下することがわかる．ま

た，初期たわみの存在により座屈形態は飛び移り座屈に移行

することとなるが，その際の座屈軸力低下は ε2/3 に比例し

ており，僅かな初期たわみの存在により座屈強度が急減少す

るいわゆる初期不整鋭敏性を有することが確認できる．当該

の初期不整鋭敏性については文献 (23, 27)で示されている．

なお，本論文では式 (1) に示した様な 3 次の非線形性を

対象とした．一方，我国では道床横抵抗力に対し次の近似

式 (28) が提案されている．

f = f0
w

a+ |w| (23)

ここで，f は道床横抵抗力，f0 はその終局値 (最終道床横抵

抗力)，aは正の定数である．式 (23)の f はたわみ w に関し
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て奇関数で与えられるが，これは w = 0 の近傍で次式の様

に近似できる．

f ≈ f0
a

(
w − 1

a
w|w|

)
(24)

式 (24)の様に，非線形項が w|w|で与えられる場合，初期不
整鋭敏性は ε1/2 で与えられる (2)．

3.2. κ ̸= 2の場合

δµ0の項より，κ = 2の場合と同じく式 (11)を得る．また，

δµの項より，次の方程式を得る．

L(w11) = 2B11 sinx+(κ−1) sin(κ−1)x+(κ+1) sin(κ+1)x

(25)

κ ̸= 2の場合，式 (25)右辺で sinxに関する項は第 1項目の

みとなる．したがって，w11 と w10 = sinx との直交性から

B11 = 0を得る．また，w11 は次式で与えられる．

w11 =
κ− 1

Z(κ− 1)
sin(κ− 1)x+

κ+ 1

Z(κ+ 1)
sin(κ+ 1)x,

Z(κ) := (κ2 − 1)2
(26)

δµ2 の項より，次の方程式を得る．

L(w12) =

{
2B12 +

(κ− 1)2

Z(κ− 1)
+

(κ+ 1)2

Z(κ+ 1)

}
sinx

+
(2κ− 1)(κ− 1)2

Z(κ− 1)
sin(2κ− 1)x

+
(2κ+ 1)(κ+ 1)2

Z(κ+ 1)
sin(2κ+ 1)x

(27)

式 (27)を解くと，w12, B12 は次式で与えられる．

w12 =
(2κ− 1)(κ− 1)2

Z(κ− 1)Z(2κ− 1)
sin(2κ− 1)x

+
(2κ+ 1)(κ+ 1)2

Z(κ+ 1)Z(2κ+ 1)
sin(2κ+ 1)x,

B12 = − (κ− 1)2

2Z(κ− 1)
− (κ+ 1)2

2Z(κ+ 1)

(28)

δ2 に関する項については，κ = 2の場合と同様にゼロとな

る．また，δ3µ0 の項に関する方程式についても式 (15)に一

致し，w30, B30 は式 (16)で与えられる．

すると，νεの近似式は次式により与えられる．

νε ≈ δ

{
1− µ2

2

[
(κ− 1)2

Z(κ− 1)
+

(κ+ 1)2

Z(κ+ 1)

]
− ν

}
− 3

8
δ3 (29)

式 (29)より，3.1と同様にして飛び移り座屈軸力の近似式を

求めると次式を得る．

ν̃ ≈ 1− µ2

2

{
(κ− 1)2

[(κ− 1)2 − 1]2
+

(κ+ 1)2

[(κ+ 1)2 − 1]2

}
−
(

9ε

4
√
2

)2/3

(30)

式 (30)より，κ ̸= 2の場合の分岐座屈軸力は µ2 に比例し

て低下することがわかる．なお，式 (30)で κ→ 2とすると，

ν̃ は −∞ を与え，式 (22) を与え得ない．よって，当該式は

κ = 2 の近傍では適切な近似を与えないものと考えられる．

また，右辺 3 項目の初期たわみに対する鋭敏性は式 (22) に

一致しており，その効果は軸力変動と独立である．

4. 初期たわみと軸力変動とが定常ランダムな場合

4.1. たわみの積分方程式

まず，式 (4)におけるたわみの 3次の項 w3 に対し等価線

形化を施し τ2wと近似する (23)．ここで τ は定数であり，そ

の最適値については後程決定する．また，wε と g は互いに

無相関且つ定常ランダムな波形で与えられ，次式をみたすも

のとする．

Eg(g) = 0, Eg(g
2) = 1,

Eε(wε) = 0, Eε(w
2
ε) = 1

(31)

ここで，Eg(·)と Eε(·)は，それぞれ g と wε に関する数学的

期待値のことである．

式 (4)における µと εを各ランダム波形の標準偏差 σg と

σε に置き換え，軸力パラメータを ν = 1−∆2/2 (∆ ≪ 1)と

表すと，つり合い式は次の方程式で与えられる．

w(4)+(2−∆2)w
′′
+2σg(g ·w

′
)
′
+(1−τ2)w = −2νσεw

′′
ε (32)

文献 (23) では軸力変動が考慮されておらず，定常ランダ

ムな成分とたわみ w との積がつり合い式中に現れない．そ

のため，つり合い式を直接 Fourier変換して w の Fourier変

換を求め，w の PSD を介してその標準偏差 σw を評価して

いる．一方，式 (32)の解 wの場合は，gとの積が含まれてい

るため，同様の手続きを採ることができない．そこで，次の

積分方程式を介して w を表現することとする．

w(x) =− 2νσε

∫ ∞

−∞
w∗(x, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ

− 2σg

∫ ∞

−∞
w∗(x, ξ)(g(ξ)w

′
(ξ))

′
dξ

(33)

ここで，(·)
′
= d(·)/dξ であり，w∗ は次式をみたす基本解で

ある．

d4w∗

dξ4
+ (2−∆2)

d2w∗

dξ2
+ (1− τ2)w∗ = δ(ξ − x) (34)

なお，δ(ξ − x)はデルタ関数である．

4.2. たわみの漸近展開

w(x)を σg に関して次の様に漸近展開する．

w(x) =

∞∑
m=0

σmg wm(x) (35)

式 (35) を式 (33) に代入し σmg (m = 0, 1, · · · ) 毎にまとめる
と，σ0

g と σg の項よりそれぞれ次式を得る．

w0(x) = −2νσε

∫ ∞

−∞
w∗(x, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ,

w1(x) = 2

∫ ∞

−∞
w∗′(x, ξ)g(ξ)w

′
0(ξ) dξ

(36)

式 (35), (36)より，w(x)の近似式が次式により与えられる．

w(x) ≈ −2νσε

∫ ∞

−∞
w∗(x, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ

− 4νσεσg

∫ ∞

−∞
w∗
g(x, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ,

w∗
g(x, ξ) :=

∫ ∞

−∞

∂w∗′

∂ζ
(x, ζ)

∂w∗′

∂ζ
(ζ, ξ)g(ζ) dζ

(37)
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4.3. たわみの PSDの導出

式 (37)の積分区間を (−ℓ, ℓ)に設定して求めた関数を次の
wℓ で定義する．

wℓ(x) := −2νσε

∫ ℓ

−ℓ
w∗(x, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ

− 4νσεσg

∫ ℓ

−ℓ
w∗
g(x, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ

(38)

wℓ の Fourier変換 ŵℓ は次式で与えられる．

ŵℓ(k) =− 2νσε

∫ ℓ

−ℓ
ŵ∗(k, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ

− 4νσεσg

∫ ℓ

−ℓ
ŵ∗
g(k, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ

(39)

なお，ŵ∗
g は次式により表すことができる．

ŵ∗
g(k, ξ) =

−ik
A(k)

∫ ∞

−∞
e−ikζg(ζ)

∂w∗

∂ζ
(ζ, ξ) dζ,

A(k) := k4 − (2−∆2)k2 + (1− τ2)

(40)

w の PSDを Sw と置くと，それは次式より求めることが

できる．

Sw(k) = lim
ℓ→∞

1

2ℓ
Eg(|ŵℓ(k)|2) (41)

また，式 (39)右辺第 1項目の積分は，ℓ → ∞の極限におい
て次式で与えられる．

lim
ℓ→∞

∫ ℓ

−ℓ
ŵ∗(k, ξ)w

′′
ε (ξ) dξ =

∫ ∞

−∞

e−ikξ

A(k)
w

′′
ε dξ

=
−k2

A(k)
lim
ℓ→∞

ŵℓε(k),

ŵℓε(k) :=

∫ ℓ

−ℓ
wε(ξ)e

−ikξ dξ

(42)

すると，式 (39) より |ŵℓ|2 の g に関する期待値は次式に

よって求められる．

Eg(|ŵℓ|2) = 4ν2σ2
ε

k4

A2(k)
|ŵℓε(k)|2

+ 16ν2σ2
εσ

2
g

∫∫ ℓ

−ℓ
Eg
(
ŵ∗
g(k, ξ) ¯̂w

∗
g(k, x)

)
w

′′
ε (ξ)w

′′
ε (x) dξdx

(43)

ここで，(̄·)は複素共役である．
式 (43)において，Eg(ŵ

∗
g
¯̂w∗
g)の項は次の様に表記すること

ができる．

Eg
(
ŵ∗
g(k, ξ) ¯̂w

∗
g(k, x)

)
=

∫∫ ∞

−∞

k2

A2(k)
e−ik(ζ−η)

∂w∗

∂ζ
(ζ, ξ)

∂w∗

∂η
(η, x)

× Eg(g(ζ)g(η)) dζdη

(44)

ここで，Eg(g(ζ)g(η))は g(x)の自己相関関数 Rg(ζ − η)を与

える．また w∗ は，ŵ∗ の逆 Fourier変換により次式の様に表

すことができる．

w∗(x, ξ) =
1

2π

∫ ∞

−∞

eik(x−ξ)

A(k)
dk (45)

これらの関係を式 (44)に代入すると，多少の計算の後，次

式を得る．

Eg
(
ŵ∗
g(k, ξ) ¯̂w

∗
g(k, x)

)
=

k2

2πA2(k)

∫ ∞

−∞

κ2

A2(κ)
Sg(κ− k)eiκ(x−ξ) dκ

(46)

ここで，Sg は g の PSDであり，次式で与えられる．

Sg(k) =

∫ ∞

−∞
Rg(x)e

−ikx dx (47)

式 (46)を (43)に代入すると，Eg(|ŵℓ|2)は次式により与え
られる．

Eg(|ŵℓ|2) = 4ν2σ2
ε

k4

A2(k)
|ŵℓε(k)|2

+ 16ν2σ2
εσ

2
g

k2

2πA2(k)

∫ ∞

−∞

κ6

A2(κ)
Sg(κ− k)|ŵℓε(κ)|2 dκ

(48)

すると式 (41)より，たわみの PSDが次式で与えられる．

Sw(k) = 4ν2σ2
ε

k4

A2(k)
Sε(k)

+ 16ν2σ2
εσ

2
g

k2

2πA2(k)

∫ ∞

−∞

κ6

A2(κ)
Sg(κ− k)Sε(κ) dκ

(49)

ここで，Sε は初期たわみ wε の PSDである．

4.4. たわみの分散の評価

たわみの分散 σ2
w を自己相関関数 Rw を介して次式より求

める．

σ2
w = Rw(0) =

1

2π

∫ ∞

−∞
Sw(k) dk

=
4ν2σ2

ε

2π

∫ ∞

−∞

k4

A2(k)
Sε(k) dk

+
16ν2σ2

εσ
2
g

(2π)2

∫∫ ∞

−∞

k2

A2(k)

κ6

A2(κ)
Sg(κ− k)Sε(κ) dκdk

(50)

式 (50)の具体的計算の前に τ の値を求めておく．Winkler

基礎に蓄えられるひずみエネルギーの等価条件より，τ の最

適値を次の w に関する期待値で定めるものとする (23)．

Ew(w
4) = τ2σ2

w (51)

w が分散 σ2
w，期待値ゼロの正規分布で与えられるものと仮

定すると，Ew(w
4) = 3σ4

w を得る．したがって，τ
2 の最適値

は次式で与えられる．

τ2 = 3σ2
w (52)

式 (50)右辺第 1項目の積分を I1 と置くと，それは式 (40)

の A(k)に式 (52)を代入することで次式により与えられる．

I1 = 2

∫ ∞

0

k4Sε(k) dk

{(k2 − 1)2 +∆2(k2 − 1) + ∆2 − 3σ2
w}2

(53)

ここで，k2 − 1 = sと置換すると，次式を得る．

I1 =

∫ ∞

−1

(s+ 1)3/2Sε(k(s)) ds

{s2 +∆2s+∆2 − 3σ2
w}2

≈ 1

(∆2 − 3σ2
w)2

∫ ∞

−1

(s+ 1)3/2Sε(k(s)) ds(
s2

∆2−3σ2
w
+ 1
)2 (54)
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ここで，0 < ∆2 − 3σ2
w ≪ 1 と仮定すると，1/{s2/(∆2 −

3σ2
w) + 1}2 は s = 0の近傍で急激に増大し，それ以外では非

常に小さな値をとる．したがって，式 (54)の I1 はさらに次

式により近似評価できる (23)．

I1 ≈ Sε(1)

(∆2 − 3σ2
w)2

∫ ∞

−∞

ds(
s2

∆2−3σ2
w
+ 1
)2

=
πSε(1)

2(∆2 − 3σ2
w)3/2

(55)

同様の手順で式 (50)右辺第 2項目の積分 I2 を近似評価す

ると次式を得る．

I2 ≈
(π
2

)2 Sε(1)

2(∆2 − 3σ2
w)3

[Sg(0) + Sg(2)] (56)

式 (55), (56)を式 (50)に代入すると，σ2
w の近似式を得る．

σ2
w ≈ σ2

εSε(1)

{
1

(∆2 − 3σ2
w)3/2

+
σ2
g [Sg(0) + Sg(2)]

2(∆2 − 3σ2
w)3

}
(57)

ここで，ν2 ≈ 1とした．

4.5. 飛び移り座屈軸力パラメータ ν̃ の導出

式 (57)は次式の様に表すことができる．

σ2
w =

α

y
+
αβ

y2
,

y = {2(1− ν)− 3σ2
w}3/2,

α = σ2
εSε(1), β =

1

2
σ2
g [Sg(0) + Sg(2)]

(58)

なお，∆2 を 2(1 − ν) に戻した．式 (58) を y について解き

βσ2
w ≪ αと仮定すると，次の近似式を得る．

y ≈ α

σ2
w

+ β (59)

以下の計算では，簡単のため σ2
w = pと置く．式 (58)第 2式

と式 (59)より次の関係式を得る．

2(1− ν) = 3p+

(
α

p

)2/3

+
2

3
β
( p
α

)1/3
(60)

式 (60) を p で微分し，飛び移り座屈条件 (dν/dp = 0) を

課すと次式を得る．

3− 2

3
α2/3p−5/3 +

2

9
βα−1/3p−2/3 = 0 (61)

pを次の様に β のべき級数展開で表すものとする．

p = p0 + p1β + · · · (62)

ここで，pn, (n = 0, 1, · · · )は展開係数である．式 (62)を (61)

に代入し pn を求めると，pに対して次の近似式を得る．

p ≈
(
2

9

)3/5

α2/5 − 1

5

(
2

9

)6/5

α−1/5β (63)

式 (63)を (60)に代入して ν について解くと，以下の飛び

移り座屈軸力パラメータ ν̃ の近似式が得られる．

ν̃ ≈ 1− 5 · 2−7/5 · 3−1/5α2/5 − 2

5

(
2

9

)
α−1/5β

≈ 1− 1.52α2/5 − 0.296α−1/5β

(64)

式 (58)のとおり，αと β はそれぞれ σ2
w と σ2

g に比例する．

よって，式 (64)で β = 0 (σg = 0)と置き軸力変動の無い状態

に設定すると，座屈荷重は初期たわみの標準偏差 σw の 4/5

乗に比例し，それに対して僅かな鋭敏性を有することがわか

る．さらに αは Sε(1)に比例しており，座屈軸力低下におい

て波数 1の初期たわみが支配的となることを示唆している．

なお，ここでの定式過程では 0 < βσ2
w ≪ αを前提として

いるため，β 一定の下では σε → 0において右辺 3項目が評

価不能となる．それでも，一定の σε の下で，座屈強度が軸

力変動の分散 σ2
g に比例して低下することが理解できる．ま

た，β は Sg(0) + Sg(2)にも比例するため，座屈荷重低下は

それに依存する．このことは，軸力変動に波数 k = 0および

k = 2(完全系における分岐座屈モードの 1/2の波長)の成分

が多く含まれる程，座屈荷重がより大きく低下することを示

唆している．

5. 分岐座屈軸力の周期変動軸力波長依存性に関する検証

本節以降では数値計算を通して，3., 4. で導出した座屈軸

力評価式の妥当性について検討する．まず，初期たわみが無

く，軸力が式 (7)にしたがい周期変動する場合の分岐座屈軸

力について調べる．その際に，以下に示す無限長構造の固有

値問題を数値的に解く．

5.1. 固有値問題の導出

式 (4)を線形化 (w3 の項を無視)し，さらに ε = 0と置き，

式 (7)を代入すると次式を得る．

L(w) + 2µ(w
′
cosκx)

′
= 0 (65)

式 (65)の様に wにかかる係数 (軸力)が周期変動する場合の

解を次式で与える (29)．

w(x) =

∞∑
n=−∞

wne
iznx, zn := nκ+ γ (66)

ここで，wn は展開係数である．なお，0 ≤ γ < κとする．

式 (66)を (65)に代入すると，各 nに対して次の方程式を

得る．

(z4n−2νz2n+1)wn−µzn(zn−1wn−1+zn+1wn+1) = 0, (n ∈ Z)
(67)

この式は，所定の µと波数 κの下で，γ と ν を変数に持つ．

そこで，γ を上述の範囲内で走査し，各 γ に対する最小固有

値 ν(γ) を求めた．さらに ν(γ) の最小値を γ について求め，

これを分岐座屈軸力とした．なお，式 (67) は無限次元の固

有値問題を与える．以下の解析では固有値の収束性を確認の

上，展開項数を ±20項までで打ち切った．

5.2. 解析結果

µ = 0.5と設定して，軸力の変動波数 κと分岐座屈軸力 νcr

との関係を求めた結果を Fig.2に示す．ちなみに，日陰に起

因する軸力変動は当該問題の解析結果 (20) より平均軸力の

25%程度と考えられ，ここでは他の変動要因も考慮してそれ

に比べて大きめの値に設定している．なお，Fig.2には ε = 0

の下で式 (22)(κ = 2) と式 (30)(κ = 1) より求めた νcr の値
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Fig. 2 Relationship between the wavenumber κ and the bi-

furcation load parameter (µ = 0.5)

Fig.3 Relationship between the amplitude of axial load and

the bifurcation load parameter

を，κ =0.5 から 3.5 までの範囲で 0.5 間隔でプロットした．

前述のとおり，κ =2近傍で式 (30)の近似精度が低下するた

め，κ =2.5 において多少の差異が認められるものの，広い

範囲で摂動解と数値解との良好な一致が認められ，摂動解の

妥当性が確認できる．

κ = 0の近傍で分岐座屈軸力が低下している．これは，変

動波長が座屈モード波長に比べ十分に長い場合 (波数 κが十

分に小さい場合)，軸力が平均値 νcr より高い区間において

先行して座屈が発生するためである．

また，κ = 2前後の変動波数において座屈軸力が大きく低

下している．式 (22)に示したとおり，κ = 2では座屈軸力パ

ラメータ νcr が µに比例して低下する．一方，κ ̸= 2では式

(30)の様に µ2 に比例する．そのため，比較的小さな µの下

では κ = 2における軸力低下が他に比べ顕著になったと考え

られる．そこで，κ = 1 と κ = 2 の場合を対象に，µ と νcr

との関係を式 (67)の固有値問題より求めたものを Fig.3に示

す．この図より，κ = 2では νcr の低下が µに対し線形的で

ある一方，κ = 1の場合の低下は 2次関数的であり，前者の

Fig. 4 Buckling mode and space-harmonic component of

axial load

Fig. 5 Relationship between the amplitude of initial deflec-

tion ε and the buckling load reduction 1− ν̃

低下量の方が大きいことが確認できる．なお，Fig.2に示し

た結果は，4.5. で式 (64) に関連して述べた内容，すなわち

軸力変動に波数 k = 0 および k = 2 の成分が多く含まれる

程，座屈軸力がより大きく低下することと符合している．

分岐座屈軸力が大幅に低下する κ = 2の場合の座屈モード

(固有モード)と軸力変動成分 µ · g(x) = 0.5 cos 2xとを Fig.4

に示す．座屈モードは，軸力変動の無い完全系のものに近く

波長 2π (波数 κ = 1)の波形で与えられている．当該モード

はスパン長 π の両端ヒンジWinkler ばりの座屈モードに相

当する．Fig.4中に赤線で示した変動軸力成分は，座屈モー

ドのたわみが絶対最大となるスパン中央で最大値をとってお

り，当該箇所での軸力は νcr+µで与えられる．そのため，比

較的低い平均軸力 νcr の下で座屈を生じ，他の変動波数に比

べその値が大きく低下したと解釈することができる．

6. Winklerばりの空間変動が飛び移り座屈軸力に及ぼす影

響に関する検証

6.1. 解析条件

初期たわみを伴う場合の飛び移り座屈軸力の評価・検証に
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Fig.6 Relationship between σε and the mean value of buck-

ling load reduction 1− ν̃m

際し，つり合い式 (4)をはり要素により離散化した．その際

に，完全系における分岐座屈モード波長が 2π であるのに対

し，はりの長さを 200とし，それを 1000要素で分割した．ま

た，両端は固定条件とした．つり合い経路を弧長増分法 (30)

により求め，飛び移り座屈点を探索した．

6.2. 周期変動する初期たわみに対する飛び移り座屈軸力の

鋭敏性

式 (22), (30)より，飛び移り座屈軸力の低下は初期たわみ

振幅 εの 2/3乗に比例するという結論を得た．このことを確

認するため，軸力変動の無い条件 (µ = 0)の下，εと座屈軸

力パラメータの低下量 1− ν̃ との関係を数値解析より求めた．
その結果を Fig.5 に示す．なお，式 (22), (30) で µ = 0 とし

て求めたものも実線で示した．両者の比較的良い一致が認め

られ，座屈軸力の初期たわみに対する鋭敏性も含め，理論式

の妥当性が確認できる．

6.3. 定常ランダムな不確実性が飛び移り座屈軸力に及ぼす

影響

初期たわみと軸力変動をランダムに設定して座屈解析を

行った．その際に，初期たわみ wε と軸力変動波形 g の自己

相関関数 R(x)と PSD S(k)とを次式で設定した．

R(x) = ex/d, S(k) =
2d

1 + k2d2
(68)

ここで，dは相関長であり，以下の解析では初期たわみと軸

力変動に対してそれぞれ dε = 3と dg = 6と設定した．これ

らの値は座屈モード波長の 1/2倍と 1倍に概ね相当する．

ランダムな波形分布は次式により生成した．

{v} = [Φ][Λ1/2]{ξ} (69)

ここで，{v}は初期たわみの節点値ベクトル，または軸力変
動成分の要素ベクトルである．また，{ξ}は期待値ゼロ，標
準偏差 1の正規乱数ベクトル，[Φ]と [Λ1/2]は，それぞれ次

の固有値問題における固有ベクトル {ϕi}と固有値 λi の 1/2

乗を縦ベクトルおよび対角成分に持つ行列である．

[C]{ϕi} = λi{ϕi}, cij = R(|xi − xj |) (70)

Fig. 7 Relationship between σg and the mean value of rel-

ative buckling load reduction 1− ν̃m − νε

式 (69) に基づきランダムな初期たわみと軸力変動を 100

ケース生成し，飛び移り座屈軸力パラメータの平均値 ν̃m を

求めた．なお，式 (64) における ν̃ が，その導出過程におい

て何を意味するものであるのかは必ずしも明確ではない．こ

こでは，それを期待値と解釈して数値解析結果と比較する．

軸力変動の無い場合 (σg = 0)における初期たわみの標準偏

差 σε と 1− ν̃m との関係を求めた結果を Fig.6に示す．また，

合わせて式 (64) より求めた値も実線で示した．比較的小さ

な σε において，数値解より求めた 1 − ν̃m が σε の 0.925乗

に比例しており，理論値である 4/5=0.8乗より幾分大きめと

なっている．それでも，σε = 10−2 の付近では，数値解と理

論式との比較的良い一致が認められ，式 (64) の妥当性が確

認できる．

次に，σε = 1×10−2に固定して，σgを適宜変えて同様の計

算を行った．式 (64)で νε := 1.52α2/5 とおくと，1− ν̃m− νε

は σε 一定の下で σ2
g に比例する．そこで，1 − ν̃m − νε を

縦軸にとり σg との関係を求めた結果を Fig.7に示す．なお，

式 (64)より求めた理論値も実線で表示した．前述のとおり，

βσ2
w ≪ αを仮定しており，比較的小さな σε での近似精度が

低下するため値自体には多少の差異が認められるものの，比

較的小さな σg における 1− ν̃m − νε が概ね σ2
g に比例してお

り，この範囲において定性的な一致が確認できる．

以上より，初期たわみと軸力変動とがランダムな場合の飛

び移り座屈軸力の期待値が，式 (64) により概ね評価可能で

あることがわかった．

7. おわりに

軟化型の非線形支持剛性を有するWinkler 基礎上に置か

れた無限長 Euler ばりの座屈特性について検討した．特に，

初期たわみと軸力変動とを伴う場合を対象に，摂動法に基づ

き座屈評価式を導出した．

まず，初期たわみ形状を完全系の分岐座屈モードに設定し

た場合について，調和関数で与えられた軸力変動に対する

飛び移り座屈軸力を求めた．その結果，軸力変動波長が座屈

モード波長の 1/2 倍となる場合に，分岐座屈軸力が大きく

− 56  −



低下することがわかった．次に，初期たわみと軸力変動とが

定常ランダムな波形で与えられる場合について，それらの標

準偏差や PSDと飛び移り座屈軸力 (期待値)との関係式を求

めた．

最後に，数値解析結果に基づき導出した理論式の妥当性に

ついて検証した．その結果，理論式が比較的良好な近似評価

を与えることが確認できた．
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Material interpolation scheme and sensitivity analysis are studied in this research, with

the aim to achieve topology optimization of rarefied gas flow structures. Choosing the

discrete velocity method as the numerical approach for the Boltzmann equation, mate-

rial interpolation scheme is developed by correcting the convection flux of the discretized

convection equations and re-scaling the relaxation term of the Shakhov gas kinetic model.

With the proposed interpolation scheme, material distribution can be effectively modelled

using a pseudo design density. A discrete adjoint system is proposed for sensitivity anal-

ysis. The governing equation, the Boltzmann equation, in the optimization problem is

replaced by the steady state condition of the numerical scheme. The discretized version

of the governing equation results in a simple and straightforward way to formulate an

adjoint system using the Lagrangian multiplier method. The numerical solution of the

adjoint system can be obtained by a similar numerical approach, if the flux Jacobian of the

original system is transposed. Numerical examples confirm the validity of the proposed

methods, which can serve as the basis for structural optimization algorithms in rarefied

flow systems.

Key Words : Boltzmann Equation, Adjoint System, Sensitivity Analysis, Rarefied Gas,

Topology Optimization

1. Introduction

According to the kinetic theory, gas is made up by an

enormous number of molecules travelling randomly in space.

Each molecule carries momentum and energy, and their ran-

dom collisions result in dissipation of momentum and energy

in the form of shear force and heat flux. Under usual condi-

tions, the shear number of gas molecules guarantees that the

collision frequency is extremely high, so that the mean free

path (the average distance travelled by molecules between

collisions) is very small, and hence negligible compared to

the characteristic length of the flow field. In other words,

in the macroscopic scale (one that is comparable with the

characteristic length of the flow field), gas can be treated as

a continuum, where only a few macroscopic quantities (such

as density, temperature, and velocity) are required to fully

2023 年 10 月 8 日受付，2023 年 10 月 31 日受理

describe it. The dissipation of momentum and energy via

the numerous inter-molecular collisions can be categorically

described by constitutive laws such as Newton’s law of vis-

cosity and Fourier’s law of heat conduction.

However, under what is called the rarefied condition, be-

havior of gas can be drastically different. By definition, rar-

efication refers to the condition where the mean free path λ

becomes non-negligible compared to the characteristic length

Lc of the flow field. Or, introducing the non-dimensionalized

Knudsen number Kn = λ/Lc, when Kn gets larger than

10−4(1). Under rarefied conditions, the lack of inter-molecular

collisions means the velocity distribution of gas molecules

deviates from the conventionally assumed equilibrium con-

ditions. As a result, the empirical constitutive conditions

will break down, and the flow field will be more suscepti-

ble to the conditions of the solid boundaries that enclose it.

When Kn is sufficiently large, peculiar phenomenon such as
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thermal transpiration will occur(2).

The condition of rarefication usually requires extremely

low pressure (for large λ) or very small spatial scales (for

small Lc). Although rarely encountered in daily life, rar-

efied gas are commonly found in several cutting-edge en-

gineering fields, such as vacuum technology, space technol-

ogy, and micro-electro-mechanical systems (MEMS). Accu-

rate modelling and numerical simulation of rarefied gas flows

are, therefore, of fundamental significance to the design and

developments of various products. Examples include micro

actuators, gas sensors, and space nozzles(4). However, the

optimal design of these fascinating devices have long been

an open question. This is primarily due to the mathemati-

cal and computational barriers associated with the governing

equation, the Boltzmann equation. As is mentioned, rarefied

gas behaves unconventionally, and thus the Navier-Stokes-

Fourier (NSF) equations cannot be used as the governing

equation. The Boltzmann equation employs a distribution

function f to describe the distribution of gas molecules in

terms of both position and velocity, and the equation is

closed by considering the changes to f due to streaming,

reflection, and collision of all the molecules. Over the years,

several numerical methods have been developed for the Boltz-

mann equation, such as the direct simulation Monte-Carlo

(DSMC)(5, 6) the discrete velocity method (DVM)(7, 8), and

the lattice Boltzmann method (LBM)(9, 10). However, solv-

ing the Boltzmann equation numerically does not fully ad-

dress the question of optimal design. Theoretically, empir-

ical methods like trial-and-error can be applied, where one

chooses from a finite number of candidates according to nu-

merical results(12). But clearly, empirical methods lacks rig-

orousness, as it cannot rule out the possibilities of better

designs that are not tested yet. Apart from that, empir-

ical methods require considerable computational resources,

which makes applications to large-scale systems expensive(11).

As a result, at the time being, most flow devices in rarefied

flow fields have rather simple shapes, consisting mostly of

straight lines and arcs(13).

In order to develop optimal design approaches for rarefied

gas flows, researchers have turned to topology optimization.

The advantages of topology optimization is quite obvious: it

preserves the high degree-of-freedoms of the original design

problem, and ensures global optimality of the obtained re-

sult. However, the complexity of Boltzmann equation poses

a challenge to conduct material sensitivity analysis. From

the available literature, Sato et al. used a direct extension

of the Boltzmann equation to describe material distribution,

and design sensitivity is obtained using the adjoint variable

method and the Lagrangian multiplier method(14). How-

ever, the complexity of the Boltzmann equation, or the sub-

stituted Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) equation, results in

cumbersome derivation and numerical treatment of the ad-

joint system. As is reported, optimization of a 2D system

using 100 × 100 square meshes takes around 40 hours.

Guan et al. used direct simulation Monte-Carlo (DSMC)

to calculate the rarefied flow field, and proposed a mate-

rial interpolation scheme based on the DSMC algorithm us-

ing a pseudo design density(16). For sensitivity analysis, a

discretize-then-optimize (DTO) approach due to Caflisch(15)

is used. This approach focuses on the dependencies of the

numerical variables in the simulation, and bypasses the te-

dious treatment of the continuous adjoint system as is used

by Sato et al. Nevertheless, the DTO approach in sensitivity

analysis could require storage of all the intermediate vari-

ables during the simulation, which incurs extreme memory

usage in practical terms.

In this paper, we would like to present an efficient sensitiv-

ity analysis approach for rarefied gas flows, which addresses

the drawbacks of the above-mentioned methods. The struc-

ture of this paper is as follows. In Section 2, a brief review

of the discrete velocity method (DVM) is provided, which

is a deterministic method for the Boltzmann equation. In

Section 3, a new material interpolation scheme is proposed.

The proposed interpolation scheme is based on the DVM al-

gorithm, and directly captures the presence of solid by modi-

fying the convection fluxes. In Section 4, design sensitivity is

derived based on a discrete adjoint system. It will be shown

that the proposed approach reduces memory cost compared

to the DTO approach, and its computational cost is com-

parable to the forward DVM process. Finally, in Section

5, several numerical examples are provided to validate the

proposed interpolation scheme and sensitivity.

2. Review of the Boltzmann equation and DVM

2.1. The Boltzmann equation

Neglecting external force, the single-species rarefied gas

flow is governed by the Boltzmann equation

∂f

∂t
+ v · ∇xf =W [f ]. (1)

In Eqn. (1), f is the distribution function of the gas molecules.

f(x, v, t) represents the probability density of finding a molecule

around position x with velocity v at time t. On the right

hand side (RHS), W [f ] is the collision integral, which de-

scribes the rate of change in f due to the collisions between

molecules. The general expression for W [f ] is

W [f ] =

∫
R3

∫
S2

q(v− v1, σ)(f
∗f∗

1 − ff1)dσdv1, (2)

where S2 is the unit sphere, q(v− v1, σ) is the collision sec-

tion that characterizes the likelihood of collision between
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molecules with velocity v and v1 at reflection angle indi-

cated by σ, and f1, f
∗, f∗

1 are short-hand notations for the f

at pre-collision and post-collision velocity points. The details

of Eqn. (2) can be found in reference(17).

2.2. DVM

In order to solve Eqn. (1), DVM first introduces a simpli-

fication of the collision integral W . The Shakhov gas-kinetic

equation is often used, where

W [f ] =
1

τ
(f sh − f). (3)

In Eqn. (3), τ = µ/p is a characteristic relaxation time,

where µ is viscosity and p is pressure. f sh is a target relax-

ation state given through the Maxwellian distribution fma

by

f sh = fma

[
1 + (1− Pr)

Q · c
5pR0T

(
c2

R0T
− 5

)]
, (4)

where c = v − V is the peculiar velocity, Pr is the Prandtl

number, R0 is specific gas constant, V,Q, T are the velocity,

heat flux, and temperature of the flow, respectively. The

expression for fma is

fma(x, v, t) =
ρ

(2πR0T )3/2
exp

(
− c2

2R0T

)
, (5)

where ρ is density of gas.

Using the Shakhov model, Eqn. (1) is simplified to

∂f

∂t
+ v · ∇xf =

1

τ
(f sh − f). (6)

DVM uses discretized values of f over both the physical do-

main and the velocity domain to solve Eqn. (6) numerically.

Let {v̂1, v̂2, · · · , v̂Nv} be a set of Nv fixed velocity points,

Eqn. (6) is discretized in velocity domain as

∂f̂k
∂t

+ v̂k · ∇xf̂k =
1

τ
(f̂ sh
k − f̂k) (7)

for 1 ≤ k ≤ Nv, where f̂ sh
k stands for f sh(x, v̂k, t) and f̂k

stands for f(x, v̂k, t). Note that, if the RHS of Eqn. (7) is

treated as an external source, Eqn. (7) represents a system

of convection equations, each with fixed velocity v̂k. The

system of convection equations can be solved efficiently via

many of the established methods in computational fluid me-

chanics. In this paper, we use the same finite volume method

(FVM) spatial discretization for all the Nk equations.

2.2.1. Macroscopic quantities

For computation of f sh and for evaluation of the flow field,

macroscopic quantities such as density, velocity, tempera-

ture, etc. are usually required. These quantities can be

obtained as moments of the distribution function f .

ρ(x, t) =

∫
R3

f(x, v, t)dv, (8)

V(x, t) =
1

ρ

∫
R3

f(x, v, t)vdv, (9)

p(x, t) =
1

3

∫
R3

f(x, v, t)(v−V)2dv, (10)

Q(x, t) =
1

2

∫
R3

f(x, v, t)(v−V)(v−V)2dv. (11)

In DVM, the integrals in Eqn. (8) to Eqn. (11) should be re-

placed by numerical quadrature. In this paper, 24-point and

50-point Gauss-Hermite quadrature are used. Temperature

can be obtained by the equation of state

T =
p

ρR0
, (12)

and relaxation time can be obtained by

τ =
µ

p
=
µ0(T/T0)

ω

p
, (13)

where µ0 is a reference value of µ at temperature T0, and ω

is a gas-specific constant. Once the macroscopic quantities

are obtained, f sh can be explicitly calculated.

2.2.2. Boundary condition

For a computational domain C of rarefied flow, its bound-

ary can be divided into two types: open and closed. Open

boundaries are those where fluid is present on both sides,

such as flow inlets/outlets, and far-field flows. For open

boundaries, boundary conditions can be determined accord-

ing to established results in CFD. For closed boundaries,

gas molecules are reflected on the solid surfaces. The ex-

act boundary conditions are given in terms of reflection ker-

nels Rrfl(vi, vr), which states the probability density of a

molecule getting reflected to velocity vr when it hits the sur-

face with velocity vi. In DVM computation, solid boundaries

are treated as extra source (or sink) of f .

2.2.3. Time marching scheme

In rarefied gas flows, turbulence is hardly present, and the

focus is mainly on the steady state flow field. Therefore,

an LUSGS-based implicit time marching scheme, as is de-

scribed in reference(18) is used, which drastically speeds up

convergence.

3. Topology optimization and material interpolation

3.1. Topology optimization

In topology optimization, we consider the problem to find

the optimal structure that minimizes/maximizes a given ob-

jective function. The key idea is to replace the structure

optimization problem by a material distribution problem,

namely, for a characteristic function χ, we let

χ(x) =

{
1 x ∈ F ,
0 x ∈ D\F ,

(14)

where D is the design domain, and F is fluid domain. How-

ever, as χ can take either 1 or 0 for x ∈ D, infinitely small

structures are not prohibited, resulting the optimization prob-

lem being ill-posed. One solution is to use a normalized

density α instead of χ as the design variable, where α is in

L∞(D; [0, 1]), Lebesgue integrable functions defined over D
with value between 0 and 1. Using the pseudo design density

can increase the regularity of the obtained structures(19).
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However, introduction of α brings a new problem. As α

can take values between 0 and 1, some intermediate state

between solid and fluid is introduced. Therefore, the com-

putational domain, which consists of pure fluid initially, will

have to be extended to a domain of mixed fluid and solid.

3.2. Material interpolation in DVM

In reference(14), extension of the rarefied flow is achieved

by extension of the Boltzmann equation. It is noted that the

fixed solid can be treated as some porous media with varying

permeability. A numerical scheme is then developed to solve

the extended Boltzmann equation.

In this paper, we consider a more straightforward ap-

proach, where we directly construct an extension to the con-

ventional DVM algorithm. Following the FVM spatial dis-

cretization, we let α⃗ denote the discretized representation

of design variable α in Nc computational cells. Namely,

α⃗ = (α1, α2, · · · , αNc)
′, where (·)′ denotes transposition. We

state that the following properties should be satisfied by the

extension:

• The result of extended DVM calculation should change

continuously with α⃗.

• For a given α⃗ whose elements are either 0 and 1, re-

sult of the extended DVM shall be the same as con-

ventional DVM, where the computational domain is

set to the union of all cells where α = 1, and identical

boundary conditions are applied.

Shifting the focus from the Boltzmann equation to DVM

bypasses the cumbersome derivation processes, and allows

us to control or fine-tune the material interpolation scheme

directly. In the following subsections, we present the detailed

description of our extended DVM scheme.

3.2.1. Modification in convection flux

The DVM discretization transforms the Boltzmann equa-

tion into a system of convection equations (7). Using FVM

spatial discretization to solve the convection equations in-

volves evaluating the surface fluxes at the boundaries of the

computational cells. Without loss of generality, we write the

flux as ϕk for the convection equation featuring v̂k. The de-

tailed expression of ϕk shall depend on the flux reconstruc-

tion scheme one chooses, for instance, first-order upwind,

Van-Leer, essentially non-oscillation (ENO), etc. In conven-

tional DVM, the computational domain consists purely of

fluid, hence ϕk that leaves the upwind cell flows entirely into

the downwind cell. This ensures conservation of the FVM

scheme. However, the the extension of DVM, our computa-

tional domain may include a mixture of different materials,

as is indicated by the value of α stored in each computational

cell. In order to model the transfer from fluid (α = 1) to

solid (α = 0), we suggest the following correction of convec-

tion flux, using the value of α across the cell boundary. Still,

we let ϕk represent the flux obtained according to standard

DVM, αup be the value of α in the upwind cell, and αdown be

the value of α in the downwind cell. The corrected scheme

is described as follows.

• The flux that leaves the upwind cell becomes αupϕk.

• The flux that enters the downwind cell becomes

αupαdownϕk.

• In order to preserve conservation, the difference be-

tween the two fluxes, αup(1−αdown)ϕk, shall be fed to

a local reflection kernel Rlocal
rfl , which describes post-

reflection conditions, if solid is present in the compu-

tational cell.

Note that, in this extended scheme, when αup = 0, the net

flux that leaves the cell must be zero, which is in accordance

with the idea that solid does not emit molecules into gas.

On the other hand, when αdown = 0, the flux enters the

downwind cell must be zero, which means solid does not

absorb molecules from gas. In that case, αup = max(αup −
αdown, 0), which means all the flux that leaves the upwind

cells shall be reflected.

Also note that, the proposed scheme does not depend on

the actual expressions of ϕk and Rlocal, and only depends

on αup and αdown. This ensures the versatility, namely, this

extension in convection flux can be applied to any flux re-

construction scheme and any reflection boundary condition.

3.2.2. Modification in relaxation time

In DVM, we use implicit time scheme to update the flow

field. According to reference(18), the convection fluxes, as

well as the − 1

τ
f term on the RHS of Eqn. (3) are treated

implicitly, while the Shakhov state
1

τ
f sh is treated as a con-

stant source term in every iteration. This is because f sh de-

pends on all the velocity components in one computational

cell. If a full implicit scheme is used, f sh will have to be

re-calculated after the update of every single velocity com-

ponent, which is too expensive in computational terms. It

can be shown that, when Kn is sufficiently large (Kn > 1),

treating
1

τ
f sh explicitly will not slow down convergence sig-

nificantly, as convection still dominates the development of

flow field. However, in the extended DVM scheme, α re-

stricts the effective convective fluxes between computational

cells. As a result, when α takes a non-zero small value,

the magnitude of convective change will likely be overshad-

owed by the magnitude of relaxation change, which can be

thought of as a local drop in Kn for the computational cell.

Consequently, explicit treatment of
1

τ
f sh cannot effectively

update the flow field, and the speed of convergence could be

drastically impaired.
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In order to fix this local decrease in Kn and restore the

computational efficiency, we suggest the relaxation term strength

to be equally scaled by local value of α. Namely, the collision

integral W shall be modelled by

W [f ] =
α

τ
(f sh − f). (15)

Using the modified relaxation model ensures that the mag-

nitude of convection and relaxation remain balanced accord-

ing to a global Kn, so that the rate of convergence of the

extended DVM will be at the same level compared to con-

ventional DVM.

It may cause some confusion that for α = 0, the relax-

ation term vanishes for solid regions, which is opposite to

the model in reference(14), where solid is treated as regions

where inter-molecular collisions are extremely strong. Note

that, in our proposed method, despite relaxation is effec-

tively non-existent for solid, the velocity distribution in solid

region has zero effect on its neighbouring cells due to the cor-

rection in convection fluxes. The presence of solid (or cells

where α = 0) is manifested by the additional reflection fluxes

created at the cell boundaries, whose intensity depends en-

tirely on the incident flux from outside the solid region. And

since the effective convection flux from the upwind cell to the

downwind is corrected by a factor αupαdown, the influence of

a computational cell to the entire computational domain is

limited by the local value of α. Together with modification of

macroscopic flow quantities in the objective function, which

will be introduced below, modifying τ according to α will not

cause ill effects to the global flow field, even if 0 < α < 1.

3.2.3. Modification in objective function

In order to increase the convexity of the optimization prob-

lem, we suggest to add a penalty term in the final results

of DVM calculation. Let ρ̂, V̂ , p̂, Q̂ be the density, velocity,

pressure, and heat flux calculated from numerical quadra-

ture, as is done in convectional DVM. In the extended DVM,

we suggest using ρ̂∗, V̂ ∗, p̂∗, Q̂∗ as substitutions. The defini-

tions are

ρ̂∗ = αβ ρ̂+ (1− αβ)ρ0, (16)

V̂ ∗ = αβ v̂ + (1− αβ)V0, (17)

p̂∗ = αβ p̂+ (1− αβ)p0, (18)

Q̂∗ = αβQ̂+ (1− αβ)Q0, (19)

where ρ0,V0, p0,Q0 are constant values, representing the de-

sired density, velocity, pressure, and heat flux of the flow field

when solid is present. For steady solid, V0 = Q0 = 0. Gas

density and pressure are not properly defined for a pure solid

region, we suggest using the initial values in DVM calcula-

tion ρ0 = ρini, p0 = pini. The exponent β ≥ 0 controls the

level of penalization.

4. Sensitivity analysis via discrete adjoint system

In topology optimization, the key step, sensitivity analy-

sis, is dedicated to evaluate the change of the objective func-

tional due to changes in the design variable. The conven-

tional sensitivity analysis approach is to use the Lagrangian

multiplier method with adjoint variables. Like is done in ref-

erence(14), a system of adjoint equations, with proper bound-

ary conditions, should be derived based on the Boltzmann

equation. After that, a separate numerical scheme is de-

veloped to solve for the adjoint variables numerically. This

optimize-then-discretize (OTD) approach, as is discussed in

reference(15), requires rigorous yet tedious derivations, which

is particularly the case for the Boltzmann equation. In refer-

ence(16), an alternative discretize-then-optimize (DTO) ap-

proach is used, where the focus is shifted to the numeri-

cal variables. The DTO approach bypasses the derivation,

and simplifies the formulation significantly. However, simply

tracking the dependencies of the numerical variables from

their initial values to the steady state solution incurs seri-

ously high memory usage and lacks computational efficiency.

In the following subsections, we shall introduce a discrete

adjoint system based on the discretized version of the Boltz-

mann equation through the proposed extension of DVM.

4.1. Symbolic expressions for the extended DVM

In extended DVM, we can write the discrete values f̂k in

one state vector f⃗ ∈ RNcNv ,

f⃗ = (f⃗ ′
1, f⃗

′
2, · · · , f⃗ ′

Nc
)′, (20)

where each f⃗i ∈ RNv represents the discretized f̂k(1 ≤ k ≤
Nv) in the computational cell indexed i,

f̂i = (f̂1,i, f̂2,i, · · · , f̂Nv,i)
′. (21)

The extended DVM updates the state vector f⃗ at every time

step until the flow field reaches steady state. The steady

state can be identified as the zero of a residual operator

R⃗(f⃗) ∈ RNcNv . R⃗ takes the current discretized value f⃗ as

input, and returns the rate of change with respect to time

for every component. The detailed expressions of R⃗ should

depend on the FVM discretization of the computational do-

main, the flux reconstruction scheme for the convection equa-

tions, and α⃗. Therefore, the steady state of the rarefied flow

field, as is dictated by

v · ∇xf =W [f ] (22)

can be rewritten in discrete form as

R⃗(f⃗ ; α⃗) = 0. (23)

Note that, the boundary conditions of Eqn. (22) are auto-

matically included in Eqn. (23) by proper definition of R⃗.
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4.2. Discrete optimization problem

Following the discretized governing equation, we consider

the model optimization problem for rarefied flow field.

inf
α⃗
K = K(f⃗ ; α⃗), (24)

subject to

R⃗(f⃗ ; α⃗) = 0. (25)

K is a objective functional to be minimized, and is defined

over the state vector f⃗ and the pseudo design density α⃗. Note

that the expression of K is very general, as all the macro-

scopic flow quantities can be obtained from the discrete ve-

locity distribution function via proper quadrature. Equation

(25) uses the discretized expression of steady state.

4.3. Discrete adjoint system

Design sensitivity is obtained using the augmented La-

grangian multiplier method with adjoint variables. We de-

fine the Lagrangian J as

J =K(f⃗ ; α⃗)− Φ⃗ · R⃗(f⃗ ; α⃗) (26)

In J , Φ⃗ ∈ RNcNv is the vector of adjoint variables. Accord-

ing to first-order optimal conditions, we derive the adjoint

equations by stating
∂J

∂f⃗
= 0, namely,

∂K

∂f⃗
−

(
∂R⃗

∂f⃗

)′

Φ⃗ = 0. (27)

Note that,
∂K

∂f⃗
is the gradient of K with respect to f⃗ , which

is a vector in RNcNv .
∂R⃗

∂f⃗
is the Jacobian of flow residual R⃗

with respect to f⃗ , which is an NcNv ×NcNv square matrix.

For known f⃗ and α⃗,
∂K

∂f⃗
and

∂R⃗

∂f⃗
can be explicitly formu-

lated. Therefore, symbolically speaking, Eqn. (27) is simply

a system of linear equations. Once Φ⃗ is numerically solved,

the sensitivity H⃗ is obtained by

H⃗ =
∂J

∂α⃗
=
∂K

∂α⃗
−

(
∂R⃗

∂α⃗

)′

Φ⃗. (28)

Similar to Eqn. (27),
∂K

∂α⃗
and

∂R⃗

∂α⃗
are gradient and Jacobian

which can be explicitly evaluated given f⃗ and α⃗.

4.4. The transposed flux Jacobian

The main challenge of sensitivity analysis lies in Eqn. (27),

where we need to find the inverse of the transposed flux

Jacobian

(
∂R⃗

∂f⃗

)′

. Let B denote the original flux Jacobian

∂R⃗

∂f⃗
. Note that, due to the structure of f⃗ , B can be written

in the form of a Nc ×Nc block matrix. Each block Bi,j is a

Nv × Nv sub-matrix, which corresponds to the Jacobian of

flow residual in cell j with respect to the state vector in cell

i. Note that, due to the locality of the FVM discretization,

most of Bi,j will be zero. Bi,j is non-zero only when i = j or

when i, j are adjacent computational cells. Therefore, the

transposed system B′ is also a sparse matrix, which can be

solved using the LUSGS technique with similar efficiency.

4.5. Discussion regarding the adjoint variables

The sensitivity obtained via the discrete adjoint system is

closely related to one that obtained from a finite-difference

approach. Consider the objective functional K(f⃗ , α⃗), we

would like to obtain its rate of change with respect to per-

turbations in α⃗, which is to consider the total derivative

dK

dα⃗
=
∂K

∂f⃗

∂f⃗

∂α⃗
+
∂K

∂α⃗
. (29)

For given objective functional K and known values of f⃗ and

α⃗, the two gradients
∂K

∂f⃗
and

∂K

∂α⃗
can be explicitly evalu-

ated. However, the remaining term
∂f⃗

∂α⃗
, is less obvious. f⃗

and α⃗ are related by the state equation (25), which dictates

that zero flow residual should be attained by f⃗ under given

α⃗. Therefore, for a small change in α⃗ to α⃗ + ∆α⃗, the cur-

rent steady state f⃗ must change to f⃗ +∆f⃗ , such that their

induced changes in R⃗ cancel out. Namely,

R⃗(f⃗ +∆f⃗ ; α⃗+∆α⃗)

=R⃗(f⃗ ; α⃗) +
∂R⃗

∂f⃗
∆f⃗ +

∂R⃗

∂α⃗
∆α⃗+O[(max(||∆f⃗ ||, ||∆α⃗||)]

=0. (30)

Note that the original steady state satisfies R⃗(f⃗ ; α⃗) = 0,

neglecting higher order terms, we have

∂f⃗

∂α⃗
= −

(
∂R⃗

∂f⃗

)−1
∂R⃗

∂α⃗
. (31)

Substituting Eqn. (31) into Eqn. (29), we get an alternative

expression for sensitivity

dK

dα⃗
= −∂K

∂f⃗

(
∂R⃗

∂f⃗

)−1
∂R⃗

∂α⃗
+
∂K

∂α⃗
. (32)

Note that, the inverse

(
∂R⃗

∂f⃗

)−1

is not necessarily sparse,

and would take up too much memory to store when NcNv is

large. One possible solution is to use an iterative approach

to calculate the result of Eqn. (31). However, note that
∂R⃗

∂α⃗
is an NcNv ×Nc matrix. When Nc is large, this approach is

still considerably expensive compared to finding the steady

state flow field in DVM. One more feasible approach is to

evaluate
∂K

∂f⃗

(
∂R⃗

∂f⃗

)−1

first. Note that the transpose rule

states that[
∂K

∂f⃗

(
∂R⃗

∂f⃗

)−1]′
=

[(
∂R⃗

∂f⃗

)−1]′ (
∂K

∂f⃗

)′

(33)
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The solution of Eqn. (33) is exactly the adjoint variables Φ⃗.

5. Numerical examples

5.1. Material interpolation

We use the following flow fields to demonstrate the validity

of the proposed material interpolation scheme.

(a) Benchmark case.

(b) Extended case.

Fig. 1: Computational domain of the plane Fourier flow.

5.1.1. Plane Fourier flow

In plane Fourier flow, rarefied gas is placed between two

infinitely large parallel plates. The plates are stationary,

but kept at different temperatures. The lower plate has

Tlow = 0.5, and the higher plate has Thigh = 1.5, which are

non-dimensionalized against reference temperature T0 = 273

K. The separation between the plates is 1 m, which is also

the characteristic length of the flow field. Diffuse reflection

boundary conditions are set at the gas/solid interfaces. We

choose Argon as the working gas, and consider cases where

a uniform initial density ρ0 results in Kn = 10.0, 1.0, 0.1,

respectively.

As a benchmark case, we first calculate the flow field us-

ing standard DVM procedure. Due to the symmetry of the

problem, we use 100 uniform-spaced computational cells to

discretize the domain. The velocity domain is normalized by

the reference speed v0 =
√
2R0T0, and discretized using 50

(a) Kn = 10.0

(b) Kn = 1.0

(c) Kn = 0.1

Fig. 2: Temperature distribution in the plane Fourier

flow at different Kn.

Gauss-Hermite quadrature nodes in each spatial direction,

resulting Nv = 2500 for the 2D case. For the discretized

convection equations, first-order upwind scheme is used to

reconstruct the surface flux.

To test the proposed material interpolation scheme, we

consider an extended computational domain, where the sep-

aration between plates is increased to 1.2 m, and the number

of uniform computational cells is increased to 120. In order

to maintain the characteristic length, the lower 1/6 of the

computational domain is assigned α = 0, and the rest 5/6 is

assigned α = 1. Illustration of the computational domains is

included in Fig. 1. Fig. 2 and Fig. 3 show the distribution of

temperature and heat flux (normalized against Q0 = ρ0v
3
0).

In the flow region where α = 1, the extended DVM gives

identical results compared to the benchmark cases. In the

− 65  −



extended region where α = 0, due to the modification scheme

introduced in Section 3.2.3, macroscopic quantities actually

do not depend on DVM results. Flow temperature and heat

flux are simply forced to be 1.0 and 0.0, respectively, which

are prescribed values to represent the presence of solid. Of

course, the choice of representation of solid is a rather ar-

bitrary one, for instance, one can use 0.5 to represent solid

temperature in this plane Fourier flow.

(a) Kn = 10.0

(b) Kn = 1.0

(c) Kn = 0.1

Fig. 3: Heat flux distribution in the plane Fourier flow

at different Kn.

5.1.2. Plane Couette flow

The setup of plane Couette flow is similar to that of the

plane Fourier flow, as is shown in Fig. 4. Rarefied Argon is

placed between two infinitely large parallel plates separated

by 1 m. Both plates are kept at T = 1.0, but the upper

plate moves at vplate = 0.1 (normalized against v0). The

solid surfaces are treated as diffuse reflectors. We use the

same discretization scheme as the Fourier flow, which is 50

Gauss-Hermite points in each spatial direction, and Nv =

2500. Three cases are considered where Kn = 10.0, 1.0, 0.1,

respectively. Again, we consider a benchmark case and an

extended case, where the separation is increased to 1.2 m,

and the lower 1/6 of the computational domain is marked

by α = 0.

(a) Benchmark case.

(b) Extended case.

Fig.4: Computational domain of the plane Couette flow.

Fig. 5 and Fig. 6 show the distribution of x−velocity

(normalized against v0) and shear stress (normalized against

ρ0v
2
0). Note that in the flow region where α = 1, the ex-

tended DVM gives identical results compared to the bench-

mark cases. In regions where α = 0, like the case of plane

Fourier flow, the final velocity and shear stress are effectively

independent of DVM results. Their values are both set to 0

due to the modification scheme in final macroscopic quanti-

ties.

5.1.3. Cavity with inlet and outlet

We consider a 2D cavity with an inlet and an outlet, as

is shown in Fig. 7. At the inlet, gas density and pressure

are fixed at unit value. At the outlet, vacuum condition is

imposed, which means no molecules can come in. Knudsen

number is set to Kn = 1.0. The computational domain is

divided into two regions C1 (white color) and C2 (gray color).
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(a) Kn = 10.0

(b) Kn = 1.0

(c) Kn = 0.1

Fig. 5: x−velocity distribution in the plane Couette flow

at different Kn.

In C1, we set α = 1. In C2, we consider three cases where

α = 0, 0.5 and 1. The distribution of flow velocity is shown

in Fig. 10. It can be seen that as α in C2 increases from 0

to 1, the velocity in C2 gradually increases, until it merges

with C1 as a whole. The physical domain is discretized by

100 × 100 uniform square cells, and the velocity domain is

discretized by the same 2500 Gauss-Hermite points in 2D as

in previous cases.

5.2. Sensitivity from discrete adjoint system

We use the same 2D cavity problem to demonstrate the

validity of design sensitivity obtained from the discrete ad-

joint system. The discretization schemes in both physical

and velocity domains are kept identical. Consider the ob-

jective functional K defined as the flow rate at the inlet.

Namely, K is the average of flow velocity in the x−direction

at Γin. In discrete terms, K is obtained by the average of

(a) Kn = 10.0

(b) Kn = 1.0

(c) Kn = 0.1

Fig.6: Shear stress distribution in the plane Couette flow

at different Kn.

x−velocity among all the cells at Γin, which are obtained ac-

cording to Eqn. (17). We consider the case where α = 1 in

the computational domain, which means the cavity is filled

with rarefied gas. Letting β = 0, we can solve the adjoint

equation for Φ, and obtain H⃗ in every computational cell.

The results are shown in Fig. 8.

A comparison of H⃗ with its finite difference counterpart

H⃗FD is provided in Fig. 9, where the absolute value of the

difference is shown. We can see that the results are in good

agreement. The definition of the i-th element of H⃗FD is

HFD,i =
K(α⃗+ ϵe⃗i)−K(α⃗)

ϵ
, (34)

where e⃗i is the i-th unit vector, and ϵ is a small value, cho-

sen as 10−4 in this example. H⃗FD can be interpreted as a

finite difference approximation of the design sensitivity. It is

simply the ratio between the change of objective functional
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Fig. 7: Computational domain of the cavity flow.

Fig. 8: Sensitivity distribution in the computational do-

main

Fig. 9: Error distribution in the computational domain

K and the change in design variable α⃗.

6. Conclusion

In this research, material interpolation scheme and sensi-

tivity analysis method is developed for topology optimization

of rarefied gas flows. The main results are listed as follows.

1. Based on the DVM for rarefied gas flows, a mate-

rial interpolation scheme is proposed, which allows

parametrization of solid/fluid distribution in the de-

sign domain using a pseudo density. The proposed

scheme can be applied for any reflection boundary

condition, and does not impair the computational ef-

ficiency of standard DVM.

2. A discrete adjoint system is formulated based on func-

tional representation of the extended DVM algorithm

and the Lagrangian multiplier method. The adjoint

system can be numerically solved by transposing the

flux Jacobian.

3. The proposed interpolation scheme and sensitivity anal-

ysis method is validated by numerical examples.

The proposed method may serve as the basis for structural

optimization of rarefied gas flows.
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物質パラメータ比が比較的大きな transmission問題における
2次元Helmholtz方程式の高速直接解法に適する積分方程式の考察
CONSIDERATION OF INTEGRAL EQUATIONS FOR THE FAST DIRECT SOLVER OF THE

TWO DIMENSIONAL HELMHOLTZ TRANSMISSION PROBLEMS WITH RELATIVELY HIGH

CONTRAST MATERIAL PARAMETER RATIO
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We focused on the transmission problems of the 2D Helmholtz equations and investigated

the applicability of the fast direct solver of boundary element method when there is a high

contrast material parameter ratio between the interior and exterior domains. For this

study, we have proposed a modified version of the Burton-Miller integral equation, which

is expected to compute proxy-based interpolation with high accuracy since it has well-

suited arrangement of integral operators. A proposed fast direct solver outperforms the

conventional method in computational speed. However its numerical accuracy is inferior,

and the reasons behind it could not be provided in this study. Additionally, through our

numerical experiments, we have highlighted that there might not be any advantages in

utilizing the PMCWHT integral equation within the framework of fast direct solvers.

Key Words : Fast direct solver, Skeletonization, Proxy method, Boundary integral equa-

tion, Helmholtz equation

1. 序論
物理現象の数値シミュレーション手法は物理や工学を支え

る重要な技術であり，手法の適用領域の拡大や効率化は重要
な課題である．その数値シミュレーション手法の 1つに境界
要素法と反復法とを組み合わせた数値解法 (1) がある．境界
要素法は電磁波動散乱問題などの無限領域を含む物理現象の
シミュレートにおいて優れた手法であるが，反復法と組み合
わせるとその性質上，常に高速なわけではなく問題の条件に
よっては膨大な計算時間を要する．そのような例としては，
前処理法による反復法の収束の加速が難しい場合や，離散化
後に得られる線型方程式が同一の係数行列に対して多数の右
辺を有する場合が該当する．これらの問題条件であっても高
速に求解できるようにするために，反復解法に依存しない高
速「直接」解法と境界要素法とを組み合わせた解法が注目さ
れており，様々な手法が (2, 3, 4) が提案されている．本研究
では実装が簡易な一方で高速である skeletonization(3) と呼
ばれる手法を用いた高速直接境界要素法を考える．
高速直接境界要素法は発展途上の手法であり，効率や精度

2023 年 10 月 09 日受付，2023 年 10 月 28 日受理

を損なうことなく適用する方法が判明している問題が限られ
ていることが課題である．特に，普遍的な境界条件の 1つで
ある transmission問題における高速直接境界要素法の検討は
十分ではない．ここに transmission問題とは，例えばガラス
玉のような透過性の散乱体に入射した光等が反射や屈折等さ
れ形成される場を求める問題である．
著者らの研究グループでは高速直接境界要素法を transmis-

sion問題へ適用拡大する方法を検討してきた．skeletonization
法では解法の中で必要となる補間行列の計算を O(N2)から
O(N)(N は未知数の数)へ加速するために proxy法 (3)を用い
る．ただし transmission問題の積分方程式においては，proxy
法により複数の積分作用素を 1つの補間行列で同時に近似す
る必要があるため，proxy法を適切に実行できる作用素配置
を持つ積分方程式の適用が重要である．この観点から，散乱
体境界の内側と外側の積分作用素が分離されており，proxy

法を破綻なくできるmulti-trace積分方程式を用いることによ
り，skeletonizationを transmission問題へ拡張する方法を示
した (5)．その後，multi-trace積分方程式よりも未知数の数が
少ない Burton-Millerの積分方程式を用いた効率のよい手法
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を提案し，計算時間の短縮を確認した (6)．しかし，Burton-

Millerの積分方程式はmulti-trace積分方程式と異なり，散乱
体境界の内側と外側の積分作用素が高速直接解法の観点で完
全には分離されていない．そのため内外の物質パラメータの
コントラスト比が大きな場合には，proxy法の精度の悪化や
計算効率の低下が生じる恐れがある．
本研究では 2次元Helmholtz方程式の transmission問題を

対象とし，対応する積分方程式の 1 つである Burton-Miller

の積分方程式を変形し，散乱体境界の内側と外側の積分作用
素を (高速直接解法の観点で) 分離した定式化を示す．この
変形型 Burton-Millerの積分方程式に基づく高速直接境界要
素法を実装し，これまでに提案した手法と数値解の精度等を
比較し，比較的高コントラストな物質パラメータの計算条件
における適用性を検証する．また通常の Burton-Millerの積
分方程式の高速直接境界要素法で用いた proxy 法の適用方
法 (6)を広く用いられている PMCHWT定式化の積分方程式
に素朴に応用した場合の解法の性能を合わせて検証し，高速
直接解法においては PMCHWT定式化以外の積分方程式の
方が優れた性能を持つことを数値実験により指摘する．

2. 定式化
2.1. 2次元Helmholtz方程式の transmission問題

2 次元 Helmholtz 方程式の 2 領域 transmission 問題は次
の通り定式化される．Fig 1 のように，2 次元の無限領域
(x = (x1, x2) ∈ R2) の中に滑らかな境界 Γを持つ有界領域の
散乱体 Ω− を考え，その外部を Ω+ とする．このとき，Ω+，
Ω− において Helmholtz方程式

∆u(x) + (k+)2u(x) = 0, in Ω+

∆u(x) + (k−)2u(x) = 0, in Ω−

を満たす解 uを，境界 Γ上での境界条件

u+(x) = u−(x), on Γ (1)

q+(x) = q−(x), on Γ (2)

および，Ω+ での散乱波 us = u − uI に対する放射条件のも
とで求める問題を考える．ここに，uI は入射波であり，q±
は，

q+(x) =
1

ε+
∂u+

∂n
(x)

q−(x) =
1

ε−
∂u−

∂n
(x)

Fig. 1: Domain of transmission problem.

であり，Ω± において k± = ω
√
ε±µ± は波数，ω は周波数，

ε±は比誘電率，µ±は比透磁率であり，u±はそれぞれ Ω±か
ら Γへの uの極限値であり，nは Γ から Ω+ に向いた単位法
線ベクトルとする．
なお本研究では比誘電率と比透磁率はそれぞれの領域に

わたって一様であるとした，
2.2. 対応する境界積分方程式
節 2.1に記述した問題に対応する積分方程式である，multi-

trace積分方程式，Burton-Millerの積分方程式，変形型Burton-

Miller の積分方程式，PMCHWT 定式化の積分方程式を示
す．なお本研究では積分方程式は区分一定要素を用いた選点
法により離散化した．
2.2.1. multi-trace積分方程式

multi-trace積分方程式は，Hiptmair and Hanckes(7) によ
り提案された transmission 問題に対応する積分方程式であ
り，行列表示すると

D+ −ε+S+ − I
2

1
ε+

N+ −D∗+ − I
2

I
2

D− −ε−S−

I
2

1
ε−N− −D∗−



u+ (x)

q+ (x)

u− (x)

q− (x)



=


−uI(x)

− 1
ε+

∂uI

∂n
(x)

0

0

 (3)

のように表される．ここに，S±，D±，D∗±，N± は, それ
ぞれ

S±v(x) =

∫
Γ

G±(x− y)v(y) dSy

D±v(x) =

∫
Γ

∂G±(x− y)

∂ny
v(y) dSy

D∗±v(x) =

∫
Γ

∂G±(x− y)

∂nx
v(y) dSy

N±v(x) = p.f.

∫
Γ

∂2G±(x− y)

∂nx∂ny
v(y) dSy (4)

で定義される層ポテンシャル，I は恒等作用素であり， ∂

∂nx
，

∂

∂ny
はそれぞれ境界 Γ上の x ∈ R2，y ∈ R2 における法線微

分を表し，G± は

G±(x− y) =
i

4
H

(1)
0 (k±|x− y|)

で表される波数 k± の 2次元 Helmholtz方程式の基本解であ
る．ここに，H(1)

m はm次の第 1種 Hankel関数であり，iは
虚数単位である．また，式 (4)の積分は発散積分の有限部分
の意味である．

skeletonization法では，行列表示された積分作用素の 1行
もしくは 1列に 1つの補間行列を対応させて係数行列の低ラ
ンク近似を行う．multi-trace積分方程式は式 (3)の通り，波
数の異なる内外の積分作用素が (高速直接解法の観点で) 行
と列とが分離されている定式化になっており，ε± のコント
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ラスト比が比較的大きな場合でも，proxy法で補間行列を破
綻なく計算でき，高速直接境界要素法で得られる数値解の精
度が良いと想定される．
なお「積分作用素が行と列とで分離されている」ことはよ

り正確に記述すると「積分作用素を並べた行列の任意の行ま
たは列に含まれる作用素は，Γの内部もしくは外部の波数の
どちらかのみから構成されている」ことを意味する．本論文
の以降の部分では，積分作用素の行と列とでの分離という表
現は上記の意味で用いる．
2.2.2. Burton-Millerの積分方程式

Burton-Millerの積分方程式は散乱体の外側における解の
積分表現に Burton-Miller 法 (8) を用い，散乱体の内側にお
ける解の積分表現にGreen公式を用い，それぞれを境界 Γへ
極限移行し境界条件 (1)-(2)により連立して得られる境界積
分方程式である．行列表示すると(

(D+ − I
2
) + αN+ −ε+(S+ + α(D∗+ + I

2
))

(D− + I
2
) −ε−S−

)(
u(x)

q(x)

)

=

(
−uI(x)− α ∂u

I

∂n
(x)

0

)
(5)

となる．ここに αは Burton-Miller法の結合定数であり，本
研究では i/k+ とした．三澤ら (9) は Burton-Millerの積分方
程式は定式化により導入される (複素周波数の) 見かけの固
有値分布の性質がよいことを指摘しており，実数周波数にお
いて精度の良い解が得られると期待される．
一方で高速直接解法の観点からは，式 (5)は行方向には外

側と内側の積分作用素が分離できているが，列方向には内外
の積分作用素が並んで配置されているため，ε−/ε+の比が大
きな場合には proxy法で計算する補間行列がより多くのラン
クを必要とし計算効率が低下するか，計算効率の優先により
ランクを小さくとると計算精度が悪化するなど proxy法が破
綻する恐れがある．
2.2.3. 変形型 Burton-Millerの積分方程式

Burton-Miller の積分方程式 (5) を変形し，内外の積分作
用素の (高速直接解法の観点での) 分離を試みる．散乱体の
内側において境界 Γ上の一重層ポテンシャル密度 ϕによって
解 u(x)が

u(x) = S−ϕ(x) (x ∈ Ω−) (6)

と構成できると仮定し，境界 Γに極限移行した式およびその
法線微分

u(x) = S−ϕ(x) (7)

q(x) = (D∗− +
I

2
)ϕ(x) (8)

を考える．Green公式に基づく解の積分表現ではなく式 (7)-

(8)を用いることが修正点である．散乱体の外側では通常の
Burton-Millerの積分方程式と同様に Burton-Miller法に基づ

く解の積分表現を Γに極限移行した(
(D+ − I

2
) + αN+

)
u(x) +

(
−ε+(S+ + α(D∗+ +

I

2
))

)
q(x)

= −uI(x)− α
∂uI(x)

∂n

(9)

を用いる．式 (7)-(9)を境界条件 (1)-(2)により連立すること
により変形型 Burton-Millerの積分方程式が得られる．これ
を行列表示すると(D+ − I

2
) + αN+ −ε+(S+ + α(D∗+ + I

2
))

−I S−

−I 1
ε−

(D∗− + I
2
)


·

u(x)

q(x)

ϕ(x)

 =

−uI(x)− α
∂uI (x)
∂n

0

0


(10)

となる．変形型Burton-Millerの積分方程式は通常のBurton-

Millerの積分方程式と同様，実数周波数に見かけの固有値は
ないと考えられる．
式 (10) の左辺から，行，列ともに内外の積分作用素の配

置が分離できていることがわかる．このため ε−/ε+ が大き
な場合にもmulti-trace積分方程式 (3)と同様に proxy法を破
綻なく実施でき，通常の Burton-Miller の積分方程式 (5) よ
りも数値解の精度等で有利であると想定される．
なお一重層ポテンシャル密度 ϕではなく二重層ポテンシャ

ル密度を用いて解の積分表現を仮定しても変形型 Burton-

Millerの積分方程式は定式化可能である．しかしその場合超
特異性を持つ二重層ポテンシャルの法線微分N−を計算する
必要が生じるため，本研究では一重層ポテンシャル密度 ϕを
用いた．
2.2.4. PMCHWT定式化の積分方程式

PMCHWT 定式化 (Poggio-Miller-Chang-Harrington-Wu-

Tsai)の積分方程式 (10) は transmission問題に広く用いられ
ている定式化であり，行列表示すると(

D+ +D− −(ε+S+ + ε−S−)
1
ε+

N+ + 1
ε−N− −(D∗+ +D∗−)

)(
u(x)

q(x)

)

=

(
−uI(x)

− 1
ε+

∂uI

∂n
(x)

)
(11)

となる．この式は 1つの行，列の中に波数の異なる内外の積
分作用素が分離できていないだけでなく，内外の積分作用素
の和も存在するため，proxy法を用いた補間行列の計算が適
切に実行できないと想定される．

skeletonization のアルゴリズムの中で PMCHWT 定式化
の積分方程式の内外の積分作用素を分離する修正を行った場
合解法が破綻する (5) が，補間行列のランクが非常に大きく
なる可能性を無視すれば，通常の Burton-Millerの積分方程
式 (5)の場合の補間行列の計算法 (6) を素朴に応用すること
で skeletonizationの実行そのものは可能と考えられる．本研
究ではこの考えに基づき実装した PMCHWT定式化に基づ
く高速直接境界要素法を比較対象として用いる．
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2.3. skeletonization法
高速直接解法の 1 つである skeletonization 法の概要につ

いて述べる．それぞれの積分方程式を離散化した線型方程式
を代表して

Ax = f

と表すこととする．ここに A ∈ CN×N , x ∈ CN , f ∈ CN , N

は未知数の数である．境界 Γを p個のセグメントに分割し，
1つのセグメントに含まれる選点に対応する未知数の数を n

とすると，N = p×nとなる．このとき係数行列 Aの非対角
部分を何らかの行列分解等で構造的に低ランク近似すること
により

Dx+ URV x = f

と分解できると仮定する．ここに D ∈ CN×N , U ∈ CN×K ,

V ∈ CK×N はそれぞれそれぞれn×n，n×k，k×nの大きさの
対角ブロックのみにエントリを有する行列であり，K = p×k
(k ≪ n) である．また R ∈ CK×K は非対角ブロックのみに
エントリを有する行列であり，それぞれの非対角ブロックの
大きさはすべて k× kである．このときに D, R, V D−1U に
それぞれ逆行列が存在するならば線型方程式を圧縮し

Ãy +Ry = f̃ (12)

のように変形できる．ここに Ã = (V D−1U)−1, y = V x,

f̃ = ÃV D−1f である．なお Rの逆行列はエントリを有する
(非対角)ブロック行列ごとにも存在する必要がある．
上記の低ランク近似は補間分解 (11) などにより実行でき，

補間分解に基づく高速直接解法は skeletonization と呼ばれ
る．補間分解を用いると U, V は補間行列となり，R を補間
してもとの係数行列 Aの非対角部分を復元する．
もし行列 Rがさらに

R = D′ + U ′R′V ′

とAと同様の構造で低ランク近似できるときには，圧縮され
た線型方程式 (12) は再度圧縮できる．低ランク近似に補間
分解を用いた場合には R は基本解がもつ遠くの境界要素同
士の相互作用は滑らかであるという性質を保っているため，
再帰的な線型方程式の圧縮が可能である．再帰的な圧縮によ
り十分線型方程式 (12)のサイズが小さくなったとき，LU分
解等により y を求め，y を

x = (D−1 −D−1UÃV D−1)f +D−1UÃy

により再帰的にもとの解 xへ復元する．
なお上記の定式化はMartinsson and Rokhlin(3) が提案し

たアルゴリズムそのものではなく，Gillmanら (12) が与えた
解法の (別の方法による)証明過程に現れる式であり，本研究
では上記の定式化を用いて数値計算を実施した．
2.4. 各定式化における proxy法を用いた補間行列の計算法
節 2.3 で必要となる補間行列 U, V の計算のため，係数行

列 Aの非対角ブロックを (行ブロック，列ブロックごとに) 素

朴に補間分解すると，これには O(N2)の計算量が必要であ
る．skeletonization法全体を O(N)で実行するために，U, V
の計算を O(N)に加速する proxy法 (3) が用いられる．

proxy法とは注目する境界セグメントと遠方の境界要素と
の相互作用を局所的な相互作用を用いて代用する手法であ
る．局所的な相互作用の計算に用いる局所的な仮想境界 (と
その内部の注目するセグメントの近傍要素を) proxy境界と
呼ぶ．proxy境界とその内部の境界要素との相互作用の評価
方法には任意性がある．本研究では文献 (13) で用いた手法と
同様の考え方で評価し，その要点は次の通りである．

• 行列表示した積分方程式 (例えば (3)) の係数行列の 1

つの行，列ごとに同じ波数の積分作用素のみが含まれ
るときは次の方法で評価する．

– 補間行列 U を計算するときには対応する波数の
基本解 G± を用いて相互作用を評価する．

– 補間行列 V を計算するときには対応する波数の
層ポテンシャル S± の離散化版を用いて相互作用
を評価する．

– 上記の相互作用の評価は配置された積分作用素
の種類に応じて法線微分を伴って評価する．法線
微分の要否判断は考える層ポテンシャルの評価に
高速多重極法を用いるとしたら，局所展開や多重
極モーメントの計算に法線微分が必要かどうか
により判断する．ただし境界形状が直線に近い
場合における補間行列の精度向上のため，D± や
D∗± の使用が自然な場合でも N± を用いる (5)．
同様に基本解の観測点もしくはソース点におけ
る法線微分が必要な場合には観測点とソース点
の双方で法線微分して評価する．

• 上記に該当しないときは行・列に配置された層ポテン
シャルをそのまま評価する．

上記の考え方で評価した proxy境界と注目する境界セグメン
トとの相互作用を主に列ピボット付き QR分解により低ラン
ク近似することで補間行列 U , V は計算される．
なお transmission 問題では積分方程式を行列表示した際

の行・列ごとにそれぞれ別の補間行列 U・V が必要となる．
そのため物質パラメータのコントラスト比が大きな場合に
は，境界 Γの外側の層ポテンシャルと内側の層ポテンシャル
の計算に使用する基本解の波数が異なるため，行・列ごとに
同等の精度の補間行列とするために必要なランクも異なると
考えられる．そこで本研究では補間行列の計算に用いる補間
分解，つまり列ピボット付き QR分解を通じた低ランク近似
時に動的にランクを決定し，積分方程式を行列表示した際の
行・列ごとに異なるランクの補間行列を用いることとした．
例えばmulti-trace積分方程式 (3)の係数行列部は 4行 ×4列
となっており，j 番目の行・列の補間行列を Uj , Vj と表記す
ると，U1 のランクと U2, U3, U4 のランクはそれぞれ別にと
ることができる．ただし式 (12)の Ã ((V D−1U)−1の逆行列)
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が存在する必要があるため，同じ j 番目の Uj のランクと Vj

のランクは等しくなるようにした．また，一度決定した j 番
目の Uj , Vj のランクは同一の圧縮階層では別の境界セグメ
ントに対する補間行列の計算時にも用いた．
動的なランクの決定方法は次の通りである．列ピボット

付き QR 分解により計算された三角行列の対角成分の最大
値 rmax に対して，三角行列の j 番目の対角成分 rj との比が
|rj |/|rmax| > ϵを満たす rj の数を補間行列のランクとした．
ここに ϵは事前に設定した列ピボット付き QR分解の許容誤
差である (ϵは補間分解の誤差を間接的にコントロールする
ものであることに注意)．
この動的なランク決定は何らかの意味で精度を合わせた

上で定式化ごとの性能を比較することを動機として導入し
た．実際，過去に実施した計算 (13) では事前に決めた固定ラ
ンクに基づき補間行列 Uj・Vj を計算していたが，物質パラ
メータ比が大きな場合には Burton-Millerの積分方程式を用
いた場合の数値計算精度が multi-trace積分方程式を用いた
場合のそれよりも悪化が激しい場合があった．しかしこのと
き Burton-Millerの積分方程式を用いた場合の方が数値計算
時間は短かった．そのため列ピボット付き QR分解の許容誤
差に基づき補間行列のランクを j 番目の行・列ごとに動的に
決定することにより，skeletonizationの数値計算時間を積分
方程式の定式化ごとにより正当に比較できるようにした．

3. 数値実験
それぞれの積分方程式を用いて実装した高速直接境界要素

法の性能を特に ε−/ε+が比較的大きな場合に注目して検証す
る．検証対象は本論文で新たに提案する変形型Burton-Miller

の積分方程式 (10)(以降modi. BMと呼称)および，既往の通
常のBurton-Millerの積分方程式 (5)(以降BMと呼称)，multi-

trace積分方程式 (3)(以降multi-traceと呼称)，PMCHWT定
式化の積分方程式 (11)(以降 naive PMCHWTと呼称)それぞ
れの高速直接境界要素法と，通常の Burton-Miller積分方程
式に高速直接解法を用いない LU分解による解法 (以降 non

fast BMと呼称) である．
各数値実験に共通する計算条件は次の通りである．
• 境界形状は半径 2，原点中心の正円．
• 入射波は uI = eik

+(x1 sin 1−x2 cos 1) で表される平面波．
• ω = 10, ε+ = 1, µ± = 1．
• 比較対象の参照解は平面波を円周上で Bessel関数を用
いて級数展開し，各次数の Bessel関数入射波に対する
解析解を重ね合わせ構成した．級数展開には 60 次の
Bessel関数まで用いた．

また共通する計算環境は次の通りである．
• 筑波大学のスーパーコンピュータ Pegasus システム

(CPU: Intel Xeon Platinum 8468, 2.1GHz/48コア)を
用いた．

• 線型代数演算ライブラリとして Eigen(14) を用いた．

• それぞれの数値計算にはプロセッサとして CPU 1 コ
アのみを使用し，MPI，OpenMP等による並列化およ
び Eigen内部の CPUコア並列実行機能は使用してい
ないが，Eigen内部の SIMD演算機能は用いた．

なお数値解の相対精度および計算時間は境界値の計算に関す
るものであり，内点計算は行っていない．また問題のサイズ
は定式化ごとに異なる未知数の数ではなく，選点法による離
散化後の選点の数により議論する．
3.1. 物質パラメータのコントラスト比を広範囲に変化させ
たときの計算結果
物質パラメータのコントラスト比の変化に対する各積分

方程式を用いた高速直接解法の応答を俯瞰できるよう，内側
領域の比誘電率 ε− を 0.1から 50付近まで変化させ計算を実
施した．選点の数は高速直接解法を用いた場合は 12800，用
いない場合 (non fast BM) は計算時間の都合から 3200とし
た．また補間分解時の列ピボット付き QR分解の許容誤差 ϵ

は 10−8 と 10−12 の 2通りとした．
Fig. 2(a)に ϵ = 10−8 としたときの参照解に対する各解法

の数値解の u 部分の相対誤差，Fig. 2(b) に ϵ = 10−12 とし
たときの参照解に対する各解法の数値解の u 部分の相対誤
差をそれぞれ示す．相対誤差は離散化に用いた選点上でそれ
ぞれ参照解の値を計算した参照解ベクトル uref と数値解ベ
クトル uとの間の Euclidノルム相対誤差として求めた．こ
れ以降の計算を含め，qの相対誤差は uのそれと傾向が同じ
であったため図を省略した．なお，高速化なしの場合の各積
分方程式の精度は今回の計算条件では BM > modi. BM ≓
multi-trace > PMCHWTの順であったことを参考として付
記しておく．これらの transmission問題に対応した各積分方
程式の (複素) 固有値に影響を受けない波数での精度を包括
的に比較議論した文献は著者の知る限りでは見当たらない．
Fig. 2(a), 2(b)から，各高速直接解法は ϵを 10−8 から 10−12

へ減少させることにより数値解の相対誤差を減少させること
ができているとわかる．non fast BMは解法の過程で補間分
解を実行しないため変化していない．ただし，本研究で新た
に提案したmodi. BMは想定と異なり，常に BMよりも相対
誤差が大きい結果となった．特に ϵ = 10−12 においては BM

は proxy 法を高精度に実行できると想定された multi-trace

と modi. BM の双方よりも相対誤差が小さい．現段階では
この理由を説明する考察ができていないが，補間行列のラン
クを固定していた過去の計算 (13) の際の挙動とは異なり，少
なくとも本研究の計算条件では BMは列ピボット付きQR分
解の許容精度を調整し補間行列のランクを動的に決定するこ
とで，物質パラメータのコントラスト比が大きな場合でも数
値解の精度を維持することができた．

Fig. 2(c)に示す ϵ = 10−12 のときの計算時間をみると，各
高速直接解法の計算速度はmodi. BM > BM > multi-trace >

PMCHWTの順であることがわかる．BMよりもmodi. BM

の方が計算速度が速い理由は，補間行列の計算時に proxy法
で評価する相互作用の計算および列ピボットQR分解の計算
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(a) Relative error for ϵ = 10−8.
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(b) Relative error for ϵ = 10−12.
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(c) Elapsed time for ϵ = 10−12.

Fig. 2: ε− vs. relative error or elapsed time over ε− =

0.1 to about ε− = 50. Plot intervals are 1. Number

of collocation points is 12800 excluding non fast BM.

Number of collocation points of non fast BM is 3200.

が少なくて済むためである．また高速直接解法の計算速度は
ε− の増加に伴って増加していることがわかる．これは ε− の
増加に伴い，動的に決定する (内側領域に対応する)補間行列
のランクが増加したためである．このとき，proxy法を高精
度に実行できる積分作用素配置を有すると考えられるmodi.

BM(と multi-trace)は，BMに比較し物質パラメータのコン
トラストの増大に伴う計算時間の増加がわずかではあるが緩
やかになっており，計算時間の意味では今回提案した modi.

BMの BMに対する優位性が確認できる．

なお naive PMCHWTは他の手法に数値解の相対誤差が 1

桁から 2桁程度劣り，ϵを 10−8 から 10−12 に変更したときの
相対誤差の改善も小さかった．これは想定通り proxy法によ
り適切に補間行列を計算することができていないためと考え
られる．さらに，Fig. 2(c)からわかる通り常に他の積分方程
式を用いた解法より計算時間も長い．
3.2. コントラスト比の微小な変化に対する計算結果
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(a) ε− = 5.0 to ε− = 5.1.
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(b) ε− = 40.0 to ε− = 40.1.

Fig. 3: Relative error of u over narrow ranges of ε−.

Plot intervals are 0.0002. Number of collocation points

is 12800 excluding non fast BM. Number of collocation

points of non fast BM is 3200.

物質パラメータのコントラスト比を微小に変化させたとき
の各積分方程式を用いた高速直接解法の応答を調べた．コン
トラスト比の微小な変化に対して各手法の数値解が non fast

BMと同等の滑らかさで推移するか検証するため，内側領域
の比誘電率 ε−が 5付近と 40付近のときの数値計算を実施し
た．この数値実験により，物質パラメータの微小な変化に対
して skeletonization法の結果が急に変化していないかを確か
めることができ，解法の信頼性に関する情報が得られる．選
点の数は前節と同様に高速直接解法を用いた場合は 12800，
用いない場合 (non fast BM) は計算時間の都合から 3200と
した．また補間分解時の列ピボット付き QR分解の許容誤差
は ϵ = 10−12 のみとした．

Fig. 3(a)に ε− = 5付近における数値解の u部分の相対誤
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差を示す．modi. BM, BM, multi-traceは高速解法なしの non

fast BM と同等の数値解の推移となっている．一方で naive

PMCHWTは例えば ε− = 5.01付近で数値解の相対誤差の推
移が滑らかではなく，その他の箇所でもところどころで不連
続的に推移している．また ε− = 5.07 から 5.08 等における
相対誤差の悪化は，積分方程式の周波数に関する非ゼロの小
さな虚部を持つ複素固有値の影響と考えられる (15)．
次にFig. 3(b)に ε− = 40付近における数値解の u部分の相

対誤差を示す．ε− = 5のときと異なり，non fast BMと同様
に数値解の相対誤差が滑らかに推移するのはmulti-traceのみ
であった．modi. BM, BM, naive PMCHWTは ε− = 40.003

や 40.032 付近で相対誤差が悪化した．この悪化は non fast

BMには見られないため，proxy法による近似評価が原因で
あると考えられる．また，naive PMCHWTは ε− = 40.09か
ら 40.1にかけて相対誤差の推移が滑らかではない (不連続的
になっている)箇所がある．
3.3. 時間複雑性の検証
最後に，提案手法の高速解法としての性能を確認する．内

側領域の比誘電率を ε− = 40 とし，補間分解時の列ピボッ
ト付き QR分解の許容誤差は ϵ = 10−12 のみとした．選点の
数Nc を変化させたときの計算時間の推移を Fig. 4(a)に，数
値解 u の相対誤差の推移を Fig. 4(b) にそれぞれ示す．non

fast BM の数値計算は計算時間の都合から N = 25600 まで
とした．
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Fig. 4: Elaplsed time and relative error with ε− = 40.

Fig. 4(a)から，提案手法であるmodi. BMを含むすべての
高速直接解法が O(Nc)程度の時間複雑性の計算性能を示し
たことがわかる．計算速度は常にmodi. BM > BM > multi-

trace > PMCHWTの順であり，modi. BMが最も速かった．
modi. BMが未知数の数がより少ない BMよりも高速な理由
は前述と同様に補間行列の計算時に proxy法で評価する相互
作用の計算および列ピボットQR分解の計算が少なくて済む
ためである．各高速直接解法は O(Nc) よりも小さな時間複
雑性を示しているように見えるが，これは Eigenが線型代数
演算の実行時に AVX2 などの SIMD 演算命令を内部で使用
し，CPUの 1コアをより効率的に用いたためと考えられる．
比較対象として用いた non fast BMはO(N2

c )とO(N3
c )の

中間の時間複雑性の計算性能に見えるが，これは解法の計算
時間が O(N2

c )の離散化された層ポテンシャルの積分評価と，
O(N3

c )の LU分解の合計となっており，Nc が小さいときに
は層ポテンシャルの積分評価の方が計算時間を要するためで
ある．
一方，Fig. 4(b) から，提案手法である modi. BM は想定

と反し BMよりも数値解の相対誤差が大きいことがわかる．
Nc = 25600 までは BM は modi. BM や multi-trace よりも
数値解の相対誤差が小さく，ほぼ non fast BMと同等の精度
であった．
しかしながら各高速直接解法は Nc を大きくするに従い，

数値解の相対誤差を小さくできなくなる箇所が存在する．例
えば modi. BMでは Nc = 25600以降解の相対誤差が増加し
ている．multi-traceは最も大きな Nc まで精度を維持できて
いるものの，Nc = 204800以降は悪化した．これは補間分解
を用いると式 (12)における Rを構成する補間点の位置が境
界セグメント端部に偏るためであり，多階層に線型方程式を
圧縮する際にその偏りが顕著になり，もとの行列を復元する
ために必要な情報が欠落してしまうためであると考えられ
る．数値解の悪化原因は補間分解アルゴリズムだけでなく，
Nc を圧縮階層数を増やすことにより増加させるという本節
で用いた実装も補間点の偏りをより助長する原因の 1つであ
る．この改善には例えば木構造におけるリーフセルに含まれ
る要素数を増加させ，線型方程式を圧縮する levelの数を減
らすことなどの対策が実行可能であるが，根本的には補間点
の選定法の改善が必要と考えられる．
本節の計算においても，naive PMCHWTは計算時間の意

味でも数値計算精度の意味でも他の高速直接解法に劣ってお
り，本研究で実施した数値計算すべてで有用性を見出すこと
ができなかった．

4. 得られた知見の総括と今後の課題
本研究では 2 次元 Helmholtz 方程式の transmission 問題

を対象とし，内外の物質パラメータのコントラスト比が大き
な場合の高速直接境界要素法の適用性を検証した．検証にあ
たり，積分作用素の配置が高速直接解法に必要な proxy法の
観点で性質がよく，proxy法による補間を高精度に実行でき
ると推定される変形型 Burton-Millerの積分方程式を新たに
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提案した．
新たに提案した変形型 Burton-Millerの積分方程式を用い

た高速直接解法は，計算速度で通常の Burton-Millerの積分
方程式を用いた高速直接解法を上回ったものの，数値解の精
度では通常の Burton-Millerの積分方程式を用いた高速直接
解法に当初の想定と異なり劣った．ただし提案手法はmulti-

trace積分方程式を用いた高速直接解法と同程度の数値解の
精度は有しており，適用そのものに問題はないと考えられる．
本研究では通常の Burton-Millerの積分方程式を用いた高速
直接解法の数値計算精度に提案手法および multi-trace積分
方程式を用いた高速直接解法の数値計算精度が劣る理由を説
明できておらず，また要素数を増加させたときの計算精度の
低下も問題であり，proxy法の適用方法や補間点の選定法等
にまだ課題があると推定される．
また本研究では，広く用いられる PMCWHT定式化の積

分方程式は高速直接解法では他の積分方程式を用いた手法よ
りも計算時間と数値解の精度の双方で劣ることを数値実験に
より指摘した．
さらにmulti-trace積分方程式を用いた高速直接解法は，物

質パラメータを微小に変化させたときに数値解が proxy法の
影響を最も受けにくいことを数値的に確かめた．
今後，より広い分野に高速直接解法を適用可能とするため

には，各種問題における proxy法の適用方法の考察を進める
ことが必要である．実際 proxy法は経験的な手法であり，そ
の最適な適用方法は明らかになっていない．一方，今回用い
た skeletonizaion以外にも効率がよいとされる高速直接解法
は存在する．その 1つである randomized SVD(16) に基づく
ULV分解型の高速直接解法 (4) を用いた場合における変形型
Burton-Millerの積分方程式と通常版のそれとの数値解精度の
比較なども意義があると考えられる．また海外の研究グルー
プ (例えば (17, 18) など)が skeletonization法で transmission

問題を解く際によく用いる Rokhlin-Muller 型の間接型積分
方程式 (19) の適用性も調べる必要があると考える．なぜなら
Rokhlin-Muller 型の間接型積分方程式は PMCHWT 定式化
の積分方程式と同様，波数の異なる積分作用素の和の計算が
必要であり，proxy法を効率よく実行できない可能性がある
ためである．
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From a intuitive perspective, exact boundary representation emerges as the most favorable approach

for topology optimization of structural systems based on the finite element method (FEM). Under

exact boundary representation, the material domain can be precisely defined, granting the flexibility

to impose arbitrary boundary conditions on newly generated boundaries throughout the optimization

process. This newfound capability is achieved through the recently introduced exact volume con-

straint method, which effectively addresses the convergence challenges associated with exact bound-

ary representation. However, one key consideration that has not yet been explored is the potential

nonlinearity of the reaction-diffusion equation governing the evolution of the level set function. Con-

sequently, the primary objective of this study is to expand upon the proposed topology optimization

methodology, which incorporates exact boundary representation, to account for nonlinear aspects of

the reaction-diffusion equation. Subsequently, we will conduct a comparative analysis of the results

obtained using various proportional constants denoted as K in relation to the level set function ϕ.

Key Words: Exact boundary representation, Volume constraint, Topology optimization, Topolog-

ical derivative, Finite element method

1. Introduction

In the realm of modern manufacturing processes, structural topol-

ogy optimization has assumed a pivotal role, courtesy of the re-

lentless advancement in computer technology. The SIMP (Solid

Isotropic Material with Penalization) method, a well-entrenched ap-

proach in topology optimization (1, 2), employs density distribution

to interpolate material constants. In its numerical implementation,

a nonzero lower bound for Young’s modulus is prescribed to avert

singularities when solving the stress equilibrium equation. To miti-

gate the limitations stemming from the pronounced grayscale issues

inherent to the original SIMP method, Yamada et al. introduced

the level-set method, particularly one based on solving the Reac-

tion Diffusion Equation (RDE) (3). This approach has subsequently

gained traction as an appealing alternative for addressing a spectrum

of topology optimization challenges (4, 5, 6, 7, 8, 10). Notably, topol-

Received Oct. 9, 2023，Accepted Nov. 5. 2023

ogy optimizations involving updated body-fitted meshes (6, 7, 8) have

demonstrated success by adopting variations of the augmented La-

grangian method for volume-constrained problems. Nonetheless,

in the aforementioned studies, it remains essential to employ mesh

structures within the void domain, coupled with the imposition of

a nonzero lower bound, to circumvent singularity issues in solv-

ing the stress equilibrium equation. As we have demonstrated and

compared in the appendix of our recent work (10), this approach can

indeed achieve convergence, even when utilizing the conventional

(inexact) volume constraint method. This stability is attributed to

the presence of a nonzero lower bound within the void domain,

akin to the SIMP method, which serves to stabilize the optimization

process. In stark contrast to the prevailing body-fitted remeshing

paradigm, the attainment of exact boundary representation (where

no mesh is assigned within the void domain) has remained an elu-

sive goal. Additionally, it is worth noting that the widely adopted

topological derivative (12) for sensitivity analysis should ideally be
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coupled with exact boundary representation, given its premise of

hole insertion rather than density distribution. The challenge of

achieving exact boundary representation likely stems from the adop-

tion of the conventional (inexact) volume constraint method (13, 14, 15).

In contrast, the recently proposed exact method for volume con-

straint (10) has enabled such convergence under the exact boundary

representation. However, in the prior work (10), the feasibility of

achieving exact boundary representation while considering a non-

linear RDE has yet to be investigated. On the other hand, there have

already been a handful of well-established works on RDE-based

topology optimization (11, 3) by applying conventional volume con-

straint methods. Therefore, the primary objective of this study is to

extend the proposed topology optimization methodology with exact

boundary representation to accommodate the nonlinear RDE, and

subsequently, compare the outcomes obtained with different pro-

portional constants K as a function of the level set function ϕ.

2. Methodology

To perform the structural topology optimization, first we define

the level-set function ϕ. The following level set function ϕ is in-

troduced to represent the material domain Ω, the material boundary

∂Ω and the complementary void domain D\Ω:


0 < ϕ(xxx) ≤ 1 for xxx ∈ Ω,

ϕ(xxx) = 0 for xxx ∈ ∂Ω,

−1 ≤ ϕ(xxx) < 0 for xxx ∈ D\Ω.

(1)

A characteristic function as defined below is necessary in perform-

ing the volume integration.

χϕ = H(ϕ) =

0 if ϕ < 0,

1 if ϕ ≥ 0.
(2)

The minimum compliance problem by considering the level set func-

tion ϕ(xxx) ∈ [−1, 1] as a spatial function inside the design domain

can be formulated as follows:

inf
ϕ
F (ϕ) = l(uuu), (3)

subject to a(uuu,vvv) = l(vvv), (4)

and G(ϕ) =

∫
D

χϕ dΩ− Vreq ≤ 0. (5)

The weak form of the governing equation reads

a(uuu,vvv) :=

∫
Ω

ε(uuu) : C : ε(vvv) dΩ, (6)

l(vvv) :=

∫
ΓN

ttt · vvv dΓ. (7)

Here D is the design domain, Vreq is the volume constraint, uuu is

the displacement, vvv is the virtual displacement, ε(uuu) is the corre-

sponding total strain, C is the fourth-order elasticity tensor and the

vector ttt is the given external boundary load. Since the boundary

representation becomes exact, the same weak form is based on the

reconstructed material domain Ω:∫
Ω

ε(uuu) : C : ε(vvv) dΩ =

∫
ΓN

ttt · vvv dΓ. (8)

Once K depends on ϕ, the nonlinear boundary value problem to

update the level set function is as follow.
∂ϕ
∂t

= K(ϕ)(−T + Λ+ τ∇2ϕ) in D,

∂ϕ
∂n

= 0 on ∂D\∂ΓN ,

ϕ = 1 on ∂ΓN .

(9)

Here t is the fictitious time, K(ϕ) is the coefficient of proportional-

ity, τ is a regularization parameter for the fictitious interface energy,

and T stands for the topological derivative and can be expressed as:

T = −σ : P : ε. (10)

The normalized topological derivative can be expressed as:
T = C0T ,

C0 =

∫
D

dΩ

2
∫
D

|T |dΩ
.

(11)

The polarization tensor P for the plane stress case can be found, for

example, in Lopes et al.:(12)

P =
1

1 + ν

(
2I− 1− 3ν

2(1− ν)
I ⊗ I

)
. (12)

Verification has been made by comparing the above topological

derivative with the corresponding result from the direct FEM cal-

culation. During the numerical implementation, it is the normalized

topological derivative T that has been used.

Our finite element analysis has been carried out by FreeFEM++,(16, 17)

and it is an open-source software package that requires formulating

the weak form of governing equation to carry out the finite element

simulation. As for the remeshing process, the open-source soft-

ware package Mmg has been employed. For illustration, the design

domain D, the material domain Ω and the void domain D\Ω are

shown in Fig. 1, alongside the geometry and boundary conditions.

2.1. The augmented Lagrangian method for volume-constrained

problems(13, 14, 15, 18)

For the nonlinear RDE, the Augmented Lagrangian for volume-

constrained problems, as referred as the conventional (inexact) method,

for the current step tn+1 = t+∆t, is formulated as:

Λn+1 =


1
V
(qn + rnGn) if Gn ≥ − qn

rn

0 if Gn < qn
rn

(13)

The positive scalar q is the Lagrange multiplier for the inequality

constraint, r is the penalty parameter, and η is a normalization factor

introduced to stabilize the results of sensitivity analysis. It should be
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(a) 2D center-load case (plane stress)

(b) 2D lower-load case (plane stress)

(c) 2D bridge-like case (plane stress)

Fig.1: The schematic of 2D minimum compliance problems.
The magnitude of the boundary traction is 10 kPa. The
Young modulus is 70 GPa, and the Poisson ratio is 0.33. For
the level set function, ∂ϕ

∂n = 0 on ∂D\ΓN and ϕ = 1 on ΓN

noted that all above parameters are from the previous optimization

step tn:

Gn =

∫
D

χ(ϕn) dΩ− Vreq. (14)

Only after knowing the current Λn+1 (and hence ϕn+1) can all other

parameters be updated as follows to be used in the next optimization

step. Given the initial values of the two parameters and the constant

γ are q1 = 0, r1 = 0.1 or 0.2 and γ = 1.025., they are updated in

the optimization process by:qn+1 = qn + rnmax(Gn,−qn/rn),

rn+1 = γrn.
(15)

2.2. The exact volume constraint method(10)

In contrast to the inexact method, our proposed exact volume

constraint method is virtually parameter-free. The pivotal idea of

the exact volume constraint method is to split the original RDE into

two terms by letting:

ϕ = ϕ∗ + Λ ϕ̂. (16)

Once split, ϕ∗ within the interval from t to t+∆t is governed by:

∂ϕ∗

∂t
= K(ϕ|t)(−T + τ∇2ϕ∗) in D,

∂ϕ∗

∂n
= 0 on ∂D\∂ΓN ,

ϕ∗ = 1 on ∂ΓN ,

ϕ∗|t = ϕ|t.

(17)

By subtracting Eq. (17) from the original RDE Eq. (9), after the

elimination of Λ, ϕ̂ satisfies the following initial boundary value

problem:(10)



∂ϕ̂
∂t

= K(ϕ|t)(1 + τ∇2ϕ̂) in D,

∂ϕ̂
∂n

= 0 on ∂D\∂ΓN ,

ϕ̂ = 0 on ∂ΓN ,

ϕ̂|t = 0.

(18)

Given thatK(ϕ|t) remains unchanged from time t to t+∆t, the di-

vision of ϕ into two terms with their respective governing equations

remains unaffected. The volume constraint can then be viewed as

an implicit equation for Λ:

g(Λ) =

∫
D

χϕ(Λ)dΩ− Vreq = 0. (19)

For Eq. (19), Newton-Raphson iteration is needed to find Λ(10).

In the beginning of the optimization loop, as required to calculate

the volume integration, a smoothed Heaviside function capable of

converging to the rigorous Heaviside function has been adopted.

Instead of an invariantly smoothed Heaviside function, a stepwise

one is adopted:

H(ϕ) =
1

2
tanh(kϕ) +

1

2
. (20)

In the numerical implementation, we simply let k = nq + 1 (q =

0.5) at the nth time step. Besides, all other conditions, such as

the use of the smoothed Heaviside function have been made identi-

cal in the comparison between the two volume constraint methods.

The flowchart to implement the topology optimization by updating

ϕ without (Loop 1) and with (Loop 2) the reconstruction of the do-

main Ω is shown in Fig. 2. The level set function from using the

coarse mesh in Loop 1 has been interpolated onto the fine mesh in

Loop 2. The introduction of Loop 1 aims to reduce the remeshing

cost. For both loops, a convergence criterion below is adopted for ϕ

(0.01 for loop 1 and 0.02 for loop 2):

∥ϕ|t+∆t − ϕt∥L∞ < ϵϕ. (21)
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Initialize 𝜙(𝑥𝑥𝑥)

Update 𝜒 by 𝜙𝑡 (𝑥𝑥𝑥) for defining material

Solving original and adjoint problems in the

fixed domain 𝐷 with the coarse mesh

Compute the topological derivative

Solve for 𝜙∗
𝑡+Δ𝑡 (𝑥𝑥𝑥) in the fixed domain 𝐷

with the coarse mesh

Newton iteration to find Λ

and 𝜙𝑡+Δ𝑡 (𝑥𝑥𝑥) with updated 𝜙(𝑥𝑥𝑥).

𝜙𝑡+Δ𝑡 converged?𝑡 ← 𝑡 + Δ𝑡
Interpolate 𝜙(𝑥𝑥𝑥) to the fine mesh.

Reconstruct and remesh Ω based on 𝜙(𝑥𝑥𝑥)

Solving original and adjoint problems in the

new domain Ω with the fine mesh:

Compute the topological derivative

Solve for 𝜙∗ (𝑥𝑥𝑥) in the fixed domain 𝐷

with the fine mesh

Newton iteration to find Λ

and 𝜙𝑡+Δ𝑡 (𝑥𝑥𝑥) with updated 𝜙(𝑥𝑥𝑥).

𝜙𝑡+Δ𝑡 converged?

End

𝑡 ← 𝑡 + Δ𝑡

TrueFalse

True

False

Loop 1 Loop 2

Fig.2: Flowchart of the two-loop approach. For stress analysis, Loop 1 (left) adopts a fixed mesh, while Loop 2 (right) reconstructs
and remesh the material domain. The difference from (10) is that the RDE for ϕ̂ needs to be solved per each optimization step.
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3. Results and discussions

In this section, we will examine and discuss the results of topol-

ogy optimization, comparing the outcomes obtained through both

the inexact and the exact volume constraint methods introduced in

the preceding section. For all cases, the initial structure is a uni-

formly distributed characteristic function χ.

(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig. 3: Volume ratio by using the exact volume constraint
method for the center-load case considering three different
K(ϕ)

For the center-load case, as depicted in Fig. 3, the exact volume

constraint method consistently maintains the material volume ratio

within the design domain at precisely 0.4, meeting the specified rel-

ative error tolerance of 0.001 during Loop 1. It’s important to note

that the material volume ratio in Loop 1 includes a certain degree

(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig.4: Structural compliance by using the exact volume con-
straint method for the center-load case considering three dif-
ferent K(ϕ)

of grayscale, which neither represents material nor void. During

Loop 2, the grayscale is eliminated through material domain re-

construction and remeshing, resulting in an exact material volume

ratio. The remeshing process only marginally increases the actual

relative error tolerance compared to Loop 1. This demonstrates the

validity of our proposed exact volume constraint method for nonlin-

ear RDE, even though the governing equation for ϕ̂ must be solved

for each optimization step. Regarding the structural compliance in

Fig. 4, the initially low value before step 50 is attributed to the

significant grayscale presence. Among different K(ϕ) values, the

convergence is slowest when K = 1, while the other two converge
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Fig. 5: Structural change during optimization by using the
exact volume constraint method for the center-load case con-
sidering three different K(ϕ)

at a similar rate. For the structural changes during optimization in

Fig. 5, when K = 1 and K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ), the struc-

ture at step 50 closely resembles the final converged structure in

Loop 1. However, the emergence of the structure is slowest when

using K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ). Comparing the final optimized

structures, the upper and lower triangular openings in the case of

K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ) are noticeably wider than those in the

other two cases.

The lower-load case, as depicted in Fig. 6, demonstrates that

our proposed exact method for volume constraint is valid regard-

less of the boundary conditions. Regarding structural compliance

in Fig. 7, the initially low value before step 50 can be attributed to

the significant grayscale presence. Among the different K(ϕ) val-

ues, K(ϕ) = 0.5+cos(0.5πϕ) results in faster convergence, while

K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ) results in the slowest convergence.

In the context of structural changes during optimization in Fig.

8, both K = 1 and K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ) lead to a struc-

ture at step 50 that closely resembles the final converged structure

in Loop 1. Conversely, the emergence of the structure is slowest

when using K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ). When comparing the fi-

nal optimized structures, the upper triangular opening in the case of

K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ) is notably wider than in the other two

cases. Additionally, in Fig. 8, more holes are visible in the case of

K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ).

The bridge-like case, as depicted in Fig. 9, once again demon-

strates that our proposed exact method for volume constraint is valid

regardless of the boundary condition. Regarding structural com-

pliance in Fig. 10, the initially low value before step 50 can be

attributed to the significant grayscale presence. Among different

K(ϕ) values, K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ) results in fastet conver-

gence, while K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ) results in the slowest con-

vergence. When considering structural changes during optimization

in Fig. 11, the slowest emergence of the structure occurs when using

K(ϕ) = 0.5+ sin(0.5πϕ), and its final optimization result slightly

differs from the other two.

(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig. 6: Volume ratio by using the exact volume constraint
method for the lower-load case considering three different
K(ϕ)

The results obtained using the conventional volume constraint

method, referred to as the ’inexact method,’ will be examined here-

after. The center-load case, as observed in Fig. 12, highlights

a problem with the inexact method for volume constraint during

Loop 2, where achieving convergence during the reconstruction and

remeshing of the material domain becomes challenging. In Loop 2,

both K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ) and K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

exhibit significant fluctuations in both Fig. 12 and Fig. 13.

When considering structural changes during optimization in Fig.
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(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig.7: Structural compliance by using the exact volume con-
straint method for the lower-load case considering three dif-
ferent K(ϕ).

14, the slowest emergence of the structure occurs when usingK(ϕ) =

0.5 + sin(0.5πϕ), and regardless of the choice of K(ϕ) = 0.5 +

cos(0.5πϕ), convergence remains elusive during Loop 2. This dif-

ficulty in achieving convergence during Loop 2 is inherent to the

inexact method for volume constraint, as it operates as an explicit

forward time-stepping method and faces challenges when dealing

with void domains without mesh.

The lower-load case, as observed in Fig. 15, highlights a problem

with the inexact method for volume constraint during Loop 2, where

achieving convergence during the reconstruction and remeshing of

the material domain becomes challenging. In Loop 2, bothK(ϕ) =

0.5+cos(0.5πϕ) andK(ϕ) = 0.5+sin(0.5πϕ) exhibit significant

fluctuations in both Fig. 15 and Fig. 13. When considering struc-

tural changes during optimization in Fig. 17, the slowest emergence

of the structure occurs when using K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ), and

regardless of the choice ofK(ϕ) = 0.5+cos(0.5πϕ), convergence

remains elusive during Loop 2.

The bridge-load case, as observed in Fig. 18, once again, shows

that the inexact method for volume constraint can be problematic

during Loop 2. In Loop 2, both K(ϕ) = 1 and K(ϕ) = 0.5 +

cos(0.5πϕ) exhibit significant fluctuations in both Fig. 18 and Fig.

19. When considering structural changes during optimization in

Fig. 20, the slowest emergence of the structure occurs when using

K(ϕ) = 0.5+sin(0.5πϕ), and regardless of the choice ofK(ϕ) =

0.5+cos(0.5πϕ), convergence remains elusive during Loop 2. This

difficulty in achieving convergence during Loop 2 is inherent to the

inexact method for volume constraint, as it operates as an explicit

forward time-stepping method and faces challenges when dealing

with void domains without mesh.

4. Conclusions

In the context of topology optimization using the exact volume

constraint method, we conducted a more extensive investigation

considering nonlinear RDE. Our findings indicate that the exact vol-

ume constraint remains valid regardless of the choice of K(ϕ), and

the differences among different K(ϕ) options are negligible. The

disparity between the FEM mesh used for stress equilibrium and

that employed for the reaction-diffusion equation (RDE) of the level

set function may be responsible for the convergence issue. As the

inexact volume constraint method operates similarly to an explicit

time-stepping scheme, instability accumulates within the optimiza-

tion loop. In this regard, the new exact volume constraint method

can stabilize the overall optimization process and is thus more likely

to achieve convergence.

Fig. 8: Structural change by the exact volume constraint
method for the lower-load case.
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(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig. 9: Volume ratio by the exact volume constraint method
for the bridge-like case.

(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig.10: Structural compliance by using the exact volume con-
straint method for the bridge-like case considering three dif-
ferent K(ϕ).

Fig. 11: Structural change during optimization by using the
exact volume constraint method for the bridge-like case con-
sidering three different K(ϕ)

− 88  −



(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig.12: Volume ratio by using the inexact volume constraint
method for the center-load case considering three different
K(ϕ)

(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig. 13: Structural compliance by using the inexact volume
constraint method for the center-load case considering three
different K(ϕ)

Fig. 14: Structural change during optimization by using the
inexact volume constraint method for the center-load case
considering three different K(ϕ)
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(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig.15: Volume ratio by using the inexact volume constraint
method for the lower-load case considering three different
K(ϕ)

(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig. 16: Structural compliance by using the inexact volume
constraint method for the lower-load case considering three
different K(ϕ)

Fig. 17: Structural change during optimization by using the
inexact volume constraint method for the lower-load case
with different K(ϕ)
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(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig.18: Volume ratio by using the inexact volume constraint
method for the bridge-like case with different K(ϕ)

(a) K(ϕ) = 1

(b) K(ϕ) = 0.5 + cos(0.5πϕ)

(c) K(ϕ) = 0.5 + sin(0.5πϕ)

Fig. 19: Structural compliance by using the inexact vol-
ume constraint method for the bridge-like case with different
K(ϕ)

Fig. 20: Structural change during optimization by using the
inexact volume constraint method for the bridge-like case
with different K(ϕ)
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境界要素法と摂動法を用いた開領域の固有周波数の
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This paper presents a perturbation analysis of the excitation problem for an open domain.

As a fundamental study, it addresses wave scattering by a crack in a two-dimensional un-

bounded domain to avoid fictitious eigenfrequency issues, which are encountered in a

boundary integral equation. The modal amplitude is approximated using the perturba-

tion method, employing a Taylor expansion around the complex-valued eigenfrequency

for the open domain. The eigenfrequency problem for an open domain is solved using

boundary element and Sakurai-Sugiura methods. Several numerical results demonstrate

that the perturbation solutions evaluate the modal amplitude with real-valued frequency

excitation.

Key Words : Eigenfrequency Analysis, Open Domain, Excitation Problem, Boundary

Element Method, Perturbation Method

1. はじめに
超音波非破壊検査等で扱う波動問題では，材料表面等の境

界が十分遠方に存在する場合，遠方からの反射波が含まれな
い有限時間の計測波形を用いて欠陥の推定を行うことが多
い．その場合は通常，無限遠への波の放射を考慮して（半）
無限領域中の散乱問題としてモデル化を行う (1)．開領域の
波動問題では波の放射によるエネルギーの散逸が存在するた
め，エネルギーが完全にトラップされる特別な場合を除いて
実数の固有周波数は存在しない．しかしながら，エネルギー
散逸を含んだ複素数の固有周波数は存在することが知られて
いる．このような複素固有周波数は減衰を伴う共振として物
理的に解釈することができる．したがって開領域の固有周波
数によって引き起こされる共振を利用することができれば，
Local Defect Resonance (2) を利用した欠陥のイメージング
や超音波試験の S/N向上に寄与できると考えられる．以上
の観点から，如何なる加振を行えばどの程度の振幅で共振を
励起できるか調べる加振問題の解析は，開領域の固有周波数
の実用上意義がある．
閉領域に対する実固有周波数ではその固有関数の直交性

2023 年 10 月 09 日受付，2023 年 10 月 27 日受理

が振動論においてよく知られており，ノーマルモード展開を
用いれば加振によって励起される各共振モード振幅は求めら
れる (3)．一方，開領域に対する複素固有周波数ではその固
有関数の正規化，完全性，直交性に関する研究は進められ，
特定の場合には物理的に意味のあるモードのみでの完全性
が示されているものの (4)，多くの場合は定かでない．また，
正規化と直交性は Perfect Matched Layer (PML)を用いた定
式化によって形成する方法が提案されている (5)．これらの
電磁気学における開領域の複素固有周波数に関する研究成
果は近年，Sauvan ら (6) によってまとめられている．一方，
振動学では，摂動法による固有周波数周りでの加振問題の解
析が行われている (7)．複数のモードが含まれる解析を行う
場合は直交関係式が必要になるが，単一の固有周波数に対し
て Taylor展開する場合には必ずしも直交関係式が得られて
なくとも解析可能であると思われる．そこで本研究では摂動
法に基づき，直交関係式を用いずに単一の複素固有周波数に
よる共振モードがどの程度励振できるかを調べる簡便な方法
を提案する．
開領域の固有周波数問題では，空間領域において無限遠で

固有関数が発散する．そのため，有限要素法や有限差分法と
いった領域型の数値解法で扱う場合，PML等の吸収境界に
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Incident
wave

Scattered
wave

Fig. 1 Elastic wave scattering by a crack in a two-

dimensional unbounded domain.

よる処理が必要となる．しかしながら PMLを用いた場合で
は，PML由来の非物理的なモードが発生するため，物理的
に意味のあるモードを識別する必要がある (8)．一方，積分
方程式に基づいた手法では，基本解（Green関数）が無限遠
での放射条件を厳密に満足することから，境界積分方程式の
見かけの固有周波数問題を除いて，不適切なモードは発生し
ない．そこで本研究では基礎的検討として，見かけの固有周
波数問題が現れない 2次元無限領域中のき裂による散乱問題
を対象として，境界要素法を用いた解析を行う．その後，摂
動法を用いて，開領域に対して得られる複素固有周波数と実
際の加振問題における実周波数の近似的な関係を求める．

2. 解くべき開領域の固有値問題
本研究では時間調和な波動場を考え，時間因子は e−iωt と

する．ここで，iは虚数単位，ωは角周波数，tは時刻である．
また特に断らない限り，2次元直交座標系を用い，総和規約
に従うものとする．

Fig. 1に示すように，き裂 S ⊂ R2 によって入射波が散乱
する問題を考える．き裂 S は縁 ∂S を有する自己交差しない
滑らかな開曲線である．領域D(:= R2 \S)は等方，均質な線
形弾性体であると仮定する．ここで，S は S の閉包である．
Fig. 1のようにき裂 S の片側を +方向，反対を −方向とす
る．法線方向ベクトル nは S の +方向に定義する．全変位
場 uは次式のように入射波 uin と散乱波 usc の重ね合わせで
あると仮定する．

u = uin + usc (1)

他の変数についても上付き in，scはそれぞれ入射波，散乱波
に対応することを示す．散乱波は次の Navier-Cauchy方程式
と放射条件を満足する．

µ∇2usc(x) + (λ+ µ)∇∇ · usc(x) + ρω2usc(x) = 0

for x ∈ D (2)

lim
|x|→∞

√
|x|
{
∂usc;φ

∂|x| (x)− ikφu
sc;φ(x)

}
= 0 (3)

lim
|x|→∞

1√
|x|
usc;φ(x) = 0 (4)

ここで，λ，µは Lamé定数，ρは密度である．また，φ = L or

Tであり，usc;L，usc;T はそれぞれ散乱波の縦波成分，横波
成分を表しており，kL と kT はそれぞれ縦波と横波の波数で
ある．入射波 uin は散乱体であるき裂が存在しない場合の解

であるため，式 (2)を R2に対して満足するが，放射条件 (3)，
(4) は必ずしも満足しない．き裂開口変位 [u](:= u+ − u−)

に対して次の正則条件を仮定する．

[u](x) = 0 for x ∈ ∂S

ここで，上付き添字 ±は D 中の場の変数をどちらの方向か
ら S に極限移行したのかを示す．向かい合うき裂面は常に非
接触であると仮定し，き裂面における境界条件は次式で表さ
れる表面力フリーとする．

ti(x) := Tijuj(x) = 0 for x ∈ S (5)

Tij := nk(x)Ckijl
∂

∂xl

ここで，t は表面力，Tij は表面力作用素，C は弾性定数テ
ンソルである．式 (5)では t+ = t− であるため上付き添字を
省略している．
式 (2)–(4) から得られる散乱波に対する積分表現に式 (1)

を代入すると，次の全波動場に対する積分表現が得られる．

u(x) = uin(x) +

∫
S

T (x,y, ω) · [u](y)dS(y) for x ∈ D

(6)

ここで，T は二重層核，dS は線素である．式 (6) の両辺に
xに関する表面力作用素を作用させた後，xを境界 S 上に極
限移行し，式 (5)を考慮すると次の超特異境界積分方程式が
得られる．

− tin(x) = p.f.

∫
S

W (x,y, ω) · [u](y)dS(y) for x ∈ S

(7)

ここで，W は超特異積分核である．通常の境界要素法では，
設定した入射波項 tin に対して式 (7) をき裂開口変位 [u] に
ついて解く．その後，式 (6)によって領域D内での任意の点
における変位を求めることができる．
式 (7)で表される系に対する固有周波数 ω∗ と対応する固

有関数 [u∗]は次を満足する

p.f.

∫
S

W (x,y, ω∗) · [u∗](y)dS(y) = 0 for x ∈ S (8)

このとき，W は ω に対する非線形関数であるため，式 (8)

を空間について離散化した場合，非線形固有値問題に帰着さ
れる．波の無限遠への放射によってエネルギーが完全に停留
できないため，固有周波数 ω∗ はエネルギー減衰を含む意味
で複素数となる．本研究では時間因子を e−iωt と設定したた
め，ℑ[ω∗] < 0となる．

3. 加振問題への応用
非線形固有値問題 (8)を解いて得られる固有周波数は複素

数であるが，実際の加振は実周波数で行われることを考慮し
て加振問題への応用を考える．本研究では，実軸に近い位置
に分布する単一の固有周波数 ω∗ を対象とし，摂動法による
加振問題の定式化を行う．
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加振に用いる実周波数ωは次のように表されると仮定する．

ω = ω∗ + ϵω̂ (9)

ここで，ϵは小さな正数，ω̂は固有周波数からの離調パラメー
タである．加振によって励起されるき裂開口変位 [u]は次の
ように ϵのべき級数で表現できると仮定する．

[u] =

∞∑
n=0

ϵn[un] (10)

超特異積分核W を次のように ω について ω∗ 周りで Taylor

展開する．

W (x,y, ω) =W (x,y, ω∗) + ϵω̂
∂W

∂ω
(x,y, ω∗) +O(ϵ2)

(11)

また，加振力である入射波の表面力は次のオーダーと仮定
する．

tin = ϵt̂in (12)

式 (9)–(12)を式 (7)に代入し，ϵについてのオーダーごとに
方程式を満足させることを考えると，O(ϵ0)，O(ϵ1) に対し
て次式が得られる．

O(ϵ0) : p.f.

∫
S

W (x,y, ω∗) · [u0](y)dS(y) = 0 (13)

O(ϵ1) : p.f.

∫
S

{
W (x,y, ω∗) · [u1](y)

+ ω̂
∂W

∂ω
(x,y, ω∗) · [u0](y)

}
dS(y) = −t̂in(x) (14)

式 (13)の解は式 (8)より，次のように得られる．

[u0] = α[u∗] (15)

ここで，αは固有モード振幅である．式 (15)を式 (14)に代
入して αと tin の関係を求めることができれば，設定した加
振に対して固有モードがどの程度の強さで励振できるかを調
べられる．
式 (14)について，如何なる [u1]に対しても次のような関

係を持つ関数 v∗ が存在すると仮定する．∫
S

v∗(x) ·
[
p.f.

∫
S

W (x,y, ω∗) · [u1](y)dS(y)

]
dS(x) = 0

式 (14)の両辺に左から v∗(x)を掛けて xについて Sにわたっ
て積分すると次式が得られる．

α = − 1

X∗ω̂

∫
S

v∗(x) · t̂in(x)dS(x)

= − 1

X∗ (ω − ω∗)

∫
S

v∗(x) · tin(x)dS(x) (16)

ここで，X∗ は次式で定義している．

X∗ :=

∫
S

v∗(x) ·
[
p.f.

∫
S

∂W

∂ω
(x,y, ω∗) · [u∗](y)dS(y)

]
dS(x)

X∗ は固有ペア (ω∗, [u∗])，及び v∗ の情報のみから求められ
るため，定数として考えられる．したがって式 (16)に示すよ

うに，固有モード振幅 αは加振項と v∗ の内積，固有周波数
からの離調 (ω − ω∗)によって近似的に求められる．

4. 離散系での取り扱い
境界要素法を用いた数値計算における前節の理論の扱い

を説明する．本研究では Galerkin 法を用いて境界積分方程
式 (7)を離散化し，数値計算する．したがって，重み関数 ψ

を用いた次の式を考える．

−
∫
S

ψ(x)tin(x)dS(x)

=

∫
S

ψ(x)p.f.

∫
S

W (x,y, ω) · [u](y)dS(y)dS(x) (17)

式 (17)を通常の境界要素法の枠組みで空間について離散化
すると，次の連立一次方程式が得られる．

W(ω)[u] = −tin

ここで，W，[u]，tin はそれぞれ，超特異積分核に対応する
係数行列，き裂開口変位に対応する未知ベクトル，入射表面
力に対応する既知ベクトルである．したがって，本問題では
次式を満足する ω∗ と [u∗]のペアが固有周波数と右固有ベク
トルである．

W(ω∗)[u∗] = 0 (18)

ここで，Wは ωに対する非線形関数行列であるため，式 (18)

は非線形固有値問題である．本研究では，Sakurai-Sugiura

Method (9) (SSM)によって非線形固有値問題を数値的に解く．
摂動法における各種パラメータは以下のように仮定する．

[u] =

∞∑
n=0

ϵn[un]

W(ω) = W(ω∗) + ϵω̂
∂W

∂ω
(ω∗) +O(ϵ2)

tin = ϵt̂in

以上を考慮すると，O(ϵ0)，O(ϵ1)に対する方程式は次である．

O(ϵ0) : W(ω∗)[u0] = 0 (19)

O(ϵ1) : W(ω∗)[u1] + ω̂
∂W

∂ω
(ω∗)[u0] = −t̂in (20)

式 (19)の解は式 (18)より，次のように得られる．

[u0] = α[u∗] (21)

固有値問題 (18)に対して次式を満足する左固有ベクトル v∗

を考える．

v∗;HW(ω∗) = 0

ここで，上付き Hは共役転置を示している．式 (21)と左固
有ベクトル v∗を用いると，式 (20)は次のように変形できる．

α = − 1

X∗ω̂
v∗;Ht̂in

= − 1

X∗ (ω − ω∗)
v∗;Htin (22)
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Half-sine-shaped
crack

Incident
wave

Fig. 2 Elastic wave scattering by a half-sine-shaped crack.

ここで，X∗ は次式で定義している．

X∗ := v∗;H ∂W

∂ω
(ω∗)[u∗]

X∗ は固有周波数と左右固有ベクトルから求められるため，
固定した ω∗ に対して定数である．そのため，固有モード振
幅 αは左固有ベクトルと加振項の内積，固有周波数からの離
調によって求められる．

5. 数値解析例
き裂に対する散乱解析結果と式 (22)による固有モード振

幅の結果を比較して，本摂動解析の妥当性を確かめる．数
値解析モデルは Fig. 2 に示す幅と高さが 2a の半周期正弦
関数型き裂による入射平面波の散乱問題とした．Poisson比
ν = 0.3として，入射平面波は次式で与えた．

uin = u0dφ exp (ikφp · x) (23)

ここで，u0 は変位振幅，pは伝搬方向ベクトル，dφ (φ = L

or T)は振動方向ベクトルであり，dL = p，dT ·p = 0である．
また，Fig. 2 中の θin は入射角であり，p = (sin θin, cos θin)

とした．この解析モデルは，著者らの既往の研究 (10, 11) に
おいてき裂面の接触を考慮した場合に分調波共振が確認され
たモデルであり，共振とその励振の特性を調べることも目的
として採用した．
次式で表される幅 a あたりの入射エネルギーで正規化さ

れた散乱エネルギーを Fig. 3(a)，(b)に示す．

Esc =
i

2au0σ0

∫
S

{
[usc](x) · tsc(x)− [usc](x) · tsc(x)

}
dS(x)

ここで，σ0 は次式で表される入射波の応力振幅である．

σ0 =

{
u0(λ+ 2µ)kL (φ = L)

u0µkT (φ = T)

Fig. 3(a)，(b)はそれぞれ縦波入射，横波入射の場合である．
一方，Fig. 3(c)には SSMで求めた固有周波数を示す．図中
の破線は SSM における積分経路（固有周波数の探索領域）
を示している．Fig. 3(a)，(b)の散乱エネルギーは様々な入
射角 θin に対して示しているが，Fig. 3(c)の固有周波数の実
部付近の周波数でいずれかの θin がピークを取っている場合
が多い．また，実部が最も小さい固有周波数に対応するピー
クは立ち上がりが急峻になっている．この固有周波数の減衰
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Fig. 3 Scattering energy by (a) longitudinal incidence and

(b) transverse incidence for various frequencies when the

analysis model is given by Fig. 2 with ν = 0.3. The eigen-

frequencies obtained by the SSM are plotted in (c).

Weak Strong

(a) (b)

Fig. 4 Displacement fields in modal vibration of eigenfre-

quencies (a) A and (b) B shown in Fig. 3(c).

に対応する虚部の絶対値が小さいことと関係していると予想
される．

Fig. 3(c) に示した A，B の 2 つの固有周波数に対応する
固有モードでのある時刻の変位場をそれぞれ Fig. 4(a)，(b)

に示す．Fig. 4(a) より，A の固有モードはき裂で隔てられ
た部分が左右に曲げ振動するような挙動である．一方，Fig.

4(b)より，Bの固有モードはき裂で隔てられた部分が上下に
伸び縮みするような挙動である．
入射周波数を固有周波数に近い実数としたときの式 (22)

で表される固有モード振幅を調べる．次式で表される正規化
した固有モード振幅の絶対値と入射角，周波数との関係を
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(a) (b)

Fig. 5 Absolute value of modal amplitude for eigenfre-

quency A when (a) longitudinal and (b) transverse incidence.

(a) (b)

Fig. 6 Absolute value of modal amplitude for eigenfre-

quency B when (a) longitudinal and (b) transverse incidence.

Fig. 5，6に示す．

α̃ =

∣∣∣∣ αu0

∣∣∣∣max
x∈S

|[u∗](x)|

Fig. 5，6では，Fig. 4に示した固有モードを励振するのに適
切だと思われる入射波の種類，入射角で，固有周波数付近に
おいて α̃が大きな値を取ると期待される．Fig. 5(a)，(b)はそ
れぞれ縦波入射，横波入射の場合の結果である．縦横どちら
の入射波に対してもAの固有周波数 aω∗/cT = 0.503−0.055i

付近の周波数にピークが存在することがわかる．一方，入射
角については挙動が異なり，縦波入射の場合は θin = 0◦ のと
き α̃ = 0であり，θin = 60◦ あたりで α̃がピークを取ってい
る．横波入射の場合は，θin = 0◦，90◦ で α̃が大きな値を取
り，θin = 50◦ 付近で値が小さくなっている．

Fig. 6 より，B の固有周波数の場合は A の場合と比較し
て，α̃の値が小さく，値の変化が緩やかであることがわかる．
縦波入射の場合は θin = 0◦ のときに α̃ がピークを取ってい
る．一方，横波入射の場合は θin = 0◦ のとき α̃ = 0であり，
θin = 80◦ あたりで α̃がピークを取っている．

Fig. 3 で見られた虚部の絶対値が小さい固有周波数に対
応するピークの立ち上がりが急峻になる傾向は，式 (22) 中
の 1/(ω − ω∗)による影響だと理解でき，Fig. 5，6とも整合
している．また，入射波の種類や入射角に対する A，Bの固
有モード振幅に対する挙動はそれぞれ Fig. 4(a)，(b)に示さ
れる固有モードと整合している．
摂動法による固有モードのみのき裂開口変位 (PM)と境界

要素法によって求めたき裂開口変位 (BEM)の比較を Fig. 7
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Fig. 7 Comparison of crack opening displacement between

perturbation method (PM) and boundary element method

(BEM) (a) when ω = ℜ[ω∗] for case A and transverse inci-

dence with θin = 0◦ and (b) when ω = ℜ[ω∗] for case B and

longitudinal incidence with θin = 0◦.

に示す．摂動法によるき裂開口変位は次式で求めた．

[u] = α[u∗]

Fig. 7(a) は A の場合の ω = ℜ[ω∗] のときの θin = 0◦ で横
波入射した際のき裂開口変位を示している．Fig. 7(a)より，
[u2]/u0 はあまり一致していないが，[u1]/u0 は概ねよく一致
していることがわかる．Fig. 4(a) に示すように，A の場合
は横揺れが支配的であり，[u1]/u0 が大きい値を取っている
ため，良好な結果であると考えられる．一方，Fig. 7(b)は B

の場合の ω = ℜ[ω∗]のときの θin = 0◦で縦波入射した際のき
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裂開口変位を示している．Fig. 7(b)より，[u1]/u0，[u2]/u0

ともに乖離が比較的大きい．しかしながら，傾向はよく一
致していると思われる．Fig. 3(c)に示すように Aの場合は
|ℑ[ω∗]|がBの場合よりも小さく，Fig. 7で示した境界要素法
の解において固有モード成分が支配的であると考えられる．
このことが Aの場合は摂動法と境界要素法の解が比較的よ
く一致した原因だと思われる．しかしながら，比較的 |ℑ[ω∗]|
が大きい B の場合でも，固有モードを励振しやすい設定に
おいては Fig. 7(b)に示すようにモード振幅をある程度推定
できることがわかった．

6. おわりに
本研究では，境界要素法によって求めた開領域の固有周波

数とそのときの固有モードを実周波数での加振問題に応用
するため，摂動解析を行った．摂動法の適用によって，固有
周波数と左右固有ベクトル，及び加振項からどの程度のモー
ド振幅が励振されるかを近似的に求めることができた．提案
した定式化では，固有周波数と左右固有ベクトルを一度求め
れば，加振項を変化させるだけでモード振幅が計算できるた
め，様々な加振を検討する際に順解析を実施するよりも高速
に計算可能である．
今後の課題として，複数の固有周波数が近接する場合の

検討が挙げられる．また，非破壊検査を想定したモデルでの
モード振幅を最大化する加振（超音波入射）方法の設計，医
療イメージングでの流体中のバブルの励振等，種々の加振問
題への応用を検討する予定である．
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弾性体の界面剥離による平面波の散乱解析に対する
メッシュフリー型解析手法の開発

DEVELOPMENT OF A MESHFREE-TYPE METHOD FOR PLANE WAVE SCATTERING BY

AN INTERFACE DEBONDING ON THE INTERFACE OF ELASTIC SOLIDS
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This paper presents an OMP-based meshfree method for anti-plane wave analysis. The

developed meshfree method, OMP-Mf(s), uses not only fundamental solutions but also

plane waves as basis functions and can select adequate basis functions using OMP. We

applied this developed method to study plane wave scattering caused by interface debond-

ing at the interface of two elastic solids. Several numerical results show that OMP-Mf(s)

provides a good approximation of displacement wavefield for s = 2.

Key Words : Meshfree-Type Method, Wave Scattering, Interface Debonding, Funda-

mental Solutions, Plane Wave, Orthogonal Matching Pursuit

1. はじめに
鋼板接着工法による補強床版や繊維強化プラスチックは層

構造を有しており，その内部に生じる界面剥離は性能低下の
原因となる．界面剥離の代表的な非破壊評価手法として超音
波試験があり，剥離部分からの散乱波の情報をもとに対象物
を評価する．界面剥離によって生じる散乱波の特性を理解す
るためには，数値計算による検討が有効である．数値計算に
おいて，剥離部分による散乱波の特性の把握を目的とした解
析では，半無限領域を含む解析領域を取り扱うことが一般的
である．このような解析を実現するため，様々な解表現や積
分方程式を用いた定式化が提案されている (1, 2, 3)．
偏微分方程式に対するメッシュフリー型の数値解法の代表

例として，基本解近似解法 (4)（MFS; the method of funda-

mental solutions）がある．MFSは，対象とする問題の近似
解を基本解と近似係数の線形結合で表現する．このとき，基
本解の源点は解析領域の補領域に配置され，近似係数は境界
条件によって決定される．そのため，MFS は解析における
未知量の数が少なくて済み，基本解の特異性を取り扱う必要
がないことから数値計算の実装が容易であることが知られて
いる．その一方で，MFSの解表現に用いる基本解の源点の
数や配置は任意性があり，近似解に影響を及ぼすことが知ら
れている．MFSの源点選択については，これまで数多くの
手法が提案されている (5, 6, 7, 8)．

2023 年 10 月 6 日受付，2023 年 10 月 25 日受理

MFS の源点選択に関して，著者はこれまで，直交マッチ
ング追跡 (9)（OMP; orthogonal matching pursuit）を用いた
選択手法の開発に取り組んできた．OMPは l0 最適化に分類
される線形問題の最適化手法であり，貪欲法に基づいて基底
ベクトルを選択する．OMPは劣決定問題に対しても適用可
能であり，線形問題の解を表現するために必要となる基底ベ
クトルを選択することが可能となる．OMPによる源点選択
を組み込んだMFS（以下，OMP-MFSと呼ぶ）の主な適用
対象は無限領域を対象とした散乱解析 (10) であったが，多層
弾性体のような半無限領域を含む問題を取り扱うことが可能
となれば，適用範囲の拡大が期待できる．

MFS によって半無限領域を取り扱う場合，平面波の取り
扱いに注意を払う必要がある．MFSの基底関数は基本解（2

次元問題の場合は円筒波）であり，平面波の表現には不適切
である．そのため，一般的には平面波は解析的に計算され，
既知の情報として取り扱われる．このような平面波の計算は
理論的には計算可能であるが，多層構造や材料の異方性を考
慮する場合には計算が複雑になる．これに対して，OMPに
基づく解析手法では，基底関数の増加に対する制約はなく，
基本解以外にも例えば平面波を基底関数とする解表現であっ
ても基底関数の選択を容易に実行できる．
以上を踏まえ，本論文では基底関数として基本解以外の関

数を含むメッシュフリー型の解析手法を開発する．開発手法
は基底関数に基本解と平面波を用い，OMPによって近似係
数を決定する．加えて，OMPによる近似係数の決定を s段
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Fig.1 Anti-plane wave scattering by an interface debonding

on the interface of elastic halfspaces.

階（s = 1, 2）に分割して実行する計算方法についても検証
する．開発手法は，将来的には多層構造弾性体を対象とする
散乱解析への適用を想定しているが，その前段階として，解
析手法の基礎的な性質について整理する必要があると考えら
れる．そのため，本論文では，開発手法を 2層弾性体の界面
剥離による平面波の散乱問題に適用する．これ以降では，特
に断りのない限り，1つの項に繰り返し現れる下付き添え字
に対して総和規約を適用する．また，ギリシャ文字による下
付き添え字は 1, 2をとるものとする．

2. 解析手法
2.1. 対象とする問題
本論文では，Fig.1に示すような 2つの弾性体の界面に存在

する剥離部分による面外波動の散乱問題について考える．同図
において，解析領域 Vp (p = 1, 2)はいずれも半無限領域とし，
等方で均質な線形弾性体とする．また，これらの弾性体の界
面（境界）は Sとし，健全部分 S0と剥離部分 S1 (= S−

1 ∪S+
1 )

によって構成される．また，n[p] (= [n
[p]
1 , n

[p]
2 ]T)は，領域 Vp

に対する境界上の単位外向き法線ベクトルである．ただし，
(·)T は行列・ベクトルの転置を表す．加えて，(̄·)は散乱解析
における既知項を，(·)⋆ は散乱解析における未知項を表す．
散乱解析における入射波は平面波とし，入射波は既知項に含
まれるものとする．
領域 Vp (p = 1, 2) に対して，周波数領域における等方性

弾性体の運動方程式は，物体力をゼロと仮定すると，次式で
表現される． (

µp∂β∂β + ρpω
2) ũ[p](x) = 0 (1)

ここに，ũ[p](x)は領域 Vp の位置 x (= [x1, x2]
T)における面

外方向変位，ω は角周波数を表す．また，∂β = ∂/∂xβ であ
り，ρp, µp は領域 Vp を構成する弾性体の密度とせん断弾性
係数を表す．さらに，重ね合わせの原理を用いれば，面外方
向変位 ũ[p](·)は以下の関係式を満たす．

ũ[p](x) = ¯̃u[p](x) + ũ[p]⋆(x); x ∈ Vp ∪ S (2)

境界における表面力は，次式で与える．

t̃[p](x) = T [p]ũ[p](x); x ∈ S (3)

ここに，T [p] は表面力作用素であり，次式で与えられる．

T [p] = µpn
[p]
β (x)∂β (4)

Fig.1に示す 2つの弾性体の界面における境界条件は，以下
のように設定する．健全部分 S0 における境界条件は，以下
の式を用いる．

ũ[1](x) = ũ[2](x); x ∈ S0 (5)

t̃[1](x) = −t̃[2](x); x ∈ S0 (6)

一方，剥離部分 S1 における境界条件は，次式を用いる．

t̃[1](x) = 0; x ∈ S−
1 (7)

t̃[2](x) = 0; x ∈ S+
1 (8)

2.2. 近似解の表現と線形方程式
本論文では，解析領域 Vp における変位 ũ[p](·)を次式で表

現する．

ũ[p](x) := ¯̃u[p](x) +

Na∑
k=1

ã
[p]
k (x)c̃

[p]
k (9)

ここに，ã[p]k (·)は未知項の近似に用いる基底関数，c̃[p]k は近
似係数を表す．また，境界における表面力 t̃[p](·)は，式 (4),

(9)を用いて以下のように表現する．

t̃[p](x) := ¯̃t[p](x) +

Na∑
k=1

b̃
[p]
k (x)c̃

[p]
k (10)

ここに，

b̃
[p]
k (x) = T [p]ã

[p]
k (x) (11)

である．本論文では，基底関数 ã
[p]
k (·)として，基本解と平面

波を考える．基本解 Ũ [p](x,y)は，次式で与えられる．

Ũ [p](x,y) =
i

4µp
H

(1)
0 (k

[p]
T r) (12)

ここに，xは観測点，y は源点を表し，r = |x − y|である．
また，k[p]T は領域 Vp における面外波動の波数，H(1)

n は n次
の第 1種 Hankel関数を表し，i =

√
−1である．一方，平面

波 ŨPW[p](x,p)は次式で与えらえる．

ŨPW[p](x,p) = exp
[
ik

[p]
T ⟨p,x⟩

]
(13)

ここに，⟨·, ·⟩はベクトルの内積，pは平面波の進行方向ベク
トルを表す．
本論文では，弾性体の界面である境界 S 上に選点 xi (=

[xi;1, xi;2]
T; i = 1, 2, · · · , Nx）を配置し，その選点上で境界

条件を満足するように近似係数 c̃
[p]
k を決定する．このとき，

解くべき線形方程式は，以下のように表現できる．

D̃c̃ = h̃ (14)

ここに，D̃ ∈ CM×N , c̃ ∈ CN , h̃ ∈ CM であり，本論文にお
ける解析では，M = 2Nx, N = 2Na である．式 (14)におい
て，未知ベクトル c̃の成分は，次式で与えられる．

(c̃)k := c̃
[1]
k (15)
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(c̃)Na+k := c̃
[2]
k (16)

ただし，k = 1, 2, · · · , Na である．既知ベクトル h̃の成分は，
以下の通りである．

(h̃)i :=

−¯̃u[1](xi) + ¯̃u[2](xi) : xi ∈ S0

−¯̃t[1](xi) : xi ∈ S−
1

(17)

(h̃)Nx+i :=

−¯̃t[1](xi)− ¯̃t[2](xi) : xi ∈ S0

−¯̃t[2](xi) : xi ∈ S+
1

(18)

ただし，i = 1, 2, · · · , Nx である．さらに，係数行列 D̃の成
分は，以下のように与えられる．

(D̃)i,k :=

ã
[1]
k (xi) : xi ∈ S0

b̃
[1]
k (xi) : xi ∈ S−

1

(19)

(D̃)i,Na+k :=

−ã[2]k (xi) : xi ∈ S0

0 : xi ∈ S−
1

(20)

(D̃)Nx+i,k :=

b̃
[1]
k (xi) : xi ∈ S0

0 : xi ∈ S+
1

(21)

(D̃)Nx+i,Na+k := b̃
[2]
k (xi) : xi ∈ S0 ∪ S+

1 (22)

ただし，i = 1, 2, · · · , Nx および k = 1, 2, · · · , Na であり，
(·)i,k は行列の (i, k)成分を表す．
2.3. OMP（直交マッチング追跡）
本論文では，式 (14) に示す線形方程式の求解に OMP を

用いる．OMPでは，線形システム y = Axに対して，以下
に示す l0 最適化問題を解く．

minimize
x

∥x∥0 subject to y = Ax (23)

ここに，∥ · ∥0 は l0 擬似ノルムを表し，その値は対象とする
ベクトルの非ゼロ成分の個数に対応する．OMPでは，以下
に示す初期値を用いて，式 (23) を解くために反復計算を実
行する．

x[0] = 0, r[0] = y, S−1 = ∅, k = 0 (24)

ここに，0は零ベクトル，Sk は各反復ステップで選択した列
ベクトル（基底ベクトル）の情報を記憶するためのインデッ
クス集合を表す．OMPによる最適解の計算では，式 (24)を
もとに，以下に示す処理を順に実行する．

i[k] := argmax
i

|⟨ai, r[k]⟩|2

⟨ai,ai⟩
(25)

Sk := Sk−1 ∪ {i[k]} (26)

x̄[k] := [AH
Sk

ASk ]
−1AH

Sk
y (27)

x[k + 1] :=
∑
i∈Sk

x̄i[k]ei (28)

r[k + 1] := y −
∑
i∈Sk

x̄i[k]ai (29)

k := k + 1 (30)

ここに，ai は行列 A の i 列目の列ベクトルである．また，
ASk は，行列 A のうち，インデックス集合 Sk に記憶され
たインデックスの列ベクトルのみを格納した行列を表す．加
えて，ei は i番目の成分にのみ値を持つ標準基底を表す．式
(29)に示す r[k + 1]は，k + 1回目の反復計算における残差
ベクトルである．なお，式 (27)における逆行列の計算には，
特異値分解を用いる．式 (25)–(30)に示す反復計算は，以下
の終了条件のいずれか 1 つが満足されるまで繰り返し実行
する．

∥r[k + 1]∥2 < ϵOMP (31)

smin[k] < ϵSVD (32)

k =M (33)

ここに，∥ · ∥2 は l2 ノルム，smin(k)は行列 ASk の最小特異
値を表す．ただし，この終了条件の判定は式 (30)の計算の後
に実行される．OMPにおける反復計算が k = N∗ において
終了条件を満足したとき，近似係数は，形式上，以下のよう
に表現できる．

c̃ = x[N∗] (34)

式 (34)で与えられるベクトル c̃の非ゼロ成分の個数はN∗で
あり，最終的な基底ベクトルの数はM 個以下となる．加え
て，OMP では N > M（劣決定）として計算を実行するこ
とも可能であり，この場合は基底ベクトルの取捨選択が可能
となる．
式 (23) に示す通り，OMP における目的関数は l0 擬似ノ

ルムであり，基底ベクトル ai（行列 Aの列ベクトル）と線
形システムの残差ベクトル r[k]の関係のみで解を決定する．
そのため，OMPでは，勾配法における目的関数の勾配計算
や，正則化における正則化パラメータの設定が不要である．
また，OMPは行列Aが行フルランクであれば最大M 回の
反復で解が得られる．さらに言えば，OMPは貪欲法である
ものの，線形システム y = Axに十分スパースな解が存在す
れば，最適解を有限ステップで求められることも知られてい
る (13)．
2.4. OMPに基づくメッシュフリー型解析手法
本節では，本論文で用いる OMPに基づくメッシュフリー

型解析手法である OMP-MFS, OMP-Mf(s) について説明す
る．OMP-MFSは OMPによる源点選択を組み込んだMFS

であり，OMP-Mf(s)との比較のために用いる．OMP-Mf(s)

は，本論文で開発を行った解析手法である．この解析手法で
は，基底関数に基本解と平面波の両方を用い，OMPを用いた
近似係数の決定を s段階に分けて実行する．ただし，s = 1, 2

とし，それぞれについて OMP-MFSに続けて説明する．
解析手法の説明の前に，MFSの成り立ちとOMP-Mf(s)の

位置付けについて説明する．本論文で開発する解析手法は
MFSを基礎としている．MFSは間接法に分類され，境界要
素法（BEM; boundary element method）との関連も指摘さ
れている．具体的には，BEMの拡張である仮想境界間接法
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において，仮想境界上の分布密度を離散的に表現することで
MFSを導出できる (11)．また，MFSは Trefftz法に分類する
ことができることも知られている (12)．このようにして得ら
れるMFSは，原則として基底関数に 1種類の関数（基本解）
を用いる．これに対して，OMP-Mf(s)は，基底関数に基本
解と平面波の 2種類の関数を用いる点に特徴がある．
2.4.1. OMP-MFS

OMP-MFSでは，式 (9), (10) における既知項を次式で与
える．

¯̃u[1](x) = ũin[1](x) + ũre[1](x) (35)

¯̃u[2](x) = ũtr[2](x) (36)

¯̃t[1](x) = t̃in[1](x) + t̃re[1](x) (37)

¯̃t[2](x) = t̃tr[2](x) (38)

ここに，(·)inは入射波，(·)reは反射波，(·)trは透過波を表す．
これらの反射波・透過波は，文献 (14) をもとに解析的に計算
する．また，基底関数は基本解を用いて次式で与える．

ã
[p]
k (x) = Ũ [p](x,y

[p]
k ) (39)

b̃
[p]
k (x) = T̃ [p](x,y

[p]
k ) (40)

ただし，k = 1, 2, · · · , Ny であり，Na = Ny となる．OMP-

MFSでは，基底関数である基本解を用いて，界面剥離によ
る散乱波を表現する．
2.4.2. OMP-Mf(1)

OMP-Mf(1)は，基底関数に基本解と平面波の両方を用い，
それらに対応する近似係数の計算を 1段階で実行する．OMP-

Mf(1)では，式 (9), (10)における既知項を次式で与える．

¯̃u[1](x) = ũin[1](x) (41)

¯̃u[2](x) = 0 (42)

¯̃t[1](x) = t̃in[1](x) (43)

¯̃t[2](x) = 0 (44)

つまり，既知項は入射波のみとなる．また，基底関数は次式
で与える．

ã
[p]
k (x) = Ũ [p](x,y

[p]
k ) (45)

ã
[p]
Ny+l

(x) = ŨPW[p](x,p
[p]
l ) (46)

b̃
[p]
k (x) = T̃ [p](x,y

[p]
k ) (47)

b̃
[p]
Ny+l

(x) = T̃PW[p](x,p
[p]
l ) (48)

ただし，k = 1, 2, · · · , Ny および l = 1, 2, · · · , Np であり，
Na = Ny +Np となる．基底関数は基本解と平面波によって
構成されるため，界面剥離による散乱波のみならず，反射波・
透過波（いずれも平面波）を表現するための近似係数を 1段
階で決定する．
2.4.3. OMP-Mf(2)

OMP-Mf(2)は，OMP-Mf(1)と同様に基底関数に基本解と
平面波の両方を用いる．ただし，近似係数の計算は 2段階で

実行する．以下では，第 s段階に関する物理量には (·)(s) を
付けて区別する．第 1段階では，既知項を以下の式を用いる．

¯̃u[1](1)(x) = ũin[1](x) (49)

¯̃u[2](1)(x) = 0 (50)

¯̃t[1](1)(x) = t̃in[1](x) (51)

¯̃t[2](1)(x) = 0 (52)

また，基底関数は，平面波を用いて次式で与える．

ã
[p](1)
k (x) = ŨPW[p](x,p

[p]
k ) (53)

b̃
[p](1)
k (x) = T̃PW[p](x,p

[p]
k ) (54)

ただし，k = 1, 2, · · · , Np であり，N (1)
a = Np となる．第 1

段階では，平面波に関する近似係数 c̃
[p](1)
k を決定する．その

ためには境界条件の修正が必要であり，具体的には剥離部分
S1 においても境界条件を式 (7), (8)から式 (5), (6)に置き換
えて，近似係数 c̃

[p](1)
k を求める．

第 2段階では，既知項を以下の式で与える．

¯̃u[1](2)(x) = ¯̃u[1](1)(x) +

N
(1)
a∑
k=1

ã
[1](1)
k (x)c̃

[1](1)
k (55)

¯̃u[2](2)(x) = ¯̃u[2](1)(x) +

N
(1)
a∑
k=1

ã
[2](1)
k (x)c̃

[2](1)
k (56)

¯̃t[1](2)(x) = ¯̃t[1](1)(x) +

N
(1)
a∑
k=1

b̃
[1](1)
k (x)c̃

[1](1)
k (57)

¯̃t[2](2)(x) = ¯̃t[2](1)(x) +

N
(1)
a∑
k=1

b̃
[2](1)
k (x)c̃

[2](1)
k (58)

また，基底関数は，基本解を用いて次式で与える．

ã
[p](2)
k (x) = Ũ [p](x,y

[p]
k ) (59)

b̃
[p](2)
k (x) = T̃ [p](x,y

[p]
k ) (60)

ただし，k = 1, 2, · · · , Ny であり，N (2)
a = Ny となる．第 2段

階では健全部分と剥離部分の両方を考慮するため，境界条件
は式 (5)-(8)を用いて近似係数 c̃

[p](2)
k を決定する．

OMP-Mf(2)において，第 1段階では境界条件として式 (5),

(6)を用いており，入射波は平面波であるため，このとき未
知となる波動場（反射波・透過波）は平面波のみで表現可能
である．そのため，第 1段階では平面波のみを基底関数とし
て用いる．一方，第 2段階では界面剥離による散乱波が発生
し，この散乱波は放射条件を満たす基本解を用いて表現する
必要がある．そのため，第 2段階では基本解のみを基底関数
として用いる．OMP-Mf(2)はOMP-Mf(1)とは異なり，平面
波によって構成される波動場のみを先に平面波で近似し，円
筒波で表現されるべき波動場を後から基本解で近似する．こ
のように，OMP-Mf(s)の段階数 sは，表現したい波動場の
性質に基づいて適切に決定する必要がある．仮に，本節に示
した OMP-Mf(2)において第 1段階と第 2段階を入れ替えた
場合，本来は平面波で表現されるべき反射波・透過波が基本
解によって表現されてしまう可能性がある．
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Fig. 2 Analytical model.

3. 数値解析例
3.1. 解析条件
解析モデルを Fig.2に示す．領域 V1 と V2 の界面は x2 = 0

とし，界面における剥離部分の長さは 2aとした．解析領域
を構成する弾性体の材料定数は，密度を ρ1 = ρ2 = 1 とし，
せん断弾性係数を µ1 = 1, µ2 = 0.25とした．また，角周波
数は ω = π とした．界面き裂の代表長さ aは，領域 V1 にお
ける面外波動の波長 λ1 との関係が λ1 = 2aとなるように設
定した．入射波である平面波の振幅は u0 = 1とし，その進
行方向は φin = 0.25π (θin = 0.625π) とした．ただし，φ お
よび θ の角度の取り方は，Fig.2に示す通りとした．
本論文で取り扱うメッシュフリー型解析手法の適用におい

て，選点 xi は界面上の xi;1 ∈ (−10a, 10a) を満たす範囲に，
等間隔に配置した．選点の個数は Nx = 200とした．近似解
の表現において，基本解の源点 y

[p]
k は次式で与えた．

y
[p]
k = xj +

{
0

∆y0

}
+ (−1)p−1(l − 1)

{
0

∆y

}
;

k = (l − 1)Nx + j (61)

ただし，l = 1, 2, · · · , Nl および j = 1, 2, · · · , Nx である．
このとき，源点の個数は Ny = NlNx となる．本論文では，
Nl = 20, ∆y0 = ∆y = 0.1 とした．式 (61) を用いて計算し
た源点 y

[p]
k および選点 xi の配置は，Fig.3 に示す通りであ

る．また，近似解の表現において，平面波の進行方向ベクト
ル p

[p]
k は次式で与えた．

p
[p]
k =

{
cos θ

[p]
k

sin θ
[p]
k

}
; k = 1, 2, · · · , Np (62)

ただし，

θ
[p]
k = θ

[p]
min + (k − 1)∆θ[p] (63)

∆θ[p] =
θ
[p]
max − θ

[p]
min

Np − 1
(64)

−5

0

5

−10 −5 0 5 10

x
2
/a

x1/a

y
[1]
k

y
[2]
k

xi

Fig. 3 The location of source points y
[p]
k and collocation

points xi.

Table 1 The number of equations and unknowns

M N

OMP-MFS 400 8000

OMP-Mf(1) 400 16000

OMP-Mf(2) stage 1 400 8000

OMP-Mf(2) stage 2 400 8000

とした．本論文では，進行方向ベクトルの個数をNp = 20Nx

とした．また，進行方向ベクトルを与える角度の範囲は，
(θ

[1]
min, θ

[1]
max) = (1.5π, 2π), (θ

[2]
min, θ

[2]
max) = (0, 0.5π)とした．な

お，Table 1 に各解析手法における方程式の数 M と未知量
の数 N の関係をまとめる．いずれの解析手法においても，
劣決定問題を取り扱っていることが確認できる．加えて，式
(31), (32)に示す OMPの終了条件に含まれるパラメータは，
ϵOMP = 10−10, ϵSVD = 10−10 で与えた．
3.2. 解析結果
3.2.1. 界面における変位・表面力
界面における変位および表面力の計算結果を比較する．比

較には，メッシュフリー型解析手法（OMP-MFS, OMP-Mf(s)）
による近似解に加え，BEMによる近似解を参照解として用
いる．BEMによる解析では，界面の影響によって生じる平
面波（反射波，透過波）を既知とせず，全変位に関する境界
積分方程式を用いた．そのため，BEMによる近似解には無
限長の境界に配置されるべき要素を打ち切ることで生じる影
響が含まれるが，ここでは x1 ∈ [−80a, 80a]の範囲に境界要
素を配置することで，その影響を可能な限り取り除いた．な
お，境界積分方程式の離散化には一定要素を用いた．

Fig.4および Fig.5に, 領域 V1 に対する境界における変位
および表面力を示す． Fig.4に示す変位の計算結果では，解
析手法ごとに値がわずかに異なるものの概ね等しい値が得
られた．また，Fig.5に示す表面力の計算結果では，境界 S−

1

において表面力がゼロとなる点も含めて，各解析手法の近似
解は概ね一致した．

Fig.6および Fig.7に, 領域 V2に対する境界における変位お
よび表面力を示す． これらの図に示す結果も，Fig.4および
Fig.5に示す結果と同様に，各解析手法によって得られる近似
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解が概ね一致していることが確認された．解析条件に示した通
り，OMP-MFS, OMP-Mf(s)は，選点xiを xi;1 ∈ (−10a, 10a)

の範囲に配置している．本節に示した結果から，境界値の計
算では，OMP-MFS, OMP-Mf(s)において選点を配置する範
囲（選点の配置を打ち切る範囲）による影響は顕著に出現し
ないことが確認された．
3.2.2. OMP-Mf(s)による近似解の傾向
領域 Vp の変位分布の比較から，OMP-Mf(s)によって得ら

れる近似解の傾向について整理する．比較には，OMP-Mf(s)

と OMP-MFS によって計算された変位の差（以下，変位差
分と呼ぶ）を用いる．比較対象として OMP-MFS を用いる
理由は，OMP-Mf(s)による近似解と同様の表現を用いてい
るためである．Fig.8 に，OMP-Mf(1) と OMP-MFS の変位
差分の実部を示す．同図において，変位差分は領域 Vp に広
く分布しており，その値は Fig.4 および Fig.6 に示した境界
値の変位と比較して無視できない程度の大きさとなった．ま
た，同位相面の分布から，この変位差分は平面波（反射波，
透過波）の近似誤差に起因するものと考えられる．

Fig.9に，OMP-Mf(2)と OMP-MFSの変位差分の実部を
示す．同図に示す結果から，OMP-Mf(2) では OMP-MF(1)

の場合と比較して変位差分が比較的小さくなることが確認さ

−2

−1

0

1

2

3

4

−10 −5 0 5 10

−2

−1

0

1

2

3

4

−10 −5 0 5 10

R
e[
ũ
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れた．可視化領域内部の x = [−10a, 10a]T の近傍において，
変位差分が相対的に大きくなった．変位差分の同位相面の分
布から，この変位差分についても OMP-Mf(1)と同様に，平
面波の近似誤差に起因して生じていると考えられる．この点
をより詳細に調べるため，次節では開発手法における基底関
数の選択傾向について議論する．
3.2.3. OMP-Mf(s)における基底関数の選択傾向

OMP-Mf(s)において選択された基底関数の傾向について
考察する．Table 2に，各解析手法においてOMPによって選
択された基底関数の個数をまとめる．この表において，N [p]

y

は領域 Vpに関する基本解の個数，N [p]
p は領域 Vpに関する平

面波の個数を表す．この結果から，OMP-MFSとOMP-Mf(2)

では，各領域における基本解の個数が等しくなった．また，
OMP-Mf(1) と OMP-Mf(2) では，解表現に用いる平面波の
個数が大きく異なっていることが確認できる．

Fig.10に，OMP-Mf(s)において選択された平面波の進行
方向ベクトル p

[p]
k から得られる進行方向の角度 θ と，それ

に対応する近似係数の絶対値を示す．同図には，解析的に求
めた反射係数および透過係数の値もあわせて示している．こ
れらの反射係数・透過係数は，OMP-MFS において反射波
ũre[1](·)および透過波 ũtr[2](·)の計算に用いているため，これ
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らの値に近い値が得られていれば，反射波・透過波を良く近
似していることになる．Fig.10の上図は，領域 V1 における
平面波（反射波）に関する計算結果に対応する．この図では，
OMP-Mf(1), OMP-Mf(2) ともに θ/π = 0.175 の反射係数に
近い値が得られている．また，OMP-Mf(2)では θ/π = 0.175

以外の成分が比較的小さくなったが，OMP-Mf(1)では他に
も近似係数の絶対値が大きい成分が含まれていた．これら
が Fig.8 に示すような変位差分を生じさせた原因と考えら
れる．これに対して，Fig.10の下図は，領域 V2 における平
面波（透過波）に関する計算結果に対応する．この図では，
OMP-Mf(1), OMP-Mf(2) ともに透過係数に概ね一致する結
果が得られた．しかし，OMP-Mf(1)では透過波の進行方向
から離れた角度に近似係数の絶対値が比較的大きな成分が確
認された．これらが影響した結果，OMP-Mf(1)の変位差分
は OMP-Mf(2)と比較して大きくなった考えられる．
続けて，基本解の源点の選択傾向について考察する．OMP

によって選択された源点の配置とそれに対応する近似係数の

Table 2 The number of basis functions selected by OMP

N
[1]∗
y N

[2]∗
y N

[1]∗
p N

[2]∗
p

OMP-MFS 200 200 - -

OMP-Mf(1) 198 195 3 4

OMP-Mf(2) stage 1 - - 23 37

OMP-Mf(2) stage 2 200 200 - -
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Fig. 10 The angle of propagation of plane waves and the

corresponding approximation coefficients.

絶対値を，Fig.11-Fig.13 に示す． ただし，Fig.11 は OMP-

MFS，Fig.12 は OMP-Mf(1)，Fig.13 は OMP-Mf(2) の結果
に対応する．なお，これらの図において，近似係数の絶対値
がゼロとなる源点はあらかじめ取り除いてある．これらの
結果を比較すると，いずれの解析手法においても，境界近
傍に源点が密に配置されていることがわかる．また，健全
部分と剥離部分の境界と界面から離れた位置に，近似係数
の絶対値が大きな源点が分布することが確認された．加え
て，OMP-MFSと OMP-Mf(2)の結果では，源点の配置が一
致し，近似係数の絶対値の値が概ね等しくなった（両者の差
は 10−9 程度であった）．以上の結果から，平面波と基本解に
よる波動場を同時に決定する OMP-Mf(1)よりも，それらを
2つの段階に分割して決定する OMP-Mf(2)の方が，解析的
に平面波を取り扱う OMP-MFSに近い解析を実現できるこ
とが確認された．

4. おわりに
本論文では，弾性体の界面剥離による面外波動散乱問題を

対象に，OMPに基づくメッシュフリー型解析手法を開発し，
その有効性を確認した．対象とする問題では入射波を平面波
に設定し，すべてのメッシュフリー型解析手法において，近似
解を平面波と基本解による円筒波の重ね合わせによって表現
した．本論文における開発手法である OMP-Mf(s)は，近似
係数の決定を s段階に分割して行う解析手法であり，s = 1, 2

とした場合の計算結果の比較を行った．OMP-Mf(1)および
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OMP-Mf(2)における結果の比較から，境界値については両
者に大きな差は生じなかったが，領域内部の変位分布につい
ては OMP-Mf(2)が優れていることが確認された．なお，本
論文では計算コストに関する定量的な考察は行っていない
が，開発手法は OMPによる基底関数の探索を含むため，従
来のMFSと比較して計算コストは高くなる．また，この傾
向は，解析に用いる基底関数の数の増加に伴い顕著となる．
今後は，OMP-Mf(s)を界面剥離を有する多層構造弾性体に
対する波動散乱問題に適用し，その有効性を確認する予定で
ある．
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複数車両を参照する数理モデルによる交差点を左折する
車両隊列シミュレーション

VEHICLE PLATOON SIMULATION TURINIG RIGHT AT INTERSECTION

ACCORDING TO MULTIPLE LEADER VEHICLE-FOLLOWING MODEL
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Vehicle Platoon is the method of platooning the vehicles with a short vehicle-to-vehicle
distance. It is effective to increase the traffic amount safely without constructing new
roads. In the previous study, the mathematical model for controlling the vehicle velocity
was defined by the car-following model. A theoretical study revealed that each vehicle
in a platoon could control its velocity from the information of only the nearest frontal
vehicle and the lead vehicle of the platoon. When a platoon turns left at a corner, the
lead vehicle in the platoon changes in order, so the following vehicles must change the lead
vehicle they should refer to. In this study, model parameters are determined by numerical
simulation and then, their validity is discussed through experiments.
Key Words : Car-Following Model, Vehicle Platoon, Simulation, Experiment

1. 緒論
交通渋滞は物流コストの増大をもたらすとともに，騒音

や空気汚染などの原因ともなっている．様々な分野の研究者
が，交通渋滞の解決方法に取り組んでいる．それらの一つに，
高度道路交通システム（Intelligent Transportation Systems,
ITS）の分野における隊列走行がある (1)．
隊列走行においては，短い車間距離をおいて，複数の車両

が一列で走行する．車間距離を詰めることで交通容量を増大
できるとともに，追従車両の空気抵抗が低減され，省エネル
ギー効果も見込まれている．しかし，安全な隊列走行を実現
するためには，各種センサーなどを用いた車両の速度と行動
の自動制御システムが必要となる．
本研究では，隊列走行する車両の速度制御について述べ

る．制御モデルは，いわゆる車両追従モデルに基づいている．
車両追従モデルは，前方車両との車間距離や速度差などから
自車両の速度または加速度を制御するモデルである (2, 3, 4)．
これらのモデルでは直前方車両 1台だけを参照する場合が多
いのに対して，複数の前方車両を参照するモデルも提案され
ている (5, 6)．例えば，牛田 (5) は，前方の複数台の車両との

2023 年 10 月 8 日受付，2023 年 10 月 28 日受理

速度差を用いた多台参照 Chandlerモデルに基づき速度制御
を適用している．朝比奈 (6) は，直前方車両との車間距離と
隊列の先頭車両との速度差を用いて速度制御を行っている．
いずれにおいても，自車両のすぐ前方を走行する車両と隊列
の先頭を走行する車両の 2台を参照するモデルが有効である
としている．
ところで，一般道を走行する場合，隊列の合流や分離，さ

らに，交差点の右左折において隊列の組み替えが起こり，そ
のたびに隊列の先頭車両が入れ替わることになる．本研究
では，そのもっとも簡単な場合として，車両隊列が交差点で
左折する場合を考える．交差点を左折するとき，隊列は左折
した車両とその直後の車両で 2 つの隊列に分かれることに
なる．それゆえ，隊列の車両が左折するたびに，後続車両に
とっての先頭車両が入れ替わり，速度制御則が更新されるよ
うにする．数値シミュレーションとロボット車両 (7) を用い
た実験を通して，モデルの影響について検討する．
本論文は，以下のように構成されている．本節は緒論とし

て，研究目的について述べた．第 2節では，本研究で用いる
速度の制御モデルについて述べる．第 3節では，計算機シミュ
レーション結果を示し，第 4節では，LEGO MINDSTORMS
NXTによる実験結果隊列走行実験について述べる．第 5節
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図 1 n台の車両からなる車両隊列

では，得られた結論についてまとめる．

2. 車両追従モデル
2.1. Chandlerモデル
一般に，車両追従モデルでは，車両の速度や加速度を他

車両との車間距離や速度差などの情報を用いて制御する．
Chandlerらの提案したモデルは次式で与えられる (2)．

ẍn(t + ∆t) = a(ẋn−1(t) − ẋn(t)) (1)

ここで，xn(t)は時刻 tにおける車両 nの位置，∆tは応答の
遅れ時間，aは車両 nの直前方車両 n − 1に対する感度を表
す (図 1)．また，ẋ，ẍは，それぞれ車両の速度と加速を示す．

Chandlerモデルは直前方を走行する車両との速度差だけ
を用いるが，これを複数の前方車両を参照するモデルに拡張
すると次式となる．

ẍn(t + ∆t) =
m∑

j=1

aj(ẋn−j(t) − ẋn(t)) (2)

ここで，xn−j は車両 n − j の位置，aj は車両 n − j に対する
車両 nの感度，mは車両 nの参照する先行車両の数，∆tは遅
れ時間を表す．このモデルでは，加速度 ẍnは自車両の速度と
各先行車両の速度の差 ẋn−j(t) − ẋn(t)によって制御される．
パラメータmの値は，Chandlerモデルではm = 1，Bexelius
モデル (8)ではm = 2，Wakitaモデル (9)ではm > 1となる．
2.2. 多台参照 Chandlerモデルの安定解析
本研究では車両 4 台で構成される隊列を考える．先頭よ

り，1番目の車両を先頭車両とし，つづいて，第 1追従車両，
第 2追従車両，第 3追従車両とする．先頭車両に生じた速度
変化の影響は，後方車両に伝わるに従って小さくなる．この
ことに基づいて，Chandler は安定条件を導いている．牛田
は，複数車両を参照する Chandlerモデルについて，安定性
解析を行い以下の結果を得ている (5)．
2.2.1. 第 1追従車両の安定性解析結果
第 1追従車両は先頭車両の直後を走行するので，先頭車両

だけを参照する．遅れ時間を ∆t = 1とすると，安定条件は
以下のようになる．

0 ≤ a1 ≤ 1
2 (3)

この結果より，1 台追従車両の感度の最大値は a1 = 1/2 と
なる．
2.2.2. 第 2追従車両の安定性解析結果
第 2追従車両は先頭車両と第 1追従車両を参照することが

できる．遅れ時間を ∆t = 1とすると，安定条件は以下のよ
うになる．

0 ≤ a2 ≤ (1 − 2a1) +
√

1 − 2a1

4 (4)

表 1 前方車両に対する運転者の感度
追従車両 感度

1st a1 = 1
2

2nd a1 = 3
8 , a2 = 3

16

3rd a1 = 1
2 , a2 = 0, a3 = 1

6

2 台の前方車両に対する運転者の感度の和は次式で定義さ
れる．

b2 ≡ a1 + a2 ≤ (1 − 2a1) +
√

1 − 2a1

4 (5)

感度の和 b2 は，a1 = 3/8 と a2 = 3/16 のとき，最大値
(b2)max = 9/16となる．
2.2.3. 第 3追従車両の安定性解析結果
第 3追従車両は先頭車両と 2台の追従車両を参照すること

ができる．遅れ時間を ∆t = 1とすると，安定条件は以下の
ようになる．

0 ≤ a1 + a2 ≡ b2 ≤ 9
16 (6)

0 ≤ a3 ≤
(3 − 4a1 − 8a2) +

√
9 − 16(a1 + a2)

12 (7)

前方車両に対する運転者の感度の和は次式で定義される．

b3 ≡ a1 + a2 + a3 ≤
(3 − 4a1 − 8a2) +

√
9 − 16(a1 + a2)

12
(8)

感度の和 b3 は，a1 = 1/2，a2 = 0，a3 = 1/6 のとき，最大
値 (b3)max = 2/3ととる．
各追従車両において前方車両に対する運転者の感度の和

が最大となるときの運転者の感度 a1，a2，a3 をまとめると
表 1となる．第 3追従車両の場合，前方車両が 3台いるにも
かかわらず参照するべき車両は 2台だけでよいことになる．

3. 計算機シミュレーション
3.1. 計算機シミュレーション条件
車両隊列は 4 台の車両からなる．先頭より先頭車両，第

1追従車両，第 2追従車両，第 3追従車両であり，それぞれ
Vehicle 0，Vehicle 1，Vehicle 2，Vehicle 3とする．1タイム
ステップは実時間では 0.1(s)とする．初期状態では，各車両
とその直前方車両の車間距離を全て等しく 20(m) とし，車
両の初期速度を 18(m/s) と設定する．時刻 t = 5(s) におい
て，先頭車両は急減速して停止し，10秒間停止した後，時刻
t = 15(s)において再び速度 18(m/s)に加速する．
第 2追従車両と第 3追従車両の速度制御には，次に述べる

モデル 1とモデル 2を用いて，それらの結果を比較する．直
前方車両を参照する Chandler モデルをモデル 1，隊列の先
頭車両と自車両の直前方車両の 2台を参照する Chandlerモ
デルをモデル 2とする．ただし，第 1追従車両は前方車両が
1台しか存在しないので，モデル 2においても，第 1追従車
両はモデル 1に従うこととする．感度は表 1に示すように与
える．
3.2. 計算機シミュレーション結果
モデル 1 による結果を図 2 と図 3 に，モデル 2 による結

果を図 4と図 5に示す．図 2と図 4は各車両の速度変化図，
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図 2 車両速度の数値シミュレーション (モデル 1)

図 3 車間距離の数値シミュレーション (モデル 1)

図 3と図 5は各車両の車間距離図である．横軸はシミュレー
ション時間，縦軸は車両速度または車間距離を示す．車両に
はラベル Vehicle 0, Vehicle 1, Vehicle 2, Vehicle 3を付与し，
それらは先頭車両，第 1追従車両，第 2追従車両，第 3追従
車両を示す．
最後尾の第 3追従車両が停止するのは，モデル１において

11.8(s)であるのに対して，モデル 2では 10.8(s)である．ま
た，第 3追従車両の速度が元の速度に戻るのは，モデル 1で
は 21.6(s)であるのに対して，モデル 2では 20.4(s)である．
モデル 1よりもモデル 2の方が第 3追従車両の減速が早く始
まっており，また早く元の速度に回復できていることがわか
る．したがって，隊列走行時において，モデル 2による速度
制御アルゴリズムを適用した方が，車間距離の変動をより小
さくした状態で走行できると考えられる．

4. 隊列走行実験
4.1. 実験条件
第 3節の結果より，直前方車両だけを参照するモデルより

も直前方車両と先頭車両の 2台参照モデルの方が車間距離の
変動を小さくできる．しかし，先頭車両として参照するべき
車両は交通状況によって異なっており，隊列として協調行動
している車両群の先頭の車両と判断するべきである．
本研究では，隊列走行する車両群が交差点を左折する場合

図 4 車両速度の数値シミュレーション (モデル 2)

図 5 車間距離の数値シミュレーション (モデル 2)

図 6 隊列走行実験

を考える．本研究では，LEGO MINDSTORMS NXTを用い
て実験車両を作成する．実験の様子を図 6に示す．車両は，
写真右後方より走行を開始し，図 6にある黒い線に沿って走
行し，黄色のところで左折を開始する．左折を開始する車両
は，後続車両とは異なる行動を取ることになるので，左折を
開始する車両と後続する車両の間で隊列が分かれることにな
る．そこで，後続する車両は，常に左折する車両の直後の車
両を隊列の先頭と判断して速度制御する．プログラミング言
語として Not eXactly C (NXC)(10, 12) を用いる．また統合
開発環境として，NXCプログラミングの開発環境として提
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表 2 停止と再加速の時間
Model 1st stop 1st reacceleration 2nd stop 2nd reacceleration 3rd stop

Model 1 2.776 2.923 3.364 3.234 2.613
Model 2 1.706 3.449 2.535 3.832 2.053

図 7 車両の速度変動 (モデル 1)

図 8 車両の速度変動 (モデル 2)

供されている Bricx Command Center(BricxCC)(11) を使用
する．
4.2. 速度制御アルゴリズム
4.2.1. モデル 1の場合
モデル 1は，1台の前方車両を参照する Chandlerモデル

であり，式 (1) で与えられる．式 (1) における速度差の項
ẋn−1(t) − ẋn(t)は車間距離の差分として，次式で近似的に求
めることとする．

∆ẋn−1(t) ≃ ∆xn−1(t) − ∆xn−1(t − ∆t)
∆t

(9)

ここで，∆xn−1(t) は時刻 t における車両 n − 1 と車両 n の
車間距離を示す．

∆xn−1(t) = xn−1(t) − xn(t) (10)

式 (9)を用いるためには，直前方車両との車間距離を測定
する必要がある．本実験では，LEGO MINDSTORMS NXT
の有する超音波センサを用いて直前方車両との車間距離を測
定する．
4.2.2. モデル 2の場合
モデル 2では，隊列の先頭車両と，自車両の直前方車両の

2台を参照し，これら 2台の情報で速度を制御する 2台参照
型 Chandler モデルであり，式 (2) で与えられる．式 (2) に

含まれる変数 ẋ0(t)の値は隊列の先頭車両であり，Bluetooth
通信を利用して得る．LEGO MINDSTORMS NXT では，
Bluetooth通信において，1台の発信車両と 3台までの受信
車両を設定できる．そこで，先頭車両を発信車両，それ以外
の追従車両を受信車両とする．
また，式 (2)の右辺第 1項の ẋn−1(t)−ẋn(t)は通常のChan-

dlerモデルの場合と同様に，車間距離の差分として式 (9)で近
似的に求める．モデル 2においても．LEGO MINDSTORMS
NXTの有する超音波センサを用いて直前方車両との車間距
離を測定する．
4.3. 実験結果
モデル 1，モデル 2の車両の速度変化図を，それぞれ図 7と

図 8に示す．ラベルVehicle 0，Vehicle 1，Vehicle 2，Vehicle
3，Vehicle 4はそれぞれ先頭車両，第 1追従車両，第 2追従
車両，第 3追従車両，第 4追従車両を表している．横軸に時
間経過，縦軸に車両速度をとる．各図に記載された黒い縦線
は，前方車両が左折行動に入ったことから，隊列の先頭車両
が，左折行動に入った車両からその次の車両に入れ替わった
時点を表している．表 2では，先頭車両が停止するための減
速を開始してからすべての追従車両が停止するまでの所要時
間 (stop)と，新しい隊列が編成され先頭車両が再加速を開始
してからすべての追従車両が再加速を完了するまでの所要時
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図 9 Vehicle 1の速度変動の比較 (モデル 1)

図 10 Vehicle 2の速度変動の比較 (モデル 1)

図 11 Vehicle 3の速度変動の比較 (モデル 1)

図 12 Vehicle 1の速度変動の比較 (モデル 2)

図 13 Vehicle 2の速度変動の比較 (モデル 2)

図 14 Vehicle 3の速度変動の比較 (モデル 2)
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間 (reacceleration)を示す．図 7，図 8から，先頭車両が交差
点手前で停止するたびに，追従車両は先頭車両に従って停止
することがわかる．また，黒い縦線の時点において，停止前
に先頭車両であった車両の直後の車両が新しく先頭車両とな
り，追従車両は新しい先頭車両の再加速に従って速度を変化
させていることが示されている．各モデルにおける停止にか
かる時間及び再加速にかかる時間を表 2に示す．停止にかか
る時間は，1 回目の停止，2 回目の停止，3 回目の停止のい
ずれにおいても，モデル 2が短いことがわかる．
つづいて，数値シミュレーション結果とロボット車両によ

る実験結果を比較する．モデル 1およびモデル 2において，
シミュレーション開始後 15秒後までの第 1追従車両，第 2追
従車両，第 3追従車両の速度変化を比較する．モデル 1の結
果を図 9，図 10，図 11に，モデル 2の結果を図 12，図 13，
図 14に示す．モデルによらず，それぞれの追従車両の減速の
タイミングはほぼ一致しているが，速度変動には数値シミュ
レーションと実験によって違いが見える．実験においては，
車両の左右の車輪の回転速度を変更することで，車両が黒い
ライン上を走行するように車両の進行方向を制御している．
これによる制御遅れは数値シミュレーションでは考慮されて
いない．このために，実験結果と数値シミュレーションのず
れが発生すると考えられる．

5. 結論
本研究では，車車間通信が実現された状況での隊列走行

において，交差点を曲がる場合や隊列を組み替える場合に向
けた，車両の速度制御アルゴリズムについて検討した．隊列
の再編成の具体的な例として，隊列が交差点を左折する場
合を考えた．隊列走行の計算機シミュレーションと，LEGO
MINDSTORMS NXTによって作成したロボット車両による
隊列走行実験によって検討した．車両の速度制御には，直前
方車両のみを参照する Chandlerモデル，直前方車両と隊列
の先頭車両の 2 台を参照する Chandler モデルを比較した．
その結果，直前方車両のみを参照する Chandlerモデルより
も直前方車両と隊列の先頭車両の 2台を参照する Chandler
モデルの方が，追従車両の停止や，再加速による速度の回復
が早く行われることがわかった．
今後の課題として，先行車両に対する遅れ時間の乱れを

考慮した車両追従モデルの構築が挙げられる．本研究では遅
れ時間は一定であるとしていたが，実際の車両においては，
遅れ時間の乱れが想定される．車両追従モデルの安定性は遅
れ時間に依存するため，遅れ時間の乱れよって安定条件を満
たさなくなるケースが生じることも考えられる．また，本研
究では交差点を左折する場合を取り上げたが，隊列の合流や
分離においても隊列を組み替えることとなる．隊列走行を行

うにあたり想定される他の状況においても検証する必要が
ある．
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This paper proposes a fast numerical method to calculate the so-called topological skeleton

of two-dimensional objects. The proposed method is based on a generalised double-layer

potential that provides a smoothed singed distance field for an object given in a surface

format and is thus considered CAD-friendly. To efficiently evaluate the skeleton, we here

incorporate the H-matrix method to calculate the potential. Numerical experiments show

that, although sometimes the H-matrix method might become unstable, the skeleton can

be calculated with sufficient accuracy within acceptable computational time in many

practical cases.

Key Words : Generalised Layer Potential, Topological Skeleton, H-matrix method, Ge-

ometric Feature Extraction, Image Processing

1. Introduction

Topology optimisation (1, 2) has long been studied in aca-

demic and industrial communities. Beyond its original aim

in the field of structural mechanics to provide light and stiff

mechanical members, it is now applied to a variety of en-

gineering fields such as acoustics (3, 4), fluid dynamics (5),

electromagnetics (6), etc. Some emergence of useful commer-

cial CAE software equipped with the topology optimisation

capability (7) has also helped enhance its practical use in

product developments in engineering industries. The scope

of the topology optimisation application remains, however,

limited to the conceptual design phase in most industries.

Some trial and error modifications on topology-optimised

design are still necessary before finalising the detailed de-

sign. This is partly because the current topology optimisa-

tion technologies may not provide a print-ready design that

is manufacturable as is. For example, the topology optimisa-

tion maximising the stiffness sometimes gives a geometrically

complicated design that includes extremely thin members.

In such a case, the members need to be fleshed out to give

a durable engineering product. In order for topology op-

timisation to truly revolutionise product development, the

print-ready design needs to be addressed.

Some effort on this aspect has already been made by some

researchers. The so-called overhang constraints for 3D print-

ing and thickness control are especially addressed by many

15 Oct. 2023 received，2 Nov. 2023 accept

researchers, see e.g. (8, 9, 10) for early contributions. It

may, however, be more convenient to handle various geo-

metrical constraints (such as the overhang and closed cav-

ity exclusion constraints for 3D printing, die-cutting capa-

bilities, minimum or maximum local thickness constraints,

etc) in a unified manner than to develop a separate method

for each possible constraint. Some studies in this direction

are found in literature including Allaire et al (11) and Ya-

mada et al (12, 13, 14, 15, 16), the latter of which is particu-

larly remarkable. All of these perform the topology optimi-

sation while controlling the geometric feature. The Yamada

method uses partial-differential equations (PDEs) whose so-

lutions extend the normal vector field. Various geometric

features can then be extracted from the field.

The normal vector extension can also be characterised as

the gradient of the signed distance field. Various numeri-

cal methods for calculating the distance function have been

studied for a long time, mainly in the field of image pro-

cessing. Typical ones include those solving the eikonal equa-

tion (17, 18), some other PDEs (19), and variational prob-

lems (20). All of these methods require recognising the tar-

get objects as images or characteristic functions and thus are

essentially domain-based methods. On the other hand, espe-

cially in the three-dimensional case, the shape data is often

given as surface data such as in the STL format. It may

thus be preferable to use a method that converts the input

surface data directly to the corresponding signed distance
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field. For this purpose, some researchers used a kind of layer

potential to calculate the signed distance (21, 22). Belyaev et

al proposed the signed Lp-distance field based on the gener-

alised double-layer potential and established a methodology

to calculate a highly accurate smoothed approximation for

the signed distance function.

This paper extends the double-layer potential method (22)

in two ways. One is to calculate the topological skeleton,

which is one of the typical geometric features of an object.

The other is an acceleration of the method. Belyaev et al

proposed a method to naively calculate the potential. The

original method thus requires O(MN) arithmetic operations

to evaluate the potential at M field points for an object

whose surface is characterised by N segments. This study

combines the H-matrix method to accelerate the computa-

tion.

2. Formulations

2.1. Point in polygon and the double-layer potential

We first see that the double-layer potential for the Laplace

equation with constant density is somehow related to a ge-

ometric feature of a given object. Here, we consider two-

dimensional cases. As an example, let us consider an N -

sided polygon Ω (Fig. 1). The surface of Ω is oriented, and

its outward normal on the surface is denoted as n. The jth

edge of the polygon is denoted as sj for j = 1, · · · , N . In

point polygonA

B

Fig. 1 Given 2D object Ω (a polygon in this ex-

ample) and points A and B.

order to check if a given point x ∈ R2 is inside or outside Ω,

we may use the following sum of the steradian:

ϕ0(x) :=
N∑

j=1

θj(x), (1)

where θj(x) is the steradian of sj from the point x. ϕ0(x)

returns the value of 2π if x is located in the polygon, and

0 if outside. It is easy to see that θj is nothing but the fol-

lowing double-layer potential of the two-dimensional Laplace

equation with the constant density of 1:

θj(x) =

∫

y∈sj

(y − x) · n
|x− y|2 ds. (2)

The double-layer potential
∫

∂Ω

(y − x) · n
|x− y|2 ds (3)

thus gives the characteristic function of the domain Ω.

2.2. Generalised double-layer potential and the singed

Lp-distance field

Now, our goal is to generalise the double-layer potential

(3) to provide an approximation of the signed-distance func-

tion defined as

Ψ(x) :=





d(x, ∂Ω) x ∈ Ω

−d(x, ∂Ω) x /∈ Ω
, (4)

with d(x, ∂Ω) := miny∈∂Ω |x − y|. To this end, Belyaev et

al proposed the Lp-distance field, which is briefly reviewed

in this section. The detailed and mathematically rigorous

discussion can be found in the original paper (22). To derive

the Lp-distance field, the following generalised double-layer

potential (with unit density) is first introduced:

ϕp(x) :=

∫

y∈∂Ω

(y − x) · n
|x− y|2+p

ds (5)

where p is a positive integer. By introducing an appropriate

coordinate system, in the case of x ∈ Ω, the asymptotic

behaviour of ϕp as p → ∞ reads

ϕp(x) =

∫ 2π

0

dθ
|x− y|p ∼ 1(

min
y∈∂Ω

|x− y|
)p √

p

(6)

with the help of the Laplace method, provided that y is

twice differentiable with respect to θ. In (6), θ represents

the argument of x − y. Note that, in the case of x /∈ Ω,

the mid-equation in (6) needs to be adjusted, but the final

expression is valid also for this case. The pth root of the

reciprocal of the generalised double-layer potential (5) thus

approaches the distance function as p → ∞. With some

more careful observation, one may find that

Ψp(x) :=

(
cp

ϕp(x)

) 1
p

(7)

with the following sequence:

c0 = π, c1 = 2, cp+2 =
p+ 1
p+ 2

cp (8)

gives

Ψp(x) = d(x, ∂Ω) +O

(
1
p

)
(9)

as p → ∞, which has a better convergence than (1/ϕp(x))
1/p

to the distance function.

To augment the distance function (9) by the ± sign to

obtain the signed distance field (4), we may use the “point

in polygon” algorithm presented in Section 2.1.

In evaluating the signed Lp-distance field, it is essentially

important to accurately evaluate the generalised double-layer

potential (5). Note that, since its integrand can be nearly
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singular when x ∈ Ω is close to the boundary ∂Ω, naive nu-

merical quadratures cannot be used to evaluate the poten-

tial. Instead, we here derive the analytical expression for the

boundary integral (5). It suffices to consider the following

potential generated by an oriented line segment:
∫ γ

0

dθ
|x− y(θ)|p , (10)

at a given point x ∈ Ω, where γ is the steradian at x of the

segment, and y is a point on the segment and is a function

of θ. It can easily be found that, when p is odd, the integral

(10) can be expressed as

ϕ2n−1(x) =
n∑

i=1

n∑

j=1

Cn
ij

(ab)j−1

(
1

a2n+1−j
+

1
b2n+1−j

)
t2i−1

(11)

for p = 2n − 1, where t is defined as t := tan(γ/2), a (resp.

b) is the distance between x and the starting (resp. end-

ing) point of the target line segment, and Cn
ij ∈ Q is the

coefficient. In our implementation, the coefficients Cn ∈
Rn×n (for n = 1, 2, · · · ) are precomputed by Maple. C5, for

example, is given as

C5 =





1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

2/15 2/5 3/5 11/15 4/5

2/35 2/7 23/35 1 6/5

1/70 1/10 11/35 3/5 4/5

1/630 1/70 2/35 2/15 1/5





. (12)

To illustrate the singed Lp-distance fields, we here calcu-

late Ψp(x) for a unit circle. Fig. 2 shows Ψ5(x), Ψ15(x),

and Ψ25(x) for {x | −2 < x1 < 2, x2 = 0} as well as the

exact signed distance function Ψ(x) = 1 − |x1|. For the

computation, the surface of the circle is approximated by

an inscribed polygon of it with 2000 edges, and the signed

Lp-distance fields are evaluated at 500 points of equal inter-

vals on the given line. From the figure, one finds that Ψp
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Fig. 2 Signed Lp-distance field for a unit circle.

approaches the exact signed distance Ψ as p becomes large.

Although a relatively large difference between Ψp and Ψ is

observed away from the boundary |x1| = 1, Ψp agrees well

with Ψ even when p is small in the vicinity of the boundary.

To see the convergence, we also show the relative &1-error of

Ψp on the 500 points against the exact signed distance vs

p in Fig. 3. As expected from the estimate (9), the relative

error scales with 1/p.
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Relative error

Fig. 3 Relative error of Ψp against the exact

signed distance vs p.

2.3. Skeleton computation

One may observe from Fig. 2 that the signed Lp-distance

field is smoothened at the centre of the circle x1 = 0 at which

the gradient of Ψ does not exist. We may thus evaluate

the gradient of Ψp everywhere. Since Ψp approximates the

signed distance, it is expected that |∇Ψp| = 1 holds∗ except

where ∇Ψ does not exist. Indeed, Fig 4 showing 1 − |∇Ψp|
vs x1 for the unit circle case indicates that |∇Ψp| ∼ 1 holds

except in the vicinity of x1 = 0. On the other hand, it is

-0.2
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0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Fig. 4 1− |∇Ψp| for a unit circle.

known that the set of points where ∇Ψ does not exist cor-

responds to the topological skeleton that is defined as a set

of points x such that there exist at least 2 points y satisfy-

ing miny∈∂Ω |x − y|. It is thus inferred that the topological

skeleton can be recovered as e.g. {x | 1 − |∇Ψp(x)| > ε},
where ε is a given positive parameter. Note that there exist

several definitions of the skeleton. See e.g. Allaire et al (11)

∗Recall that the gradient of the signed distance field on the

boundary agrees with the unit outward normal.
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and the references therein for other definitions and further

discussions.

Note also that we may use the automatic differentiation to

evaluate the gradient of the signed Lp-distance. In our im-

plementation, we used a Fortran 95 library for the automatic

differentiation of the forward mode (23) for this purpose.

2.4. H-matrix-based acceleration

Evaluating the signed Lp-distance field (7) and its gradi-

ent (for skeleton computation) with the generalised double-

layer potential (5) at M field points for a given N -sided

polygon requires O(MN) arithmetic operations. Since this

computation can be viewed as matrix-vector multiplication

of an RM×N matrix and RN vector of ones, and the matrix

has a hierarchical block structure with rank-deficient blocks,

we may use the H-matrix method (24) or the fast-multipole

method (25) to accelerate this computation. We here adopt

the former one for its simple implementation. In the stan-

dard H-matrix method, the target matrix is hierarchically

subdivided into subblocks in a binary tree format until its

row and column size is less than a given parameter nmin.

The submatrix of the target matrix is then low-rank ap-

proximated if the submatrix satisfies the following so-called

admissible condition:

min{diam(t), diam(s)} ≤ η dist(t, s), (13)

where t and s respectively denote the subset of the field

points and the boundary elements, diam(a) indicates the size

of the bounding box of a, and dist(s, t) the distance between

t and s, and η > 0 is a parameter. Using larger η means that

more submatrices shall be low-rank approximated. Note that

the larger p brings the more severe singularity in the double-

layer potential (5). The smaller η in (13) would, therefore, be

necessary for the larger p. Also note that the sole use of the

admissible condition (13) often ends up with a small number

(say 4 or 8) of huge subblocks to be low-rank approximated,

which may degrade the parallel computing performance. To

avoid such a situation, we augment the admissible condition

by the following ones:

|t| < nmax and |s| < nmax, (14)

where nmax > nmin is a given parameter, and |a| is the num-

ber of elements in a.

For the low-rank approximation, we use the standard adap-

tive cross approximation (ACA).

3. Numerical experiments

3.1. Demonstration

We first demonstrate an illustrative numerical example of

extracting the topological skeleton of a given 2D object with

complicated geometry. Fig. 5 (a) shows the given object.

Here, the boundary data similar to the STL one (or the

boundary element mesh) of the black object is given as the

input. The surface of the object is parameterised by 37999

line segments. For this example, we calculated the signed

Lp-distance field (7) for p = 15 at the 120000 (= 300× 400)

lattice points distributed in {x | |x1| < 0.75, |x2| < 1.00} by

the proposed method accelerated by the H-matrix method.

The parameters for the H-matrix method is empirically set

as nmin = 64, nmax = 1024, η = 0.516, εACA = 10−4,

where εACA is the given tolerance for the adaptive cross ap-

proximation. Fig. 5 (b), (c), and (d) show Ψ15, ∇Ψ15, and

1− |∇Ψ15|, respectively. From the figure, we may confirm at

least qualitatively that we can extract the geometric features

of the given object. We then discuss the timing. The elapsed
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Fig. 5 (a) Given 2D object, (b) signed Lp-

distance field of 15th degree, (c) its gra-

dient, and (d) the skeleton recovered by

1− |∇Ψ15| > 0.2.

time to compute Ψ15 and its gradient was 462 sec with the

H-matrix method, while 830 sec without it. The computa-

tion was carried out on a desktop PC with Xeon Platinum

8360Y (36 cores and 72 threads). We may, therefore, con-

clude that the proposed method does accelerate the Belyaev

method (22) by the H-matrix method.

3.2. Validation

In this subsection, to quantitatively evaluate the perfor-

mance of the proposed method, we show the test results

for a simple geometry. As a test object, we here use a

rectangular-shaped object {x | |x1| < 0.75, |x2| < 0.15} and
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evaluate the singed Lp-distance fields at the equally spaced

40000 (= 200 × 200) points allocated in {x | |x1,2| < 1.00}.
nmin = 64 and nmax = 1024 are again used for this example.

The other parameters for the H-matrix method are empir-

ically set as η = 2/p1/4, εACA = min(10−4, 0.1
√
p). We
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Fig. 6 Relative error in signed Lp-distance and

its gradient to the exact ones for the case

of N = 7024 boundary elements (top) and

N = 28804 (bottom).

first discuss the accuracy. Fig. 6 shows the relative &1-error

in Lp-distance field and its gradient to their exact distance

counterparts evaluated at the lattice points against p for the

case of N = 7024 and N = 28804, where N is the number

of boundary elements for the rectangular object. Note that

the generalised double-layer potential for this case can ac-

curately be evaluated with N = 4, i.e. a single boundary

element on each rectangular edge gives the exact potential

(3) except for the rounding error. We here intentionally use,

however, excessively large N to evaluate the performance of

theH-matrix method. Although it is expected that the accu-

racy may degrade for this example with corners in the object

surface (see the discussion in Section 2.2), the relative error

for the distance field almost scales as O(1/p). The accuracy

of the gradient is somewhat worse than that of the distance

field itself∗∗. Nonetheless, the relative error for the gradient

∗∗The distance function appears to be calculated with good ac-

curacy, but in the lower right corner of Fig. 7 one may find a

is less than 10% if p > 10 is used.

One also observes that when p and N are large, the H-

matrix method fails to give the accurate Ψp and ∇Ψp. This

tendency is more severely observed in ∇Ψp than in Ψp it-

self. This is obviously caused by the ill-conditioned kernel

for large p (see (5)). We might not use the ACA to evaluate

such an ill-conditioned potential for large p. We would like,

however, to emphasise that in practical use p ∼ 10 would

be enough in skeletonising an object (see Section 3.1). We

thus may conclude that the proposed method with the H-

matrix method is still promising in skeletonising 2D objects

in practical cases.

We lastly discuss the computational efficiency of the pro-

posed method. Fig. 7 shows the elapsed time for computing

Ψp and its gradient for various p and N = 7024. The pro-
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Fig. 7 Elapsed time for computing Ψp vs the de-

gree p of the Lp-distance.

posed method is always faster than the conventional method

withoutH-matrix acceleration among tested p = 1, 3, · · · , 63.
The plot for the proposed method is steeper than that for the

conventional method for large p, though. This is also caused

by the slow convergence in ACA due to the ill-conditioned

kernel.

From the above observations, we conclude that the pro-

posed method works well at least when the degree of Lp-

distance field is moderate, say p ∼ 10.

4. Concluding remarks

In this paper, we proposed an extension of the generalised

double-layer potential method for the signed Lp-distance field

evaluation (22) to skeletonise 2D objects. The proposed

method only relies on the boundary data of given objects

and is thus able to convert directly from, e.g., STL data to

slight jump in the purple line (representing the error in Ψp eval-

uated with the H-matrix method). Although the increase in the

error is small, it is considerably large compared to the given tol-

erance for ACA (e.g. εACA ! 1.8× 10−8 for p = 60) and cannot

be ignored.
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the approximation of its skeleton. We found that the pro-

posed method can provide the topological skeleton even with

a small p. We also addressed its acceleration by the H-matrix

method. We confirmed that the H-matrix method can ac-

celerate the skeleton computation with the condition that p

is small added. On the other hand, the stable and fast Lp-

distance computation for large p is left for future works. To

address this, we may try the fast-multipole method instead

of the H-matrix method. It may also be possible to improve

the ACA algorithm for the current kernel. To this end, we

might exploit the fact that the generalised double-layer po-

tential (5) can have a tiny value for the case that both p

and |x − y| are large. We might also, instead of using the

automatic differentiation, manually differentiate the double-

layer potential and take appropriate measures to avoid the

loss of significant digits to improve the accuracy in ∇Ψp. It

may also be an interesting future direction to combine the

proposed method with the topology and shape optimisation

technologies to optimise engineering designs with geometric

constraints.
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In this study, we investigate the large deformation analysis of a nonreciprocal gel under cylindrical 

indentation. The nonreciprocity of the gel is modeled by extending the framework of anisotropic 

linear elasticity [Wang et al., 2023. Mechanical nonreciprocity in a uniform composite material. 

Science 380, 192–198]. Plane-strain finite-element analysis is performed by assuming the frictionless 

between the gel and the rigid indenter, leading to reproducing the asymmetric response of the 

nonreciprocal gel. It is found that severe large deformations cause non-convergence of incremental 

calculations, which is resolved by introducing artificial viscosity and hourglass control. The 

combination prevents the occurrence of hourglass deformation modes around the area directly below 

the indenter as well as obtains converged solutions in efficient incremental calculations. The use of 

larger values of the two parameters causes the increase of computational efficiency and the decrease 

of computational accuracy. Parametric studies elucidate the existence of the proper region of the two 

parameters. 

Key Words: Nonreciprocal gel, Tension compression asymmetry, Large deformations, FEA 

1. 緒 言 

ハイドロゲル中にナノシートを配向して埋め込まれた複

合材料は，負荷方向によって異なる力学特性を示すことから，

ノンレシプロカルゲル（NR ゲル）と呼ばれ(1)，様々な工学応

用を期待されている(1~3)．この特異性はナノシートの座屈挙

動(4,5)が圧縮方向への変形によってのみ生じることに起因す

る．NR ゲルはハイドロゲル中にサブミクロン間隔で配向さ

れたナノシートを含むだけであるから，中実で一様な複合材

料とみなすことができ，先行研究(6~9)で作成されたメタマテ

リアルのように特異性を発現させるための空隙を含む微視

構造を持たず，任意の形状を取ることができ，高い意匠性を

有する(2)． 

本論文の著者である松原と奥村は，上述の文献(1)において，

NR ゲルの非線形材料モデルを構築し，有限要素解析ソフト

ABAQUS(10)のユーザー材料サブルーチン UMAT を開発した．

材料モデル構築では，異方性を考慮した線形弾性モデル(11)を

増分形式に拡張し，各方向への単軸引張圧縮試験と単純せん

断試験から得られた応力とひずみの間の非線形応答を折れ

線によってモデル化して導入した．この材料モデルでは，ナ

ノシートの座屈に伴うノンレシプロカル特性の発現が現象

論的に陽に表現されており，この非線形材料モデルを用いた

有限要素解析によって，NR ゲルの工学応用のための検討や

定性的・定量的な評価の進展が期待される． 

一方，NR ゲルの主成分はハイドロゲルであり，有限要素

解析では変形の非圧縮性(12)に由来する計算力学的な困難が

現れる．例えば，実験と理論の比較のためのベンチマークと

して円筒押込み試験を考えるとき，実験では大変形に伴って

ノンレシプロカル特性に起因する非対称変形が顕著に表れ

るのに対して，計算では増分解析における反復計算の非収束

によって，変形の初期段階までしか解析ができない(1)．しか

しながら，上述の問題は計算力学的に解決できる余地があり，

このような取り組みは，大変形かつ非圧縮変形を前提とする

NR ゲルの有限要素解析を安定に行い，計算の精度と効率を
2023 年 10 月 12 日受付，2023 年 10 月 30 日受理 
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両立させるために非常に重要である． 

本研究では，NR ゲルの円筒押込み大変形解析に着目し，

人工粘性とアワーグラス制御を組み合わせた解析によって，

増分解析の安定化と計算精度と効率について議論する．著者

らの調べる限り，NR ゲルの有限要素解析におけるこのよう

な取り組みは見当たらない(13)．2 節では NR ゲルのために開

発された非線形材料モデルの特徴を簡単に説明する．3 節で

は，有限要素モデルと解析条件について述べる．4 節では解

析結果を示す．人工粘性の導入によって，過酷な大変形下に

おいても増分解析が安定化することを示す．ノンレシプロカ

ル特性に起因して非対称な変形挙動が現れることを確認す

るとともに，円筒押込み下部の要素に生じるアワーグラス変

形モードはアワーグラス制御でロバストに制御できること

を示す．これらのパラメータ空間が計算精度と効率に及ぼす

影響を幅広く調べ，適正なパラメータ設定について議論する． 

2. 非線形材料モデル

この節では，有限要素解析に用いる NR ゲルのための非線

形材料モデル(1)について簡単に説明する． 

NR ゲル中にはナノシートが配向しており，主方向（Fig. 1）

への単軸引張圧縮試験と単純せん断試験より，ヤング率𝐸，

せん断剛性𝐺，ポアソン比𝜐は負荷ひずみの関数として実

験的に評価されている(1)．ノンレシプロカル特性はナノシー

トの座屈に起因するヤング率の引張圧縮非対称性として現

象論的に現れ，付録の Fig. A.1 に示すように，ヤング率は負

荷ひずみの大きさに依存して顕著な非線形性を示す．一方，

ポアソン比𝜐には引張圧縮非対称性や負荷ひずみ依存性は

ほとんど現れず(1)，図示することは省略するが，非圧縮性を

満たす定数の組み合わせとなる（𝜐ଵଶ~0 , 𝜐ଵଷ~1 , 𝜐ଷଵ~0.5）．

付録の Fig. A.2 に示すように，せん断剛性についてはわずか

に負荷ひずみ依存性が現れる．

これらの非線形特性を ABAQUS の UMAT に実装するた

め，直交異方性を考慮した線形弾性モデルを増分形式に拡張

し，ヤング率とせん断剛性をそれぞれの成分ごとに負荷ひず

みの関数として折れ線近似で表現する（付録参照）．平面ひ

ずみ条件を𝑥ଶ方向に仮定して，ひずみと応力の増分形式を

Δ𝜀，Δ𝜎と表すとき， 

⎩
⎨

⎧
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⎥
⎥
⎤

⎩
⎨

⎧
Δ𝜎ଵଵ

Δ𝜎ଷଷ

Δ𝜎ଷଵ⎭
⎬

⎫

(1) 

𝑆ଵଵ = (1 − 𝜐ଵଶ
ଶ )/𝐸ଵ(𝜀ଵଵ) (2) 

𝑆ଵଶ = −(1+𝜐ଵଶ)𝜐ଷଵ/𝐸ଷ(𝜀ଷଷ) (3) 

𝑆ଶଵ = −(1+𝜐ଵଶ)𝜐ଵଷ/𝐸ଵ(𝜀ଵଵ) (4) 

𝑆ଶଶ = (1−𝜐ଵଷ𝜐ଷଵ)/𝐸ଷ(𝜀ଷଷ) (5) 

𝑆ଷଷ = 1/𝐺ଷଵ(𝛾ଷଵ) (6) 

と書ける．この材料モデルは線形弾性モデルに属するため，

非圧縮性は微圧縮性に緩和して導入される．すなわち，解析

に必要なポアソン比を，𝜐ଵଶ = 0, 𝜐ଵଷ = 0.98, 𝜐ଷଵ = 0.49とし

てそれぞれ与える． 

UMAT 内では現在の応力とひずみを既知として，試行され

るひずみ増分に対して応力増分を計算し，増分後に応力を更

新するとともに，コンシステント接線剛性を出力として与え

る．ABAQUS では，これらの積分点での値に基づく有限要素

方程式の反復計算を行い，増分解析の収束解を得る． 

Fig. 1  The 𝑥ଵ -𝑥ଶ -𝑥ଷ  orthonormal coordinate prescribed as the 
material’s principal directions with the 𝑥ଵ-𝑥ଶ plane parallel to the 
nanosheets in the NR gel(1) (i.e., nanosheets are aligned 
perpendicular to the 𝑥ଷ-direction). 

Fig. 2  Initial configuration (𝑢 = 0) and boundary conditions of 
the plane-strain finite-element model of the NR gel under 
cylindrical indentation. The numbers of nodes and elements are 
2,652 and 2,525, respectively.  

3. 有限要素モデル

Fig. 2 に NR ゲルの円筒押込み解析のための有限要素モデ

ルを示す(1)．解析に用いる直交座標系𝑥-𝑦-𝑧に対して，NR ゲ

ルの主方向を規定する直交座標系𝑥ଵ-𝑥ଶ-𝑥ଷ（Fig. 1）は 45 度

回転しており，円筒インデンターの押込みによって左右非対

称の変形が生じる．ABAQUS での解析において，NR ゲルの

非線形材料モデルは UMAT に実装されており（2 節），円筒

インデンターは解析的剛体として設定される．

平面ひずみを仮定して，要素タイプには 4 節点平面ひずみ

要素（CPE4 もしくは CPE4R）を用いる．標準的な CPE4 要

素に対して，低減積分を適用する場合にCPE4R要素となり，

アワーグラス制御を利用する場合にはCPE4R要素を用いる．

Fig. 2 には，NR ゲルや円筒インデンターの寸法，要素分割，

境界条件がそれぞれ図示されている．すなわち，NR ゲルの

側面では水平方向の変位を拘束，底面では変位を完全拘束す

る．NR ゲルと円筒インデンターの間の接触は，双方の接触

面形状を考慮できるサーフェス-サーフェス機能で離散化さ

れる．簡単のために接触面の摩擦をなしとみなす．円筒イン

デンターの垂直下向きの移動量を押込み深さ u (mm)と定義
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し，増分解析には自動増分機能をデフォルトで利用する． 

人工粘性とアワーグラス制御の解析オプションを利用し

て，円筒インデンターの押込み深さを𝑢 = 3 mmまで与える

ことを考える（Fig. 3）．試験解析によって，どちらも利用し

ない場合には，収束解の得られる限界押込み深さは 1.16 mm

であった．この理由として，インデンター直下の変形の厳し

い要素にてアワーグラスモード（二つの要素で砂時計型とな

るゼロエネルギーモード）(10,13,14)が発生し，増分解析におけ

る反復計算を非収束としていることがわかった．したがって，

これらの解析オプションの組み合わせには，アワーグラスモ

ードの発生を防ぎつつ，反復計算を安定に収束させる役割が

期待される． 

Fig. 3  Deformed configurations and shear strain distributions 𝛾௭௫ 
at 𝑢 = 1, 2, and 3 mm, respectively, for 𝐺 = 1  MPa and 𝑐 =
10ିହ s1. Asymmetric deformation is enhanced by the increase of 
𝑢 because of the non-reciprocity and non-linearity of the NR gel.  

人工粘性を制御するパラメータは減衰係数𝑐 (s1)，アワー

グラスを制御するパラメータはアワーグラス剛性𝐺 (MPa)と

なる．人工粘性では NR ゲルに単位密度を仮定して計算され

る粘性力が導入され，円筒インデンターの押込み速度𝑢/𝑡 =

3 mm/s を基準として，減衰係数𝑐を調整パラメータとして与

える(10,15,16)．一方，アワーグラス制御では全体剛性法(14)を採

用するとき，アワーグラス変形モードに共役な力が設定され，

UMAT を用いる場合（2 節）にはアワーグラス剛性𝐺を調整

パラメータとして与える(10)．本研究では，調整パラメータと

して𝑐と𝐺を考え，増分解析の安定化だけでなく，計算精度と

効率に及ぼす影響をパラメトリックに解析する． 

4. 解析結果

4.1. ノンレシプロカル特性

Fig. 3 には，解析例として，粘性係数に𝑐 = 10ିହ s1，アワ

ーグラス剛性に𝐺 = 1 MPaを用いた場合の解析結果を示す．

後述するように，このパラメータセットはアワーグラスモー

ドを引き起こさずに計算精度の高い予測を可能とする（4.4

節）．増分解析も安定に進めることができ，押込み深さが𝑢 =

3 mmに至るすべての過程において収束解を得ることができ

る．押込み深さが大きくなると左右非対称の変形が強調され

て現れるようになり，内部のせん断ひずみ𝛾௭௫の分布からも

この非対称性ははっきりと確認できる．円筒インデンターと

NR ゲルの接触面では，NR ゲルは相対的に右側から左側に

すべりを起こしており，非対称な変形の形成に寄与している．

この特徴は実験(1)でも同様に観察されている． 

円筒インデンターとNRゲルの接触面の左下のせん断ひず

みが負の領域では，NR ゲルの主方向に変換すると（Fig. 1 と

Fig. 2），𝑥ଵ方向に圧縮ひずみ，𝑥ଷ方向に引張ひずみが発生す

る．すなわち，ナノシートの座屈によるノンレシプロカル特

性は，現象論的な非線形材料モデルを用いた有限要素解析に

よって適切に再現されていることが確認でき，結果として左

右非対称変形を引き起こす． 

4.2. 人工粘性の影響 

Fig. 4 は人工粘性の影響を示しており，減衰係数𝑐の値が増

分解析の安定化と計算精度に及ぼす影響を示している．ここ

では簡単のため，アワーグラス剛性を𝐺 = 0とした．反力𝐹は

円筒インデンターがNRゲルから受ける力の大きさを表して

おり，押込み深さが大きくなるに従って増加する．𝑐 = 0の応

答は，人工粘性とアワーグラス制御を用いない場合であり，

円筒インデンター直下の要素にアワーグラスモードが発生

し，これを原因として反復計算の非収束が起こり，𝑢 = 1.16 

mm までしか解析を続けることができない．これは文献(1)で

の解析結果と整合する．一方，減衰係数を増加させると，急

激な変形が抑制される結果として，増分解析は収束解を得る

ことができるようになり，いずれの条件でも目標とした押込

み深さ𝑢 = 3 mm までの解析に成功している． 

Fig. 4  Effect of damping factor 𝑐  on reaction force 𝐹  with 
𝐺 = 0 (i.e., without hourglass stiffness). Reaction force error is 
defined by (𝐹 − 𝐹)/𝐹 × 100 (%)  at 𝑢 = 1 mm, where 𝐹  is 
the reaction force obtained with 𝑐 = 0 and 𝐺 = 0.  

人工粘性の導入は非収束の問題に対して収束解を得るた

めに大変有効であるが，この値を大きくし過ぎると粘性の影

響が解析結果に顕著に現れるため注意が必要である(15)．本解

析では，反力𝐹の値が𝑐 = 0の場合と比較して過大な値を予測

するようになる．とりわけ，𝑐 = 10ିଷ s1 の場合に過大な反
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力を予測することがわかる．人工粘性の導入によって引き起

こされる反力誤差を定量化するため，𝑢 = 1 mm における反

力𝐹を𝑐 = 0かつ𝐺 = 0における反力𝐹を用いて定量化する

（𝐹は 1.16mm 以下でしか定義できないため）．すなわち，図

中の誤差は(𝐹 − 𝐹)/𝐹 × 100 (%)として定義されており，減

衰係数として𝑐 = 10ି~10ିସ s1 の値を用いれば，誤差を数%

以内に抑制して計算精度の高い解析を進めることができる． 

減衰係数の導入によって解析される反力の応答には，のこ

ぎり状のがたつきがみられることに注意が必要である．この

がたつきはアワーグラスモードの発生に起因している．すな

わち，人工粘性の導入はアワーグラスモードが発生しても収

束解を得るために機能しているが，アワーグラスモードの発

生を防ぐことはできず，内部のひずみや応力の分布には連続

性が失われ，特異性が現れる． 

4.3. アワーグラス剛性の影響 

Fig. 5 は，減衰係数を𝑐 = 10ିହ s1 に固定して，アワーグラ

ス剛性の増加が反力に及ぼす影響を示している．アワーグラ

ス剛性の増加は反力誤差を増加させる傾向を有するが，これ

を代償として，反力の応答に現れるのこぎり状のがたつきを

防ぐ役割のあることがわかる．すなわち，アワーグラス剛性

を𝐺 = 1~10 MPa のレベルで増加させると，アワーグラスモ

ードの発生を抑制できる．したがって，アワーグラスモード

の発生を防ぎつつ，反力誤差を最小限にする値がアワーグラ

ス剛性の適正値であると理解できる．

Fig. 5  Effect of hourglass stiffness 𝐺 on reaction force 𝐹 with 
𝑐 = 10ିହ  s1. Reaction force error is defined by (𝐹 − 𝐹)/𝐹 ×
100 (%)  at 𝑢 = 1 mm, where 𝐹  is the reaction force obtained 
with 𝑐 = 0 and 𝐺 = 0. 

4.4. 計算精度と効率 

減衰係数とアワーグラス剛性を調整パラメータとして，適

正なパラメータ空間を調べることの重要性は明らかとなっ

た．Fig. 6 には，これらのパラメータを変化させることによ

って得られる反力誤差のコンター図を示す．このコンター図

は有限要素解析によって得られる計算点（記号●）での値を

内挿することによって作成された．さらに，アワーグラスモ

ードが発生する計算点には記号△を追加で示す．この図は反

力誤差に及ぼす減衰係数とアワーグラス剛性の相互作用を

示している．計算点での反力誤差と記号△より，アワーグラ

スモードの発生を防ぎつつ，反力誤差を低く抑えるためには，

アワーグラス剛性は 𝐺 = 1 MPa 周辺，減衰係数は 𝑐 =

10ି~10ିହ  s1 周辺で構成されるパラメータ空間の値を用い

ることが適正であるといえる．

Fig. 6  Diagram of computational accuracy (i.e., reaction force 
error) as a function of damping factor 𝑐 and hourglass stiffness 𝐺. 
Symbol ●  shows the computational points obtained by finite 
element analysis whereas symbol △ shows the cases that causes 
hourglass deformation modes. 

Fig. 7  Diagram of computational efficiency (i.e., 𝑁/𝑁 ) as a 
function of damping factor 𝑐 and hourglass stiffness 𝐺. Here 𝑁 
is the total number of increments needed to obtain 𝑢 = 3 mm, 
whereas 𝑁 is the intermediate number of increments needed to 
obtain 𝑢 = 1  mm for 𝑐 = 0  and 𝐺 = 0 . Symbol ● shows the 
computational points obtained by finite element analysis whereas 
symbol △  shows the cases that causes hourglass deformation 
modes. 

Fig. 7 には，同様のパラメータ空間において計算効率をコ

ンター図として示す．計算効率を定義するため，𝑢 = 3  mm
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までの解析に必要とされた増分計算回数を𝑁をとして，𝑐 = 0

かつ𝐺 = 0の場合に𝑢 = 1  mm までの解析に必要とされた増

分計算回数を𝑁として正規化を行った．したがって，𝑁/𝑁の

値が小さいほど計算効率に優れている．アワーグラス剛性を

増加させると計算効率は顕著に向上し，減衰係数の増加も効

果はあるが二次的であることがわかる． 

Fig. 6 と Fig. 7 の関係より，反力誤差と計算効率の間には

トレードオフの関係が成立している．この関係を回避するこ

とはできないが，目的に応じて計算精度と計算効率のバラン

スを調整できることは重要である．人工粘性とアワーグラス

制御の導入によって，収束解を得ることが困難であった大変

形解析は収束可能となるため非常に大きな利点がある． 

Fig. 8  Comparison of surface profiles at 𝑢 = 3 mm (a) for 𝐺 =
1  MPa and 𝑐 = 10ି~10ିସ  s1 and (b) for 𝐺 = 0.1~10  MPa 
and 𝑐 = 10ି s1.  

4.5. 表面形状の比較 

ここまでの解析では反力を調べることによって，増分安定

性や計算精度，計算効率について議論しており，変形形状の

妥当性については議論していない．そこで Fig. 8 では，用い

るパラメータセットが𝑢 = 3 mm における表面形状に及ぼす

影響を比較する．Fig. 8(a)は𝐺 = 1 MPa かつ𝑐 = 10ି~10ିସ s1

を用いるときの結果であり，アワーグラス剛性が適正な値

（𝐺 = 1MPa）においては，表面形状の違いにほとんど差異の

ないことがわかる．一方，Fig. 8(b)は𝐺 = 0.1~10  MPa かつ

𝑐 = 10ି s1 を用いるときの結果であり，アワーグラス剛性

が𝐺 = 1 MPa から 0.1 MPa に小さくなると，アワーグラスモ

ードが発生して反力の応答にはがたつきが現れる（記号△）．

これに対して，𝐺 = 1 MPa から大きくなると反力誤差が増加

するに従って，表面形状にも違いが顕著となる． 

アワーグラス剛性の適正値を議論する場合には，目標とす

る変形量を設定して，その変形過程にてアワーグラスモード

が発生しないようにアワーグラス剛性を減少させることが

必要となる．この傾向は計算効率の低下を伴う（Fig. 7）．し

たがって，表面形状の精度を議論する場合にも，計算誤差と

計算効率はトレードオフの関係を有しており，人工粘性とア

ワーグラス剛性は目的に応じて調整パラメータとして安定

に機能することがわかった． 

5. 結  言

本研究では，NR ゲルの円筒押込み大変形解析に人工粘性

とアワーグラス制御の及ぼす影響を調べ，増分解析の安定化

と計算精度，計算効率について評価した．人工粘性の導入に

よって，過酷な大変形下においても増分解析は安定化し，収

束解を求めることができる．しかしながら，アワーグラスモ

ードの発生を防ぐことはできず，したがって，ひずみや応力

の分布には連続性が失われ，特異性が現れる．この問題はア

ワーグラス制御の導入によって回避できる．これらのパラメ

ータが計算精度と計算効率に及ぼす影響を幅広く調べ，減衰

係数とアワーグラス剛性の適正値を評価した． 

計算誤差と計算効率の間にはトレードオフの関係がある

ことは想像できることであるが，目的に応じて計算精度と計

算効率のバランスを調整することができ，収束解を得ること

が困難であった大変形解析が収束可能となることには大き

な利点がある．本研究では適正なパラメータ空間について議

論したが，最適なパラメータセットを同定する方法を考える

ことも今後の課題として有意義である．このような大変形解

析が，実験結果を定性的だけでなく定量的に説明できるよう

になり，NR ゲルを工学応用するための検討に役立てられる

ことが期待される． 
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付  録 

2 節の非線形材料モデルにおいて，式(2)～(6)に含まれるヤ

ング率（𝐸ଵ(𝜀ଵଵ)，𝐸ଷ(𝜀ଷଷ)）とせん断剛性（𝐺ଷଵ(𝛾ଷଵ)）の負荷

ひずみ依存性を Fig. A.1 と Fig. A.2 にそれぞれ図示する．実

験結果(1)を精度良く再現できるように折れ線で関数化され

ている．ただし，折れ線近似によるフィッティングは図示す

る範囲（ひずみ 10%）までであることに注意が必要である．

すなわち，さらに大きなひずみ領域の応答は外挿して表現さ

れる．本論文では，有限要素解析における増分安定性や計算
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効率，計算精度に着目しており，材料モデルとして外挿する

ことの妥当性については議論しない． 

Fig. A.1  Young’s moduli, 𝐸ଵ and 𝐸ଷ, under uniaxial tension and 
compression in the 𝑥ଵ - and 𝑥ଷ -directions. (a) 𝐸ଵ   for 𝜀ଵଵ ≥ 0 , 
(b) 𝐸ଵ  for 𝜀ଵଵ < 0, (c) 𝐸ଷ  for 𝜀ଷଷ ≥ 0, and (d) 𝐸ଷ  for 𝜀ଷଷ <
0. Individual moduli are assumed as a function of the strain in the 
corresponding direction. 

Fig. A.2  Shear modulus, 𝐺ଷଵ, as a function of shear strain 𝛾ଷଵ. 
The modulus is also assumed as a function of the strain in the 
corresponding direction. 
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トポロジー導関数を用いた
3次元スカラー波動散乱場のクラック決定解析
CRACK DETERMINATION USING TOPOLOGICAL DERIVATIVE

IN 3-D SCALAR WAVE SCATTERING FIELD
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A determination of cracks using topology optimization In 3-D scalar wave scattering field

is considered. We introduce the cost function which is the misfit function between the

observed data and the numerical data on the boundary of the domain having the cracks.

We determine the cracks as the minimizer of the cost function using the topological

derivative. The determination of two cracks having the less forecast information are

shown in this paper.

Key Words : crack determination, topological derivative, TD-BIEM

1. 緒言
一般に行われている超音波非破壊評価では、探触子を材料

表面に当て超音波を送受し、受信した波形データを用いて内
部の欠陥やクラックの情報を推定している。工学材料や社会
インフラを対象とするような実問題では、欠陥の有無だけで
なく、欠陥の大きさや形状や個数を推定できることが好まし
く、欠陥についての先験情報を与えない定量的な非破壊評価
手法が求められている (1)(2)。
本研究では、トポロジー導関数を用いた定量的非破壊評価

を考える。設計自由度が高いとされるトポロジー最適化を非
破壊評価に応用した本手法では、欠陥の個数、位置、形状を
定量的な指標に基づいて決定することができ、近年注目され
ている技術である。レベルセット法では、トポロジー導関数
の分布をレベルセット関数とみなし、レベルセット関数の値
がゼロとなる等高線 (面) を欠陥の境界とし欠陥形状を決定
する (3)。したがって、レベルセット法では欠陥の形状を解析
することはできるが、厚みのないクラックの決定には向いて
いない。

Bonnet(4) や Bellis ら (5) は 3次元におけるトポロジー導
関数を用いたクラック決定問題を解いているが、トポロジー
導関数が負の小さな値を取る内点の集合の内部にクラックが
存在する、といった大域的なクラック決定しか実現できてい
ない。著者らは、Bonnetらの主張するクラックが存在し得る

2023 年 10 月 12 日受付，2023 年 10 月 27 日受理

Fig. 1 uΓ についての初期値境界値問題

領域の中に、複数のクラックの候補を見つけ出し、候補クラッ
クの中から正解クラックを選び出すことを試み、2次元スカ
ラー波動場においてトポロジー導関数を用いて様々な種類の
クラックの決定解析を行なった (6)。具体的には、Bonnet(4)

が定式化した時間域のクラックによる波動散乱問題のトポロ
ジー導関数を用いて得られたトポロジー導関数の分布から、
複数のクラック候補を選び出し、目的関数を最小とする候補
クラックの組み合わせを選び出す。そのようにして選ばれた
候補クラックによりクラックの個数、位置、向きを決定する。
さらに、個数、位置、向きが決定されたクラックのサイズを
それぞれ変化させ、目的関数が小さくなるようにクラックサ
イズを決定した。
本論文では、前報で示したトポロジー導関数を用いたク

ラックの決定手法が 3次元スカラー波動場においても有用で
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あるのかを確認する。

2. スカラー波動問題におけるトポロジー導関数を用いたク
ラック決定解析

Fig. 1 に示すような複数のクラック Γが内在する領域 Ω

について次の初期値境界値問題を考える。

∆uΓ(ξ, t)− 1
c2
üΓ(ξ, t) = 0, ξ ∈ ΩΓ, 0 < t

∂uΓ
∂n

(ξ, t) = p(ξ, t), ξ ∈ S, 0 < t

∂u±
Γ

∂n± (ξ, t) = 0, ξ ∈ Γ±, 0 < t

uΓ(ξ, 0) = u̇Γ(ξ, 0) = 0, ξ ∈ ΩΓ

(1)

ここに、ΩΓ = Ω\Γ、S は領域 Ω の境界、c は波速、p は
Neumann条件で既知関数、 ˙( ) = ∂

∂t
、 ∂
∂n

= ni(ξ)
∂
∂ξi
で n(ξ)

は境界上の点 ξにおける外向き法線ベクトル、n+、n− はそ
れぞれクラック Γの+面 (Γ+)、−面 (Γ−)における法線ベク
トル、u± は uの n± 方向からのクラック上への極限を表す。
クラックが正解の配置であるときの uΓ の値が境界 S の一

部 Sobs にて uobs として計測されているとする。このとき、
次の目的汎関数 J(ΩΓ)を導入する。

J(ΩΓ) =

∫ T

0

∫
Sobs

φ(uΓ, ξ, t)dΓξdt, (2)

φ(uΓ, ξ, t) =
1

2
{uΓ(ξ, t)− uobs(ξ, t)}2 (3)

この J(ΩΓ) の値が最小となるクラックの配置 Γ を決定する
問題を考える。
領域内の点 xo に新たな長さ ε で単位法線ベクトルm の

向きを持つ微小なクラック Dε(m)が発生した際の目的汎関
数の変化率 T を考える。

T (xo,m) = lim
ε→0

1

ε3
{J(ΩΓε(m))− J(ΩΓ)} (4)

この T をトポロジー導関数と呼ぶ。ここに、Γε(m) = Γ ∪
Dε(m)、ΩΓε(m) = ΩΓ\Dε(m)である。正解のクラック配置に
おいて点 xo に法線m方向のクラックが存在しているのであ
れば、J(ΩΓε(m))は小さくなり、トポロジー導関数 T (xo,m)

は負の値となるはずである。この考えに基づいて、トポロ
ジー導関数の分布とその値を用いてクラックを決定すること
を考える。
次の ûΓ についての随伴問題を考える。

∆ûΓ(ξ, t)− 1
c2

¨̂uΓ(ξ, t) = 0, ξ ∈ ΩΓ, 0 < t < T

∂ûΓ
∂n

(ξ, t) = ∂φ
∂uΓ

(uΓ(ξ, T − t), ξ, T − t), ξ ∈ Sobs, 0 < t < T

∂ûΓ
∂n

(ξ, t) = 0, ξ ∈ S\Sobs, 0 < t < T

∂û±
Γ

∂n± (ξ, t) = 0, ξ ∈ Γ±, 0 < t < T

ûΓ(ξ, 0) = ˙̂uΓ(ξ, 0) = 0, ξ ∈ ΩΓ

(5)

このとき、トポロジー導関数は次のように表される (4)。

T (xo,m) = ûΓ,i ∗ uΓ,j(x
o, t)Bij (6)

さらに、クラックが微小な円形平面の場合、Bは次式のよう
に求められる。

B =
8

3
(m⊗m) (7)

ここで、法線mによるトポロジー導関数 T (xo,m)の最小
値を考える。T (xo,m)が最小となるときの法線mをmmin

とする。式 (6), (7)より T (xo,m)は次式で表される.

T (xo,m) =mTSm (8)

ここに、Sij = 8
3
ûΓ,i ∗ uΓ,j(x

o, t)であり、“∗”は時間に関す
る畳み込みを表す。m は単位ベクトルなので |m| = 1 であ
るため、次式で表されるラグランジェ関数 Lの極値問題を考
えれば良い。

L(m, λ) =mTSm− λ(|m| − 1) (9)

Lが極値をとる条件は次式で表される。

(S + ST )m− λm = 0 (10)

式 (10) はm が S + ST の固有ベクトルであることを示す。
S + ST の単位固有ベクトルの中で T (xo,m) の値を最も小
さくするmがmmin である。
本研究では境界要素法を用いた数値解析により、uΓ, ûΓ

を数値的に求め、領域の内点 xo において法線方向mmin を
向いた微小クラックを発生させたときのトポロジー導関数
T (xo,mmin)を計算する。

3. トポロジー導関数を用いたクラック決定解析の手順
以下にトポロジー導関数を用いたクラック決定解析の手順

を示す。
1. クラックが存在しうる領域内部の格子点上で式 (6)で
表されるトポロジー導関数の最小値とそれを与える
mmin を求める。

2. 1で求めたトポロジー導関数の値が、ある閾値以下と
なる格子点を繋ぎ合わせ三角要素を作り、三角形要素
同士を連結させたもののうち、一定以上の大きさのも
のをクラックの候補とする。各クラックの候補の存在
を仮定して目的汎関数 J を計算し、そのクラックが存
在しないときと比べて目的関数 J の値が小さくなる場
合のみクラックを発生させる。ここで、三角形要素に
関する閾値については３つの頂点 x,y, zが次の条件 a,

bを満たしていることとする。

a. 
maxi∈{1,2,3} |xi − yi| ≤ ∆x

maxi∈{1,2,3} |yi − zi| ≤ ∆x

maxi∈{1,2,3} |zi − xi| ≤ ∆x

(11)
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b. 
|mmin

x · h| ≥ K

|mmin
y · h| ≥ K

|mmin
z · h| ≥ K

(12)

ここに、∆xは格子間距離、mmin
x ,mmin

y ,mmin
z はそれ

ぞれ点 x,y, z におけるmmin、hは三角形要素の単位
法線ベクトル、K は適当な定数である。また、複雑な
形状をもつクラックの発生を防ぐため、辺 elm を共有
している隣接する三角形要素 l,mについて次の条件 c,

dを満たしていることとする。

c.

hl · hm ≥M (13)

d. 辺 elm は三角形要素 l,m 以外の三角形要素の一
辺とならない。

ここに、M は適当な定数である。

3. 手順 2で発生させたクラックを配置に持つ領域におけ
るトポロジー導関数を計算し、2での条件 a ∼ dを満
たすようにクラックを 1要素分延長する。

4. 3 を繰り返す。条件 a ∼ d を満たすようにクラックを
延長できない場合は計算を終了する。各繰り返し step

毎に目的汎関数を計算し、その値が最小となるクラッ
クの配置を最終的な計算結果とする。

4. 数値解析結果
Fig. 2 に示すような原点中心の一辺 2の立方体内部にク

ラックが存在するような無限領域を考える。入射波として 3

方向から次の平面波を入射する。

uI(x, t) = u0

{
1− cos 2π

(
t− |xI − d|

c

)}
,

|xI − d|
c

≤ t ≤ 1 +
|xI − d|

c
, I = 1, 2, 3 (14)

ここに、u0 = 0.1、c = 1、d = 2とする。対象が無限領域の
ため、観測点は原点を中心とした１辺 5 の立方体の各頂点
xm,m = 1, · · · , 8 とする。観測点 xm にて uobs

I (xm, t) を計
測し、次の目的汎関数の最小化問題を考える。

J(Ωγ) =
1

2

3∑
I=1

8∑
m=1

∫ ∞

−∞
|uΓI(x

m, t)− uobs
I (xm, t)|2dt (15)

4.1. 数値例 1

Fig. 3に示すように、正解のクラックを (0.25, 0.1, 0.5),

(−0.25, 0.1, 0), (0.25,−0.6,−0.25), (−0.25,−0.6,−0.75)の 4

点を頂点とする一辺 0.5の平行四辺形 1つとし、そのクラッ
クを決定する解析を行った。時間ステップ幅を 0.15、時間ス
テップ数を 70、手順 2での閾値をK = 0.9、M = 0.5とした。

Fig. 2 対象領域と観測点
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Fig. 3 正解のクラック (数値例 1)
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Fig. 4 手順 1でのトポロジー導関数の計算結果
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Fig. 5 候補クラック Γ1(赤),Γ2(黄),Γ3(青)と正解のク
ラック (黄緑)との位置関係

クラックが存在しうる一辺 2の立方体を対象領域とし、その
内部の 25× 25× 25 = 15625点の格子点 xo でのトポロジー
導関数 T (xo,mmin)を計算した。結果をFig. 4で示す。Fig.
4では、各点 xo でのトポロジー導関数の値とmmin

x の向き
を持つ平面要素をプロットしている。この平面要素はmmin

x

を法線に持ち、次式の辺長の正方形である。
|T (x,mmin

x )|
|miny∈X T (y,mmin

y )|∆x (16)

ここに、X は全格子点の集合を表す。つまり、トポロジー導
関数の絶対値が大きいものほど、大きな正方形として表して
いる。ただし、見やすさのため式 (16)での値が 0.5∆x以下
の点での平面要素はプロットしていない。図を確認すると、
正解の位置に近い点での平面要素が大きく表示されているこ
とがわかる。
手順 2 におけるクラックの候補と各クラックの存在を仮

定した場合の目的汎関数の値をそれぞれ Fig. 5、Fig. 6、
Table 1で示す。なお、候補を絞るためメッシュの連結の数
が 5つ以上のものを選んでいる。Fig. 5に示すようにクラッ
クの候補を Γ1、Γ2、Γ3と名付ける。Table 1を確認すると、
クラック Γ1 のみが存在する場合に目的汎関数の値が最も小
さくなった。これより、クラック Γ1のみを発生させることす
る。なお、表中の”—”は、目的汎関数の値がクラックが存在
しないとして求めた値よりも大きな値となった場合を表して
いる。手順 3の操作を繰り返し行い、クラック Γ1 の延長を
図る。手順 3の繰り返しにおいて、8ステップ以降は目的関
数が大きくなったため、8つの要素を付け加えたクラック形
状を推定クラックとする。手順 3の操作後のクラックと正解
のクラックとの比較を Fig. 7、Fig. 8にて示す。最終的に十
分な精度でクラックの位置と向きを特定できていることがわ
かるが、形状やサイズについては必ずしも十分な精度で決定
できたとは言えない結果である。
4.2. 数値例 2

2つの大きさの異なるクラックに対しての決定解析を行う。
Fig. 9に示すように、(−0.2, 0.5, 1), (−0.2, 0, 0.5), (−0.7, 0, 0),
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Fig. 6 候補クラック Γ1(赤),Γ2(黄),Γ3(青)と正解のク
ラック (黄緑)との位置関係 [別視点]

Table 1 各クラック候補に対する目的汎関数の値
存在を仮定するクラック 目的汎関数の値

なし 7.008× 10−7

Γ1 2.097× 10−7

Γ2 3.937× 10−7

Γ3 7.044× 10−7

Γ1,Γ2 —

Γ1,Γ3 2.484× 10−7
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Fig. 7 要素延長後のクラック (赤) と正解のクラック
(黄緑)

− 132  −



-1

-0.5

 0

 0.5

 1 -1 -0.5  0  0.5  1

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

x1

x2

x3

Fig. 8 要素延長後のクラック (赤) と正解のクラック
(黄緑)[別視点]

(−0.7, 0.5, 0.5)の 4点を頂点とする一辺 0.5の平行四辺形と、
(0.3,−0.6, 0), (0.3,−0.2, 0.2), (0.7,−0.2, 0), (0.7,−0.6,−0.2)

の 4点を頂点とする一辺 0.4の平行四辺形を正解のクラック
とする。他のパラメータについては、数値例 1 と同様にし
た。各格子点でのトポロジー導関数の大きさに比例した一辺
を持つ平面要素のプロットを Fig. 10にて示す。2つの正解
クラック間にあるいくつかの格子点においても平面要素が表
示されているが、特に正解に近い位置の点で大きく表示され
ていることがわかる。
クラックの候補の配置と各候補クラックの存在を仮定した

場合の目的汎関数の値をそれぞれ Fig. 11、Fig. 12、Table

2にて示す。Fig. 11、Fig. 12に示すようにクラックの候補
を Γ1、Γ2、Γ3、Γ4、Γ5 と名付ける。Fig. 11、Fig. 12から
分かるように、2つの正解クラック間の格子点では候補とな
るクラックは発生しなかった。Table 2より、目的関数を小
さくする候補クラックの組 Γ1, Γ4 を選び出し、手順 3での
クラックの延長操作を行う。手順 3の繰り返しにおいて、14

ステップ以降は目的関数が大きくなったため、14 個の要素
を付け加えたクラック形状を推定クラックとする。Fig. 13、
Fig. 14で示す通り、大きさの異なる複数のクラックに対し
ても十分な精度でクラックの個数とそれぞれのクラックの正
しい配置と向きを決定できている。しかし、数値例 1 と同
様、クラックのサイズと形状の決定は十分とは言えない結果
となった。

5. 結論
3次元領域におけるクラック波動散乱問題においてトポロ

ジー導関数を用いたクラック決定解析を行なった。クラック
の個数を未知とするような先験情報の少ないクラック決定解
析に対しても定性的ではあるが十分な精度でその位置と向
きを決定することができた。クラックの向きや位置の結成精
度の定量評価は今後の課題である。しかし、Fig. 4や Fig.

10で示した平面要素を取り囲む領域の中にクラックが存在
するとした Bonnetらの大域的な決定解析に比べて、クラッ
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Fig. 9 正解のクラック (数値例 2)
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Fig. 10 手順 1でのトポロジー導関数の計算結果
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Fig. 11 候補クラックΓ1(青),Γ2(黄),Γ3(赤),Γ4(水),Γ5(

緑)と正解のクラック (黄緑)との位置関係
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Fig. 12 候補クラックΓ1(青),Γ2(黄),Γ3(赤),Γ4(水),Γ5(

緑)と正解のクラック (黄緑)との位置関係 [別視点]

Table 2 各クラック候補に対する目的汎関数の値
存在を仮定するクラック 目的汎関数の値

なし 4.921× 10−6

Γ1 4.177× 10−6

Γ2 4.438× 10−6

Γ3 4.668× 10−6

Γ4 4.069× 10−6

Γ5 5.140× 10−6

Γ1,Γ4 3.340× 10−6

Γ2,Γ4 3.667× 10−6

Γ3,Γ4 4.204× 10−6

Γ4,Γ5 —

Γ1,Γ2,Γ4 3.356× 10−6
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Fig. 13 要素延長後のクラック (赤)と正解のクラック
(黄緑)
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Fig. 14 要素延長後のクラック (赤)と正解のクラック
(黄緑)[別視点]

ク位置の決定精度はかなり向上していると言えよう。
また、数値例 2のように、大きさの異なる複数のクラック

を対象とした場合でも、本手法が有用であると確認できた。
しかし、クラックのサイズや形状の決定の精度は十分とは言
えない結果となった。
今回行った数値解析例では、平行四辺形のクラックの決定

を試みた。波動散乱を考えた場合、平行四辺形の頂点付近で
散乱される波動成分は、平行四辺形の中央部分で散乱される
波動成分よりも少ない。このため、計測データには頂点部分
の情報があまり含まていない。このことが原因で、クラック
のサイズと形状の決定精度が悪くなったと思われる。よりク
ラック端の情報に着目したクラック決定手法の導入などが今
後の課題として挙げられる。また、3節で示したクラック決
定手順におけるパラメータの決め方という点にも課題が残
る。本研究では、手順 2での候補となるクラックに許容する
メッシュ連結数の下限や隣接するメッシュ間の角度など、多
くの閾値を設定している。これらの値はある程度天下り的に
決めており、閾値次第では意図しない結果となる可能性を捨
てきれない。数学的な根拠に基づいたパラメータの設定が必
要になるだろう。
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均質化解析によるノンレシプロカルゲルの引張・圧縮非対称性評価

TENSION-COMPRESSION ASYMMETRY EVALUATION OF A NONRECIPROCAL GEL BY 

HOMOGENIZATION ANALYSIS 

布施 卓馬 1)，松原 成志朗 2)，永島 壮 3)，奥村 大 4) 
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A nonreciprocal gel consisting of hydrogel and nanosheet exhibits mechanical nonreciprocity, which 

has potential applications in mechanical engineering. An earlier study has revealed that this 

mechanical nonreciprocity is triggered by the tension-compression asymmetry resulting from the 

microscopic buckling behavior of nanosheets during compressive deformation, but the relevant 

influencing factors remain unknown. In this study, we investigate the microscopic buckling behavior 

and the resultant tension-compression asymmetry in a nonreciprocal gel subjected to uniaxial 

conditions. Eigenvalue buckling and post-buckling analyses equipped with computational 

homogenization are performed on a unit cell modeled as an elastic bilayer for which ratios of Young’s 

modulus and thickness are parameterized. The results confirm that selecting a dilute microscopic 

buckling with the characteristic wavelength or a non-dilute microscopic buckling with the infinite 

wavelength hinges on the ratios of Young’s modulus and thickness, which is consistent with the 

theoretical solution for the buckling behavior of a layered composite. We also elucidate that the 

tension-compression asymmetry is more pronounced as the Young’s modulus ratio increases or the 

thickness ratio decreases. 

Key Words: Nonreciprocity, Buckling, Gels, Composites, Homogenization 

1. 緒  言

近年，負荷方向に依存してノンレシプロカルな力学挙動を

示す材料が注目されている(1)．これらは力学的エネルギーの

伝達制御や変換が可能であり，特定方向への物質輸送といっ

た非対称システムの開発を促進させると期待されている．ノ

ンレシプロカルな力学挙動を示す材料として，これまでに長

方形フレームを基本単位とするフィッシュボーン構造(2–4)や

マイクロロボットをはりで接続したメタマテリアル(5,6)が開

発されている．しかし，これらは所望のノンレシプロカル性

に応じて緻密な微視的（ミクロ）構造の設計を必要とし，実

用に供する段階には至っていない．

Liu ら(7)は，ハイドロゲル中でナノシートを磁気配向させ

ることで，所望の方向にノンレシプロカルな力学挙動を発現

させることが可能なノンレシプロカルゲル（NR ゲル）を開

発した．本材料に特徴的な引張・圧縮非対称性は，引張と圧

縮負荷の方向に依存して弾性率が数十倍異なる性質であり

(8,9)，多様な負荷条件下でノンレシプロカルな力学挙動を発

現させる(10)． 

実験事実として，NR ゲルの引張・圧縮非対称性は，ナノ

シートのミクロ座屈挙動に起因することが明らかとなって

いる．一方で，ミクロ座屈挙動の起点や座屈後のミクロ構造

の変形，さらにはミクロ座屈挙動を反映した巨視的（マクロ）

な力学応答の引張・圧縮非対称性に対する定量化は十分でな

い．これらを支配する影響因子の解明は，NR ゲルの設計自

由度をさらに増やし，実用に展開するために重要である．

複合材料のミクロ座屈挙動は，多孔質体を代表例として古

くから研究がなされてきた(11–13)．ミクロ座屈挙動に対する座

屈点や座屈後変形に関する議論は成熟の域に達しているが，

引張・圧縮非対称性の機構理解に重要なミクロ座屈挙動とマ

クロな力学応答との関係性については未解明な部分が多い． 

そこで本研究では，単軸負荷条件が課された NR ゲルの周

期構造単位（ユニットセル）に対して均質化解析を実施し，

ミクロ座屈挙動と引張・圧縮非対称性に関わる影響因子を評

価する．ユニットセルはハイドロゲルとナノシートの二層弾
2023 年 10 月 13 日受付，2023 年 10 月 27 日受理 
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性体としてモデル化し，各構成材料の厚さ比とヤング率比を

パラメータとする．ユニットセルの座屈固有値解析では，ミ

クロ座屈のエネルギー的に優位な波長（優先波長）を評価す

る．また，得られた優先波長と座屈モードを用いて座屈後解

析と均質化を実施し，マクロな力学応答としての引張・圧縮

非対称性を評価する．一連の解析を通して，厚さ比とヤング

率比に応じて，ユニットセルの全体もしくはナノシートのみ

が座屈するパターンが選択され，得られた結果は層状複合材

料を対象とした理論解(14)と良好に一致することを示す．また，

厚さ比が小さく，ヤング率比が大きいほど，NR ゲルの引張・

圧縮非対称性が顕著になることも示す．

2. 解析方法

厚さ Hgのハイドロゲルに厚さ Hsのナノシートが埋め込ま

れた NR ゲルのユニットセルを Fig.1 に示す．実際の NR ゲ

ルは複数の短いナノシートが一定の間隔で整列するミクロ

構造を有しているが，本研究では簡単に面内寸法が NR ゲル

と同じである一枚のナノシートが層状に配置されるミクロ

構造を仮定する．水平方向の寸法 L はミクロ座屈挙動による

リンクルパターンが1波長分だけ生じるように設定し，以後，

波長と呼称する．また，ハイドロゲルとナノシートの材料挙

動は，それぞれ微圧縮 neo-Hookean 超弾性体（ヤング率：Eg，

ポアソン比：νg=0.49）と線形弾性体（ヤング率：Es，ポアソ

ン比：νs=0.4）に従うと仮定する．

NR ゲルのユニットセルに対する均質化解析は，汎用有限

要素解析ソフトウェア ABAQUS(15–17)を用いて実施する．

Fig.2 にユニットセルの解析モデルと境界条件を示す．解析

モデルのハイドロゲルとナノシートは，それぞれ 4 節点低減

積分平面ひずみハイブリッド要素（CPE4RH）と 4 節点平面

ひずみ要素（CPE4）を用いて離散化する．解析モデルには周

期境界条件を課し，マクロな単軸負荷は解析モデル境界面上

の節点群と多点拘束で結ばれた外部節点の節点荷重もしく

は節点変位を制御することによって考慮する．後者の場合で

は，マクロひずみ εを入力として，L との積を外部節点への

強制変位として作用する．また，マクロ応力 σは，外部節点

の反力をユニットセル境界面の面積で除して求める．これら

の方法は，マクロ物理量をミクロ物理量の体積平均によって

算出する操作に等価であり，均質化理論に厳密に整合する．

最後に，均質化法における許容条件として，解析モデル左下

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

の節点を完全拘束して剛体運動を拘束する．

計算結果の無次元化は，寸法については Hs を用い，応力

については Es を用いる．また，ヤング率比と厚さ比をそれぞ

れ Es/Eg=103~106，Hg/Hs=102~103 の範囲で設定し，これらがミ

クロ座屈挙動や引張・圧縮非対称性に及ぼす影響をパラメト

リックに調査する．

ユニットセルの座屈点と座屈モードを求めるために座屈

固有値解析を実施する．本解析では，外部節点の節点荷重を

制御しながら座屈点を探査する．また，波長 L をパラメトリ

ックに変化させて各々の Es/Eg と Hg/Hs の組み合わせに対応

する座屈応力 σcr を求め，最小の σcr に対応する優先波長 Lcr

を探索する．Fig.3 に，Es/Eg=105，Hg/Hs=100 の場合（図中(a)）

と Es/Eg=105，Hg/Hs=300 の場合（図中 (b)）に対する σcr/Es と

L/Hs の関係を示す．前者では，σcr/Es が L/Hs に対して単調減 

Fig.2 Numerical model of a unit cell with boundary condition. 

Macroscopic force and displacement are applied to the 

numerical model via an external node (black marker) connected 

with the boundary surfaces of the numerical model by multiple 

point constraint. 

Fig.3 Normalized buckling stress, σcr/Es, as a function of the 

normalized wavelength, L/Hs, in the cases of (a) Es/Eg=105, 

Hg/Hs=100 and (b) Es/Eg=105, Hg/Hs=300. While the priority 

wavelength, Lcr/Hs, is undetermined in the case (a), Lcr/Hs
 has 

the characteristic value of 158 in the case (b). 
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少であり，正規化優先波長 Lcr/Hs が無限長となる一方で，後

者では，σcr/Es が最小値をとる L/Hs=158 が優先波長となる． 

Fig.4 に示すように，対応する座屈モードは，それぞれユニ

ットセル全体の座屈（図中(a)）とナノシートのみの座屈（図

中(b)）を表現し，本研究では前者を非希薄系，後者を希薄系

のミクロ座屈挙動として分類する．

座屈固有値解析で得られた座屈モードと Lcrを用いて座屈 

後解析を実施する．具体的には，水平方向寸法 Lcr のユニッ

トセルに座屈モードを初期不整として与えた後，外部節点に

強制変位を作用させる計算を実施する．そして，得られたマ

クロ応力・ひずみ関係から NR ゲルの引張・圧縮非対称性を

評価する．

3. 座屈固有値解析の結果

様々なヤング率比 Es/Eg と厚さ比 Hg/Hs の組み合わせにつ

いて座屈固有値解析を実施し，得られた結果を用いてミクロ

座屈挙動を希薄系と非希薄系に分類したものを Fig.5 に示す．

ここで，図中青色の境界線は，理論式
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で表される Hg/Hs と Es/Eg の関係をプロットしたものであり，

ミクロ座屈挙動を希薄系（図中水色）と非希薄系（図中橙色）

に分類する(14)．式(1)，(2)は，ハイドロゲルのポアソン比 νg

に依存し，Es/Eg が小さい，もしくは Hg/Hs が大きいほどミク

ロ座屈挙動が希薄系になりやすいことを示している．

Fig.5 より，数値的に求めたミクロ座屈挙動の分類は，理論

式を用いた分類と概ね一致した．本理論式は微小変形の仮定

の下でEuler–Bernoulliはり理論に基づき導出されたものであ 

 

 

 

 

 

 

るが，構造力学的な仮定をしない超弾性体についても幅広い

Es/EgとHg/Hsの範囲で理論解と整合する結果が得られること

がわかった．しかし，Es/Eg=106，Hg/Hs=300 の組み合わせに

ついては異なる結果となった．これは，本パラメータセット

が境界線近傍の値であり，先に挙げた基盤理論の違いが座屈

モードや Lcr の評価に差を生み，結果としてミクロ座屈挙動

の判定に影響を及ぼしたことが原因であると考えられる．

次に，希薄系のミクロ座屈挙動について，ユニットセルの

優先波長 Lcr の計算結果と理論解を比較する．Fig.6 に，3 種

の Hg/Hs に対する正規化優先波長 Lcr/Hs と Es/Eg の関係を示

す．ここで，図中黒色の破線は，次式で示される Es/Eg が十

分に大きい場合における Lcr の理論式(14)をプロットしたもの

である．
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Fig.5 Classification of microscopic buckling into dilute and non-

dilute systems for each combination of Young’s modulus ratio, 

Es/Eg, and thickness ratio, Hg/Hs. The blue line indicates the 

theoretically predicted boundary between dilute and non-dilute 

systems using Eqs. (1), (2). Numerical results are in good 

agreement with the theoretical prediction except for the case of 

Es/Eg=106, Hg/Hs=300. 
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Fig.6 Comparison of priority wavelength, Lcr/Hs, of a unit cell 

in the dilute system between theoretical solution and numerical 

results for each combination of Young’s modulus ratio, Es/Eg, 

and thickness ratio, Hg/Hs. Numerical results are in good 

agreement with the theoretical solution. 
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Es/Eg=105, Hg/Hs=300 (Dilute system). The global buckling 

pattern emerges in the non-dilute system, whereas the nanosheet 

is only buckled in the dilute system. 
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座屈固有値解析を通して得られた優先波長は，理論式と良く

一致することがわかる．特に，本解析結果は，式(3)で示され

る Lcr/Hs が Hg/Hs に無関係に決定することも正しく予測でき

ている．以上の結果より，Lcr についても幅広い Es/Eg と Hg/Hs

の範囲で理論解と整合する結果が得られることがわかった． 

最後に，希薄系のミクロ座屈挙動について，座屈ひずみ εcr

の計算結果と理論解を比較する．計算では，マクロ応力・ひ

ずみ関係に線形性が認められる引張ひずみ ε=0.01%をユニッ

トセルに作用し，得られたマクロ応力を εで除することでマ

クロなヤング率を計算する．そして，座屈固有値解析を通し

て得られた座屈応力 σcr をマクロなヤング率で除することで

εcr を求める．一方，ヤング率比 Es/Eg が十分に大きいとする

仮定の下で，εcrの理論式(14)は次式で表される．
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本式は，ハイドロゲルのポアソン比 νg に依存し，Es/Eg が大

きいほど，εcr が小さくなることを示している． 

上述の手順で計算した εcr と理論解との比較を Fig.7 に示

す．計算で求めた εcrは，幅広い Es/Eg について理論解と良く

一致している．特に，式(4)で示される εcrが厚さ比 Hg/Hs に無

関係であることも正しく評価できている．この結果は，本研

究で実施した座屈固有値解析が正しく座屈点を評価するこ

とを示すものであり，先に比較したミクロ座屈挙動の分類や

優先波長の結果とあわせて，座屈固有値解析は正しく実施さ

れていることが示された．

 

 

 

 

 

 

4. 座屈後解析の結果

Fig.8に，ミクロ座屈挙動が非希薄系となる場合について，

それぞれ大きさ|ε| = (0.1, 0.2)の圧縮ひずみ（図中(a)）と引張

ひずみ（図中(b)）を作用したときのユニットセルの変形と水

平方向のミクロひずみ成分 εmicの分布を示す．ユニットセル

は圧縮負荷を受けて全体が座屈して正弦波状に変形した後，

正弦波の振幅が大きくなるように変形が進展することが確

 

 

 

 

 

 

 

 

 

認できる．一方で，引張負荷に対してユニットセルは座屈せ

ず，一様な変形状態を保持することがわかる．このような圧

縮負荷と引張負荷に対するミクロ座屈挙動の発生有無がマ

クロ応力に反映されて引張・圧縮非対称性として表れる．こ

こで，Fig.8 に示すユニットセルの波長は L=158 に設定した

Fig.8 Deformed configurations with the distributions of the 

microscopic horizontal axial strain, εmic, for the unit cells with 

the wavelength, L=158, subjected to (a) compressive and (b) 

tensile axial macroscopic strains, |ε| = (0.1,0.2), in the non-dilute 

system. 

Fig.9 Deformed configurations with the distributions of the 

microscopic horizontal axial strain, εmic, for the unit cells 

subjected to (a) compressive and (b) tensile axial macroscopic 

strains, |ε| = (0.1,0.2), in the dilute system. 

Fig.7 Comparison of buckling strain, εcr, of a unit cell in the 

dilute system between theoretical solution and numerical results 

for each combination of Young’s modulus ratio, Es/Eg, and 

thickness ratio, Hg/Hs. Numerical results are in good agreement 

with the theoretical solution. 
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が，非希薄系では優先波長が無限長であるため，対応する座

屈応力はこの波長で収束しないことに注意する．

Fig.9 に，ミクロ座屈挙動が希薄系となる場合について，そ

れぞれ大きさ|ε| = (0.1, 0.2)の圧縮ひずみ（図中(a)）と引張ひ

ずみ（図中(b)）を作用したときのユニットセルの変形と水平

方向のミクロひずみ成分 εmic の分布を示す．希薄系について

も，圧縮負荷に対してユニットセルが座屈し，正弦波状の変

形が進展する一方で，引張負荷に対しては座屈せずに一様な

変形状態が保持される．非希薄系と希薄系の相違点は，ユニ

ットセル全体が座屈するか，ナノシートのみが座屈するかで

あり，座屈後の負荷が進展するほどユニットセルの変形形状

に強く現れる．

Figs.8，9 のミクロな力学挙動を反映したマクロ応力・ひず

み関係を Fig.10 に示す．ここで，図中(a)，(b)は，それぞれ非

希薄系と希薄系についての結果を示している．引張負荷に対

してユニットセルは座屈しないため，対応するマクロ応力は

主経路上の値を取ることがわかる．一方，圧縮負荷に対して

マクロ応力は，最初，主経路上の値をとるものの，座屈点を

越えるとユニットセルが不安定となり，不整によって分岐経

路上に遷移した後は，ほぼ無応力状態を保ち続ける．また，

非希薄系と希薄系のマクロ応力は，主経路・分岐経路に関わ

らず同様の軌跡を描き，両者ともに引張・圧縮非対称性が明

確であることがわかる．

一方で，主経路上では非希薄系のマクロ応力は希薄系のマ

クロ応力の約 3 倍となった．これは，設定した Hg/Hs が希薄

系と非希薄系で 3 倍異なることを反映したものである．Hg/Hs

が大きいほど，ナノシートの体積分率は小さく，ミクロ座屈

挙動は希薄系に分類される傾向にあるため，主経路上のマク

ロ応力は非希薄系の方が大きな値を取り得ると考えられる． 

Fig.10(a)の差し込み図に示す非希薄系のマクロ応力に着目

すると，分岐経路上のマクロ応力は，波長 L が大きくなるほ

ど小さな値を取ることがわかる．これは，非希薄系の場合で

は優先波長 Lcr が求まらず，波長 L に対して座屈応力 σcrが単 

 

 

 

 

調減少することが原因である．そのため，非希薄系の場合で

は，マクロな力学応答の引張・圧縮非対称性も波長 L に対し

て収束せず，定量的な評価ができない．

そこで本研究では，ミクロ座屈挙動が希薄系となる場合に

ついて，引張・圧縮非対称性を定量的に評価する．定量評価

に際して，それぞれ大きさ|ε| = (0.1, 0.2)の圧縮ひずみと引張

ひずみに対する応答マクロ応力の傾きからヤング率を計算

する．引張方向のヤング率を KT，圧縮方向のヤング率を KC

とし，これらの比 KT/KC を引張・圧縮非対称性の定量指標と

する．

厚さ比 Hg/Hs に対して，ひずみ|ε| = (0.1, 0.2)について KT/KC

をヤング率比 Es/Eg の関数としてプロットした結果を Fig.11

に示す．まず，Es/Eg と Hg/Hs に関わらず，KT/KC は εが大き 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.11 Quantification of the tension-compression asymmetry by 

the ratio between instantaneous Young’s moduli, KT and KC, of 

a unit-cell in the dilute system subjected to macroscopic tensile 

and compressive axial strains, |ε| = (0.1,0.2), KT/KC, for each 

combination of Young’s modulus ratio, Es/Eg, and thickness 

ratio, Hg/Hs. 
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Fig.10 Normalized macroscopic axial stress, σ/Es, as a function of the macroscopic axial strain, ε, for the cases of (a) Es/Eg=105, Hg/Hs=100, 

L/Hs=(158, 1000) in the non-dilute system and (b) Es/Eg=105, Hg/Hs=300, L/Hs=158 in the dilute system. The inset in the figure (a) shows 

the relationship between σ/Es and ε in the vicinity of buckling points. Due to the microscopic buckling of a unit cell, σ/Es takes a small 

value on the bifurcated path, leading to the emergence of the tension-compression asymmetry of a NR gel. 
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くなるにつれて大きな値を取る．このため，NR ゲルに作用

する負荷が大きいほど，引張・圧縮非対称性は顕著になるこ

とがわかる．

また，KT/KC は Es/Egと Hg/Hs に依存し，Es/Egが大きい，も

しくは Hg/Hs が小さいほど，引張・圧縮非対称性が顕著にな

ることがわかる．これは，引張方向のマクロ応力が同様の傾

向を有することに起因する．NR ゲルは，Es/Egが十分に大き

な値をとるため，引張方向のマクロ応力の主要因はナノシー

トから発生するミクロ応力である．Es/Egの増加は，ナノシー

トの剛性の増加を意味し，Hg/Hs の減少は，ナノシートの体

積分率の増加をもたらす．したがって，これらの要因により，

引張方向のヤング率 KTは，より大きな値を取ることになり，

結果として引張・圧縮非対称性が顕著になる．

5. 結  言

本研究では，単軸負荷条件が課された NR ゲルのユニット

セルに対して均質化解析を実施し，ミクロ座屈挙動と引張・

圧縮非対称性に関わる影響因子を評価した．座屈固有値解析

では座屈応力と優先波長を求め，ミクロ座屈挙動をユニット

セル全体が座屈する非希薄系とナノシートのみが座屈する

希薄系に分類した．得られた結果は，層状複合材料を対象と

する理論解と整合し，本研究で実施した座屈固有値解析は，

NR ゲルのミクロ座屈挙動を正しく評価することがわかった． 

続いて，座屈モードと優先波長を入力とする座屈後解析と

均質化を実施して，NR ゲルのマクロ応力・ひずみ関係を求

めた．非希薄系・希薄系に関わらず，引張・圧縮負荷に対す

るミクロ座屈挙動の有無に呼応してマクロ応力・ひずみ関係

に明確な引張・圧縮非対称性が現れることがわかった．また，

希薄系について，ひずみ|ε| = (0.1, 0.2)の変形状態における瞬間

的なヤング率の比を指標として引張・圧縮非対称性を定量的

に評価した．NR ゲルが高負荷の状態，または構成材料の厚

さ比 Hg/Hs が小さく，ヤング率比 Es/Egが大きいほど，引張・

圧縮非対称性が顕著になることがわかった．

本研究で得られた成果は，所望の引張・圧縮非対称性を有

する NR ゲルを作製するうえで有用な情報を提供し，NR ゲ

ルの工学的な応用展開を促進するものである．今後は，実測

値との比較・検討を交えながら解析手法を洗練することで，

さらに信頼性のあるNRゲルの設計支援技術の確立が期待さ

れる．
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クリースの発達過程に対する影響因子の調査
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We study the evolution of crease in an elastomer under three different loading conditions. Two-
dimensional finite element analysis is performed by combining a non-linear perturbation approach 
to find a bifurcation solution for the flat surface in a metastable state. A generalized plane strain 
element is used to impose plane strain, uniaxial, and equibiaxial conditions on the elastomer. The 
solution is the deformation path for crease evolution, and the path ends at the critical strain for 
creasing 𝜀!. The depth and self-contact length of the creases, which are indicators of crease evolution, 
are described as functions of powers with constants and scaling exponents, which are expressed as 
linear functions of the crease interval.  
Key Words: Surface instability, Creasing, Bifurcation, Elastomers, Finite element analysis 

1. 緒  言

弾性材料は，圧縮負荷を受けると表面不安定現象(1),(2)を発

現し，自由表面にしわを形成する．しわの形態は多様である

が，代表的な形態としてリンクルやクリースが挙げられる．

リンクルは，自由表面の法線方向に発生する滑らかな起伏で

あり，クリースは，自由表面の内側に向かって生じるヒンジ

状の折れ曲がりである．いずれも生体器官(3)に遍在する自律

パターンであることから，リンクルとクリースの発生・発達

過程を理解することは，形態形成機構の解明において重要で

ある．

Biot は，圧縮下の非圧縮 neo-Hookean半無限弾性体に対し
て，リンクルの発生を予測する分岐理論を構築した(4),(5)．そ

して，平面ひずみ条件下では，リンクル発生ひずみの理論値

が𝜀" = 0.456であることを明らかにした．一方，大変形と自
己接触を伴うクリースは，従来の分岐座屈理論では同定でき

ない特殊な変形モードであり，その発生・発達過程を説明で

きる理論は未だ存在しない．そのため，クリースの発生ひず

みは，実験値として𝜀! ≈ 0.35(6)であることが報告されるにと
どまり，クリースの発生ひずみがリンクルの発生ひずみを下

回る機構は未解明であった．

このような状況の中，HohlfeldとMahadevan は，𝜀!と𝜀"の
間のひずみ領域において，クリースが発生し得るメタ安定状

態が存在することを有限要素解析により示し，クリースへの

分岐経路の存在を明らかにした(7),(8)．さらに，Yangらは，非
線形摂動力法を用い，メタ安定状態で摂動力を導入すること

により，所望の圧縮状態でクリースを誘起できることを示し

た(9)．以上のように，クリース発生機構への理解が深まりつ

つある．その一方で，クリースの発達に着目した研究は少な

く，全容解明への期待が高まっている(10)． 
そこで本研究は，有限要素解析により，クリースの発達過

程に対する影響因子を調査することを目的とした．特に，発

達過程に及ぼす幾何学条件の影響を調べた．2章では，解析
モデルと 3つの異なる負荷条件，すなわち，平面ひずみ，単
軸，および等二軸条件について説明する．3章では，解析結
果を示す．非線形摂動力法により，メタ安定状態から分岐解

を求め，クリースの発達経路を解析する．4章では，解析結
果の評価を行う．クリースの発達を特徴付けるクリース深さ

と自己接触長さがべき関数で表されることを示す．さらに，

べき関数の定数とスケーリング指数がクリース間隔の線形

関数であることを示す．最後に 5章では結言を述べる． 

2. 解析方法

有限要素解析は，ABAQUS（Abaqus 6.14 User Documentation,
2014）を用いて行う．弾性体は，非圧縮性の neo-Hookean 超

弾性体モデルに従うと仮定する．初期寸法は，幾何学的な欠

陥のない高さ𝐻と長さ𝐿で表される（Fig. 1(a)）．弾性体を等距

離のクリースが並ぶ無限構造の最小単位と見なした場合，初

期長さは，未変形状態において隣接した 2つのクリース間隔2023 年 10 月 15 日受付，2023 年 10 月 21 日受理 
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に相当する．無次元化したクリース間隔𝐿/𝐻をパラメータと

し，3.0から 5.0の範囲において変化させる．Fig. 1(b)に示す
ように，クリースの発生は弾性体表面の中心で起こると仮定

し，構造全体の右半分を計算領域として選択する．ここで，

クリース上面における垂直方向の節点座標の最大値と最小

値の差をクリース深さ𝛿として定義する．

Fig. 1(c)は，一般化平面ひずみ要素（CPE4GRH）を用いて
分割した計算領域の境界条件と要素を示している(11)．上面は

拘束せず，下面を鉛直方向に拘束する．クリースが鏡像対称

であることを考慮し，左側に摩擦のない剛性壁を配置するこ

とにより，クリースの発生・発達に伴う上面の自己接触を模

倣する．右側境界に強制変位𝑢/を加えることにより，弾性体

全体に均一な圧縮ひずみ𝜀# = −2𝑢//𝐿が付与される．要素分割

数𝑁は, 全要素が𝐻/𝑁の正方形になるように定義される．Fig. 
1(c)は，𝑁 = 20の例を示している． 

Fig.1 Schematic illustrations and a finite element model of an 
elastic block. (a) Undeformed state of an elastic block with height 
𝐻 and length 𝐿. (b) Crease state on a bifurcated path at the global 
compressive strain 𝜀# . The crease depth 𝛿  is an indicator of 
crease evolution. (c) Boundary conditions and finite element mesh 
for half of the elastic block. The global compressive strain 𝜀# is 
defined as 𝜀# = −2𝑢//𝐿. The mesh resolution 𝑁 means that the 
elastic block is divided into a square mesh with side lengths of 
𝐻/𝑁 (the sample case for 𝑁 = 20 is shown here).  

本研究では，平面ひずみ，単軸，および等二軸条件におけ

るクリースの発達過程について調べる．CPEG4RH は，通常

節点と幾何学モデルを構成するすべての共成要素で共有さ

れる参照節点から構成され，2 次元の弾性体に上記の条件を

課すために利用できる．参照節点の自由度は，面外方向の変

位𝑢$!と面内方向の角度(𝜙$" , 𝜙$#)である．これらの自由度は, 
2 つの境界面間の相対的な配置を制御し, 面外方向の要素形

状を決定する．条件(𝜙$" , 𝜙$#)=0を課すとき，現在の要素幅𝑤
は次式のように表される．

		𝑤 = 𝑊 + 𝑢$! (1) 

初期幅𝑊については, 本研究では𝑊/𝐻 = 1.0に固定されてい

る．𝑢$!に制約を与えない場合は単軸圧縮となり，𝑢$! = 𝑢/𝑊/𝐿
を強制すると等二軸圧縮となる．

解析においては，左境界上面に負の𝑥%方向の非線形摂動力
𝑓を導入する．𝜀#の固定値が𝜀Wと𝜀!の間に位置するメタ安定

状態においては，クリースの発生後に𝑓を除去してもクリー

スは消滅せず，	𝑓 = 0で分岐解が見出される．クリースが発

生すると自己接触が生じるため, 摂動力は非線形になる．摂
動力を除去した後，平衡点からの𝜀Gの増減によって分岐経路

を解析する．

Fig. 2 Results obtained by the finite element analysis. (a) Crease 
depth 𝛿/𝐻 as a function of the global compressive strain 𝜀#. (b) 
Critical strain for creasing 𝜀! under plane strain (PS), uniaxial (U), 
and equibiaxial (EB) conditions for various values of the mesh 
resolution 𝑁. 
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3. 解析結果

まず，平面ひずみ条件における正規化したクリース深さ

𝛿/𝐻と圧縮ひずみ𝜀Gの関係を Fig. 2(a)に示す．赤線はクリー

スの変形経路を，黒線は𝜀G = 0.42における摂動解析の結果を

表している．メタ安定状態（𝜀C < 𝜀G < 𝜀W）においては，任

意の圧縮ひずみで摂動解析を実施することにより分岐解が

得られ，クリースの変形経路を明らかにすることができる．

なお，クリース深さが 0となる前に解析が終了するが，この

ときの圧縮ひずみをクリース発生ひずみ𝜀Cとする． 
次に，平面ひずみ（PS），単軸（U），および等二軸（EB）
条件におけるクリース発生ひずみ𝜀Cと要素分割数𝑁の関係を

Fig. 2(b)に示す．いずれの負荷条件においても，𝑁 = 640のと
きに十分な収束性を示し，𝜀!(*+) = 0.3524，𝜀!(-) = 0.4396，
𝜀!(./) = 0.2515が得られた．これらの値は，先行研究で報告

されている 𝜀!(*+) = 0.35 − 0.361 (7),(9),(12)， 𝜀!(-) = 0.438 −
0.44(9),(12)，𝜀!(./) = 0.25 − 0.264(12),(13)とよく一致している．

そこで，以下では，𝑁 = 640において得られた結果について

述べる．

Fig. 3 The crease deformation path under the plane strain condition.
(a) Crease depth 𝛿/𝐻 and self-contact length 𝑑/𝐻 as a function
of 𝜀#  for 𝑁 = 640  and 𝐿/𝐻	 = 4.0 . The red and blue plots
denote the crease depth and self-contact length, respectively. (b)
Deformation shape obtained at 𝜀# = 0.36, 0.42, and	0.5 . The
regions of self-contact caused by creasing are highlighted in pink.
The distributions of 𝜀 are depicted using the local compressive
strain in the same direction as 𝜀#.

平面ひずみ条件におけるクリースの変形経路を Fig. 3(a)に
示す．赤線はクリース深さ𝛿/𝐻を，青線は自己接触長さ𝑑/𝐻
を表している．圧縮ひずみの増加に伴い，クリース深さおよ

び自己接触長さがいずれも増大している．ここで，𝜀# =
0.36, 0.42, 0.5における変形の様子を Fig. 3(b)に示す．自己接
触領域をピンク線で示し，圧縮方向の局所ひずみ𝜀をコンタ

ー図で表す．これらの図より，クリースは，圧縮ひずみが局

所的に大きくなり，クリース深さと自己接触長さが増加しな

がら発達していく過程が明らかになった．

単軸および等二軸条件下のクリース変形経路と変形形状

をそれぞれ Fig. 4と Fig. 5に示す．Fig. 3に示した平面ひず
み条件の結果と同様に，自己接触領域をピンク線で示し，圧

縮方向の局所ひずみ𝜀をコンター図で表す．圧縮ひずみの増

加に伴い，クリースが発達していく様子がわかる．なお，Fig. 
3(b), 4(b), 5(b)の変形形状は，未変形状態を基準に図の縮尺を

調整している．得られた変形形状の大小関係から，本研究に

おいて，一般化平面ひずみ要素を用いることにより，3つの
異なる負荷条件が正しく再現されていることを確認できた． 

Fig. 4 The crease deformation path under the uniaxial condition. (a) 
Crease depth 𝛿/𝐻 and self-contact length 𝑑/𝐻 as a function of 
𝜀#. The red and blue plots denote the crease depth and self-contact 
length, respectively. (b) Deformation shape obtained at 𝜀G =
0.46, 0.52, and	0.6. The regions of self-contact caused by creasing 
are highlighted in pink. The distributions of 𝜀 are depicted using 
the local compressive strain in the same direction as 𝜀#.  
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Fig. 5 The crease deformation path under the equibiaxial condition. 
(a) Crease depth 𝛿/𝐻 and self-contact length 𝑑/𝐻 as a function
of 𝜀# . The red and blue plots denote the crease depth and self-
contact length, respectively. (b) Deformation shape obtained at
𝜀G = 0.26, 0.32, and		0.4. The regions of self-contact caused by
creasing are highlighted in pink. The distributions of 𝜀  are
depicted using the local compressive strain in the same direction as
𝜀#.

4. 解析結果の評価

各負荷条件におけるクリース深さ𝛿/𝐻と圧縮ひずみ𝜀Gの
関係を Fig. 6(a)に，自己接触長さ𝑑/𝐻と圧縮ひずみ𝜀Gの関係

を Fig. 6(b)に示す．グラフ内の○，□，×印のプロットは，

それぞれ平面ひずみ，単軸，および等二軸条件の解析結果を

表しており，赤，青，緑色は，それぞれクリース間隔𝐿/𝐻 =
5.0, 4.0, 3.0を表している．ここで，クリース深さ𝛿 𝐻⁄ と自己
接触長さ𝑑 𝐻⁄ が，それぞれ以下のべき関数で表されると仮定

する．

𝛿 𝐻⁄ = 𝐶0(𝜀# − 𝜀!)1% (2) 

𝑑 𝐻⁄ = 𝐶2(𝜀# − 𝜀!)1& (3) 

なお，𝐶0 , 𝐶2は定数,𝑘0 , 𝑘2はスケーリング指数である．

まず，式(2), (3)から得られるクリース深さと自己接触長さ

を Fig. 6のグラフ内に実線で示す．いずれの負荷条件および

クリース間隔においても，解析結果とよく一致している．次

に，定数𝐶0 , 𝐶2およびスケーリング指数𝑘0 , 𝑘2とクリース間隔

𝐿 𝐻⁄ の関係を Fig. 7に示す．定数とスケーリング指数のいず

れも負荷条件によらずクリース間隔𝐿/𝐻に対して単調増加

しているが，スケーリング指数𝑘は，定数𝐶に比べてクリース

間隔の依存性が低いことがわかる．以上の結果より，定数お

よびスケーリング指数は，式(4), (5)に示すクリース間隔𝐿/𝐻
の線形関数で表される．Table 1は，各負荷条件における係数

𝑎0,2 , 𝑏0,2 , 𝑖0,2 , 𝑗0,2をまとめたものである． 

𝐶0,2 = 𝑎0,2𝐿/𝐻 + 𝑏0,2 (4) 

𝑘0,2 = 𝑖0,2𝐿/𝐻 + 𝑗0,2 (5) 

以上の結果は，クリース間隔𝐿/𝐻と圧縮ひずみ𝜀Gを適切に

設定することにより，所望のクリース深さ𝛿/𝐻と自己接触長

さ𝑑/𝐻を有したクリースの発生を再現することが可能にな

ることを示唆する．

Fig. 6 Comparison of the results obtained by finite element analysis 
(FEA) and theoretical equations for (a) crease depth	 𝛿/𝐻 and (b) 
self-contact length	 𝑑/𝐻 under the plane strain (PS), uniaxial (U), 
and equibiaxial (EB) conditions. The symbols ○，□，and × 
denote the FEA results obtained under PS, U, and EB conditions, 
respectively. Solid lines shown in (a) and (b) indicate the results 
obtained using Equations (2) and (3), respectively. The results are 
presented for the crease intervals L/H = 5.0 (red), 4.0 (blue), and 
3.0 (green).
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Fig. 7 Constants and scaling exponents as a function of the crease interval. (a,b) Constants (a)	 𝐶0 	and (b) 𝐶2  determined from the results 
shown in Fig. 6 are plotted as a function of the crease interval L/H. (c,d) Scaling exponents (c) 𝑘0 and (d) 𝑘2 obtained from the results shown 
in Fig. 6 are plotted as a function of the crease interval L/H. Symbols ○, □, and × denote the values under plane strain (PS), uniaxial (U) 
and equibiaxial (EB) conditions, respectively. The dotted lines show the linear approximation. 

Table 1 Coefficients 𝑎0,2 , 𝑏0,2 , 𝑖0,2 , and	𝑗0,2 in Equations (4) and (5) determined under PS, U, and EB conditions. 

𝑎0 𝑎2 𝑏0 𝑏2 𝑖0 𝑖2 𝑗0 𝑗2 

PS 0.55 0.60 0.48 -0.13 0.055 0.07 0.38 0.51 

U 0.43 0.45 0.25 -0.13 0.065 0.075 0.31 0.48 

EB 1.15 1.35 -0.4 -1.23 0.08 0.09 0.31 0.51 
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5. 結  言

本研究では，有限要素解析により，クリースの発達過程に

対する影響因子を調査した．一般化平面ひずみ要素を用い，

平面ひずみ，単軸，および等二軸条件におけるクリースの発

達過程を調査した．非線形摂動力法により，メタ安定状態か

ら分岐解を求め，クリースが発達する分岐経路を解析した．

クリース発生ひずみと要素分割数の関係より，既存の研究と

よく一致するクリース発生ひずみの値が得られた．解析結果

より，クリース深さと自己接触長さはべき関数で表され，そ

の定数とスケーリング指数がクリース間隔の線形関数であ

ることを明らかにした．クリース発達過程においては，クリ

ース間隔がクリース深さや自己接触長さに影響を及ぼすこ

とがわかった．本研究で獲得した知見は，クリースの発達過

程への理解を深め，形態形成機構の解明につながると考えら

れる．

謝  辞 

本研究の一部は JSPS 科研費 JP22K18284 の助成を受けて

行われた．ここに記して謝意を表する．

参考文献 

(1) A. Mallouris, A. Yiacoumettis, V. Thomaidis, A.
Karayiannakis, C. Simopoulos, D. Kakagia, A. K. Tsaroucha:
A record of skin creases and folds, European Journal of Plastic 
Surgery, 35(2012), pp. 847–854.

(2) B. Li, Y. P. Cao, X. Q. Feng, H. Gao: Mechanics of
morphological instabilities and surface wrinkling in soft
materials: a review, Soft Matter, 8(2012), pp. 5728–5745.

(3) R. S. Hill, C. A. Walsh: Molecular insights into human brain
evolution, Nature, 437(2005), pp. 64-67.

(4) M. A. Biot: Surface instability of rubber in compression,
Applied Scientific Research, 12(1963), pp. 168–182.

(5) M. A. Biot: Mechanics of incremental deformations: theory of
elasticity and viscoelasticity of initially stressed solids and
fluids, including thermodynamic foundations and applications
to finite strain, 1965, Wiley.

(6) A. N. Gent, I. S. Cho: Surface instabilities in compressed or
bent rubber blocks, Rubber Chemistry and Technology,
72(1999), pp. 253–262.

(7) E. Hohlfeld, L. Mahadevan: Unfolding the sulcus, Physical
Review Letters, 106(2011), 105702.

(8) E. Hohlfeld, L. Mahadevan: Scale and nature of sulcification
patterns, Physical Review Letters, 109(2012), 025701.

(9) P. Yang, Y. Fang, Y. Yuan, S. Meng, Z. Nan, H. Xu, H. Imtiaz, 
B. Liu, H. Gao: A perturbation force based approach to
creasing instability in soft materials under general loading
conditions, Journal of the Mechanics and Physics of Solids,
151(2021), 104401.

(10) R. Hoshi, H. Miyoshi, S. Matsubara, D. Okumura: Effects of
initial imperfection and mesh resolution on wrinkle and crease

analyses, Transactions of the JSME (in Japanese), 87(2021),
21-00045.

(11) S. Matsubara, A. Ogino, S. Nagashima, D. Okumura:
Computational and physical aspects for the occurrence of
crease in an elastomer under general loading conditions, in
revision.

(12) W. Hong, X. Zhao, Z. Suo: Formation of creases on the 
surfaces of elastomers and gels, Applied Physics Letters,
95(2009), 111901.

(13) S. Cai, D. Chen, Z. Suo, R. C. Hayward: Creasing instability
of elastomer films, Soft Matter, 8(2012), pp. 1301–1304.

− 148  −



計算数理工学論文集 Vol. 23 (2023年 11月), 論文No. 21-231124 JASCOME

1次元熱方程式に対する有限要素法における
Hilbert変換と基底関数の拡張を用いた安定化について

On stabilisatin of a finite element method for the heat equation in 1D

using the Hilbert transformation and expantion of a basis function

新納 和樹 1)，竹内 祐介 2)

Kazuki NIINO and Yusuke TAKEUCHI

1)京都大学大学院情報学研究科 (〒 606-8501 京都市左京区吉田本町, E-mail: niino@i.kyoto-u.ac.jp)

2)京都大学大学院情報学研究科 (〒 606-8501 京都市左京区吉田本町, E-mail: takeuchi@acs.i.kyoto-u.ac.jp)

This paper proposes a stabilisation method for a finite element method using the Hilbert-

type operator for the heat equation. We show that the operator is identical to the original

Hilbert-type operator HT up to a compact perturbation. Through a numerical example, it
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1. 序論
時間域の線形偏微分方程式に対する安定な数値解法につい

て，古くから様々な研究が行われてきた．近年，特に熱方程
式や波動方程式を対象とする有限要素法において，Hilbert

型変換を用いた安定化手法 (1, 2) が提案され，盛んに研究さ
れている．この方法は，空間方向だけでなく時間方向にも変
分形式を用いて離散化を行い，変分形式における任意関数を
適切な関数空間から選ぶことで，その双線形形式 a(u, v)が
強圧性

a(u, u) ≥ C∥u∥2

を，最大の係数 C（すなわち C = 1）で満たすようにする，
というアイデアに基づく方法である．特に熱方程式，すなわ
ち時間微分に関する双線形形式では，任意関数 v を Hilbert

変換型の作用素 HT （この作用素の具体的な定義は 2 節で
与える．T は時刻の最大値）の像空間から取ることで，上の
条件が満たされることが示された (1, 3)．我々のグループで
は作用素HT を直接計算するとその実装が煩雑になることか
ら，類似のより実装が容易な作用素 H̃∞ を用いることでも
安定化が実現できることを示した (4)．一方で Steinbach and

Missoni は，関数の台を適当に拡張することで Hilbert 変換
H が作用素 HT とコンパクト作用素を除いて等しいことを
示した (5)．

2023 年 10 月 13 日受付，2023 年 10 月 26 日受理

そこで本稿では，Hilbert型変換 HT とコンパクト作用素
を除いて等しい，新たな作用素 Hε2

ε1 を導入する．この作用
素はパラメータ ε1, ε2 を含む作用素であり，このパラメータ
を適切に設定することで Hilbert 変換 H と一致することか
ら，Steinbach and Missoni の Hilbert 変換の拡張と言える．
また我々の先行研究 (4) の数値解法では，用いた作用素 H̃∞

が「コンパクト作用素を除いて作用素HT に等しい」という
性質を満たさないが，本稿で提案する作用素 Hε2

ε1 はこの性
質を満たすため，提案法はより妥当性の高い手法であると言
える．実際簡単な数値計算例を通して，提案法が計算量・精
度の両面において H̃∞ を用いる従来法より優れていること
を示す．また提案法におけるパラメータを適宜変更すること
で，精度と計算時間がトレードオフの関係で変化し，最も精
度を重視するパラメータが Hilbert変換Hに対応することも
数値例を通して示す．
本稿の構成は以下のとおりである．2節で本稿で扱う熱方

程式とその変分形式の定式化，および各種 Hilbert型変換の
定義を行う．3節では，2節で定義した各作用素の満たす関
係を示す．4節で改めて本稿で提案する有限要素法の安定化
法の定式化を与える．5節で数値計算例を示し，最後に 6節
で結論と今後の課題を述べる．
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2. 熱方程式と変分形式
1次元熱方程式

∂u

∂t
(x, t) =

∂2u

∂x2
(x, t), (x, t) ∈ (x1, x2)× (0,∞) (1)

を満たす関数 uを，境界条件

u(x1, t) = g1(t)

u(x2, t) = g2(t)

および初期条件

u(x, 0) = 0

の下で求める問題を考える．
この問題を有限要素法を用いて数値的に解く場合，熱方程

式 (1)の空間変数 xに関する変分方程式∫ x2

x1

v(x)
∂u

∂t
(x, t)dx = −

∫ x2

x1

dv

dx
(x)

∂u

∂x
(x, t)dx

を時刻 tに関する常微分方程式と見なし，適当な差分法を用
いる方法が広く用いられる．ここに v(x)は任意関数である．
本稿では w(x, t) を任意関数とし熱方程式 (1) の時空間に関
する変分方程式∫ T

0

∫ x2

x1

w(x, t)
∂u

∂t
(x, t)dxdt = −

∫ T

0

∫ x2

x1

∂w

∂x
(x, t)

∂u

∂x
(x, t)dxdt

(2)

を考える．時間方向の変分方程式を考える利点として，最適
なテスト空間による変分法により，時間方向に安定な数値解
法を構成できることが挙げられる．最適なテスト空間による
変分法とは，任意関数 w を適切な関数空間から選ぶことで，
考える変分方程式の双線形形式が最も強い意味の強圧性を満
たすようにする方法である．例えば与えられた gに対する f

に関する初期値問題
df

dt
(t) = g(t)

f(0) = 0

に対する変分方程式∫ T

0

h(t)
df

dt
(t)dt =

∫ T

0

h(t)g(t)dt (3)

において，

h(t) = HT f̃ := −
∫ T

0

KT (s, t)f̃(s)ds

KT (s, t) =
1

2T

{
1

sin
(
π
2
s−t
T

) + 1

sin
(
π
2
s+t
T

)}

とする．ここに −
∫ は Cauchyの主値積分である．このとき変

分方程式 (3)の双線形形式

ã(f̃ , f) =

∫ T

0

(HT f̃)(t)
df

dt
(t)dt

は，適当な関数空間を考えることで

a(f, f) = ∥f∥

を満たすことが知られている (1, 3). これは強圧性 a(f, f) ≥
C∥f∥ を C = 1 で満たすという意味で，最も強い条件の強
圧性を満足すると捉えることができる．また KT に対して
T → ∞の極限を取ると

K∞(s, t) := lim
T→∞

KT (s, t) =
1

π

(
1

s− t
+

1

s+ t

)
となるので，形式的に作用素 H∞ を

(H∞φ)(t) = −
∫ ∞

0

K∞(s, t)φ(s)ds

と定義する．この作用素 H∞ が Hilbert変換

(Hφ)(t) := −
∫

1

t− s
φ(s)ds

と似ているために Hilbert型変換と呼ばれる．
先行研究 (4) では，作用素に含まれる被積分関数の特異性

が等しいことから，HT の代わりに，作用素

(H̃∞φ)(t) := −
∫ T

0

K∞(s, t)φ(s)ds

を用いる方法を提案した．本稿では Steinbach and Missoni(5)

のアイデアをベースに新たにHT とコンパクト作用素を除い
て等しい作用素を導出し，これを用いた安定な有限要素法を
提案する．

3. 各作用素の関係
本節では 2節で導入した各作用素が満たす関係性について

述べる．3.1節および 3.2節では，Steinbach and Missoni(5)

に基づき作用素HT ,H∞,Hの関係性を示し，特にHT と−H
がコンパクト作用素を除いて等しいことを示す．3.3節では
Hとコンパクト作用素を除いて等しい作用素 Hε2

ε1 を導入す
る．なお，本節では T を正数として，t ∈ (0, T )とする．
3.1. 作用素 Hと H∞ の関係
本小節では作用素 H と H∞ の関係について述べる．2節

で導入した作用素 H∞ は，次のように変形できる:

(H∞φ)(t) = −
∫ ∞

0

K∞(s, t)φ(s)ds

=
1

π
−
∫

φ(s)

s− t
ds+

1

π

∫ ∞

0

φ(s)

s+ t
ds (4)

この式の第二項について，s→ −σ の変数変換を行うと
1

π

∫ ∞

0

φ(s)

s+ t
ds = − 1

π

∫ 0

−∞

φ(−σ)
σ − t

dσ

となる．よって関数 φを

φ(s) :=

{
φ(s) for s ∈ [0,∞)

−φ(−s) for s ∈ (−∞, 0)

と定義することで，(4)式は

(H∞φ)(t) =
1

π
−
∫

φ(s)

s− t
ds+

1

π

∫ 0

−∞

−φ(−s)
s− t

ds

= −(Hφ)(t) (5)

となる．
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3.2. 作用素 H∞ と HT の関係
関数 φ を，区間 [0, T ] で定義され φ(0) = 0 を満たす関数

とする．この φに対して区間 [0,∞)で定義される関数 φを
以下の様に定義する:

φ(s) :=


φ(s) for s ∈ [0, T ]

φ(2T − s) for s ∈ (T, 2T )

0 for [2T,∞)

この φに作用素 H∞ を作用させると，

(H∞φ)(t) =
1

π
−
∫ ∞

0

φ(s)

s− t

2s

s+ t
ds

=
1

π

{
−
∫ T

0

φ(s)

s− t
ds+

∫ T

0

φ(s)

s+ t
ds

+

∫ 2T

T

φ(2T − s)

s− t
ds+

∫ 2T

T

φ(2T − s)

s+ t
ds

}
となる．第 3, 4 項目の区間 (T, 2T ) における積分において，
σ = 2T − sの変数変換を施すと，

(H∞φ)(t) =
1

π

∫ T

0

φ(s)

{
1

s− t
+

1

s+ t

− 1

2T − s− t
+

1

2T − s+ t

}
ds

=
1

π

∫ T

0

φ(s)

{
2T

(s− t)(2T − (s− t))

+
2T

(s+ t)(2T − (s+ t))

}
ds

となる．ここで作用素 B を

(Bφ)(t) := (HTφ)(t)− (H∞φ)(t)

=

∫ T

0

(k1(s, t) + k2(s, t))φ(s)ds (6)

と定義する．ここに

k1(s, t) :=
1

2T

1

sin
(
π
2
s−t
T

) − 1

π

2T

(s− t)(2T − (s− t))

k2(s, t) :=
1

2T

1

sin
(
π
2
s+t
T

) − 1

π

2T

(s+ t)(2T − (s+ t))

である．k1, k2 は s, t ∈ (0, T ) において有界かつ連続である
ため，B はコンパクト作用素である．したがって作用素HT

とH∞ は，式 (6)の意味においてコンパクト作用素を除いて
等しいことがわかる．
さらに式 (5)より，−Hと HT も次の式の意味においてコ

ンパクト作用素を除いて等しいと言える．

HTφ = −Hφ̃+Bφ

ここに φ̃は，区間 (0, T )で定義される関数 φを用いて

φ̃(s) :=



φ(s) for s ∈ (0, T )

φ(2T − s) for s ∈ (T, 2T )

−φ(−s) for s ∈ (−T, 0)
−φ(2T + s) for s ∈ (−2T,−T )
0 else

(7)

で表される関数である．

3.3. 作用素 Hと Hε2
ε1 の関係

前節の結果より，有限要素法の安定化のためにHT の代わ
りに，作用素

Hφ̃ = −
∫ ∞

−∞

φ(s)

s− t
ds = −

∫ 2T

−2T

φ(s)

s− t
ds

を用いる方法が考えられるが，時刻 tが t ∈ (0, T )であるこ
とを利用して，分解

H = Hε2
ε1 +K

を考える．ここに

Hε2
ε1 φ̃ := −

∫ T+ε2

−ε1

φ̃(s)

s− t
ds, (8)

Kφ̃ :=

(∫ −ε1

−2T

+

∫ 2T

T+ε2

)
φ(s)

s− t
ds,

ε1 ∈ (0, 2T ], ε2 ∈ (0, T ]である．実際，作用素 K内の核関数
1/(s−t)は t ∈ (0, T )，s ∈ (−2T,−ε1)または s ∈ (T+ε2, 2T )

において有界連続であるため，作用素Kはコンパクトである．
以上より，作用素 Hε2

ε1 を HT の代わりに用いた有限要素
法の安定化が考えられる．なお，ε1, ε2 の値は，それぞれの
最大値 ε1 = 2T, ε2 = T において Hε2

ε1 = H であるため，大
きく取るほど安定化の効果が大きくなる一方で，計算が必要
な積分の範囲が増えるため計算量が増大すると考えられる．
逆に ε1, ε2 を小さく取ると，安定化の効果が弱まり計算量が
小さくなることが予想される．また ε1, ε2 の値をどれ程小さ
くとっても K はコンパクトであるが，数値計算においては
あまりに小さく取ると安定化の効果が損なわれると考えられ
る．5節で具体的な数値例を用い，上記の考察に関する検証
を行う．

4. 提案する有限要素法とその実装
3節の結果に従い，作用素Hε2

ε1 を用いた有限要素法の定式化
を行う．区間 (x1, x2)および (0, T )をそれぞれNx, Nt個の区間
に等分割し，これらの各頂点上で定義された区分線形基底をそ
れぞれ ψi(x), φm(t)とする (i = 0, · · · , Nx, m = 0, · · · , Nt)．
式 (2)の変分形式において，未知関数 uをこれらの基底関数
を用いて

u(x, t) =

Nt∑
n=1

Nx∑
j=0

unj ψj(x)φn(t)

と内挿し，任意関数 w として，w(x, t) = ψi(x)(Hε2
ε1 φ̃m)(t)

を代入すると，
Nt∑
n=1

Nx∑
j=0

unj

{∫ T

0

∫ x2

x1

ψi(x)(Hε2
ε1 φ̃m)(t)ψj(x)

∂φn(t)

∂t
dxdt

+

∫ T

0

∫ x2

x1

∂ψi(x)

∂x
(Hε2

ε1 φ̃m)(t)
∂ψj(x)

∂x
φn(t)dxdt

}
を得る．ただし関数 φ̃m は，(0, T )で定義された区分線形基
底 φm に対して，式 (7)で定義された拡張を適用した関数で
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ある．この式に (8)を代入することで，
Nt∑
n=1

Nx∑
j=0

unj

{∫ T

0

∂φn
∂t

(t)

∫ T+ε2

−ε1

φ̃m(s)

s− t
dsdt

∫ x2

x1

ψi(x)ψj(x)dx

+

∫ T

0

φn(t)

∫ T+ε2

−ε1

φ̃m(s)

s− t
dsdt

∫ x2

x1

∂ψi
∂x

(x)
∂ψj
∂x

(x)dx

}
(9)

を得る．
数値計算を行う際，εiの値は時間方向の分割幅∆t = T/Nt

の整数倍 εi = ki∆tとする．式 (9)の未知数はunj (j = 1, · · ·Nx−
1, n = 1, · · ·Nt)であり，その個数は (Nx− 1)Nt であるため，
解くべき線形方程式のサイズは ki に依存しない．一方，式
(9)中の各積分は，分割した要素毎に計算を行うが，線形方
程式の係数行列を計算するために必要な時間方向の積分は∫

∆t1

∂φn
∂t

(t)

∫
∆t2

φ̃m(s)

s− t
dsdt,

∫
∆t1

φn(t)

∫
∆t2

φ̃m(s)

s− t
dsdt

である．ここに ∫
∆ti

(i = 1, 2) は，時間方向の分割のある
要素上での積分である．式 (9) より，∆t1 は Nt 個，∆t2 は
Nt+k1 +k2個の要素上で計算する必要がある．一方，式 (9)

中の空間方向積分に対応する行列は，サイズ Nx の疎行列で
あるため，Nx, Ntが十分大きいとき，その計算量は時間方向
積分に要する計算量と比べて十分に小さい．以上より，係数
行列の全ての非零要素を直接計算する場合，その計算量は概
ね Nt(Nt + k1 + k2)に比例すると考えられる．
また 3.3節で述べた通り，ε1 = 2T, ε2 = T とすることで，

式 (9)は作用素Hを用いた有限要素法 (5) に一致する．また
我々のグループが以前行った H̃∞を用いた方法 (4) は，3.2節
の結果より，式 (9)において ε1 = T, ε2 = 0とした方法と一
致することがわかる．

5. 数値計算例
本節では以下の問題に対して数値計算を行った．

∂u

∂t
(x, t) =

∂2u

∂x2
(x, t), (x, t) ∈ (−1, 1)× (0, 1)

u(−1, t) = t2

u(1, t) = t2

u(x, 0) = 0

この問題は解析解が

uana(x, t) = t2 + 4

∞∑
k=0

(−1)(k+1)

α3
k

cos(αkx)

(
t+

e−α
2
kt − 1

α2
k

)
,

αk =
π

2
+ kπ

であることが知られている (6).

本節で比較を行った有限要素法は以下の 3つの方法である．
Approach 1 Hε2

ε1 φ̃をテスト関数に用いる提案法（式 (9)に
おいて，εi = ki∆t (i = 1, 2)とする方法に対応．k1, k2
の値については，各数値計算結果で示す．）

Approach 2 Hφ̃をテスト関数に用いる方法 (5) （式 (9)に
おいて，ε1 = −2T, ε2 = T とする方法と同値．）

Approach 3 H̃∞φをテスト関数に用いる従来法 (4)（式 (9)

において，ε1 = −T, ε2 = 0とする方法と同値．）
上記の数値解法に加えて，空間方向の離散化に有限要素法，
時間方向の離散化に差分法（陰解法）を用いる従来法:∫ T

0

ψi(x)

∑Nx
j=0 u

k+1
j ψj(x)−

∑Nx
j=0 u

k
jψj(x)

∆t
dx

=−
Nx∑
j=0

uk+1
j

∫ T

0

∂ψi
∂x

(x)
∂ψj
∂x

(x)dx

との比較も行った．数値計算において，積分の計算は全て
解析的に行い，線形方程式の求解には LU 分解に基づく直
接解法を用いた．また Approach 1 における ε1, ε2 の値は，
時間方向の刻み幅を ∆t = T/Nt, k1, k2 を正の整数として
εi = ki∆t (i = 1, 2)とした．
まず Approach 2の妥当性の確認および差分法との比較の

ために，いくつかの分割数Nt, Nx に対する Approach 2と差
分法の相対誤差を確認した．それぞれの数値解法の各時刻 t

における数値解の相対誤差√√√√∑Nx
j=1 |unj − uana(xj , tn)|2∑Nx

j=1 |uana(xj , tn)|2
(10)

を示した図を Fig. 1に，時空間での l2 相対誤差√√√√∑Nt
n=0

∑Nx
j=1 |unj − uana(xj , tn)|2∑Nt

n=0

∫ Nx

j=1
|uana(xj , tn)|2

(11)

を示した表をTable 1に示す．ここに tn = n∆t, xj = −1+jhx

は，それぞれ時空間分割の n, j 番目の節点の座標である．
Fig. 1, Table 1より Approach 2では時空間方向の分割数が
増加するほど精度が向上しており，また同程度の分割数の差
分法と比べてより良い精度を示していることがわかる．

Fig. 1 Relative errors in (10) of Approach 2 and the differ-

ence method.

次に Approach 1 のパラメータ k1, k2 の検証および Ap-

proach 2, 3 との比較のための数値計算を行った．Fig. 2 は
k2 = Nt で固定し，積分範囲の下限に対応する k1 を様々な
値に取ったApproach 1とApproach 2, 3の相対誤差をプロッ
トした図である．Fig. 2よりApproach 3はApproach 1, 2と
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Table 1 L2 relative errors in (11) of Approach 2 and the

difference method.

Approach 2

Nx = Nt = 10 4.058× 10−3

Nx = Nt = 20 9.618× 10−4

Nx = Nt = 30 4.204× 10−4

Nx = Nt = 40 2.346× 10−4

Nx = Nt = 50 1.495× 10−4

Nx = Nt = 60 1.034× 10−4

Difference method Nx = Nt = 60 9.840× 10−3

Fig. 2 Relative errors in (10) of Approach 1, 2 and 3.

比較して精度が悪い．Approach 3 は式 (9) において ε2 = 0

（すなわち k2 = 0）とした方法であり，ε2 を正の値に取るこ
とが本質的に重要であることがこの結果からもわかる．また
Approach 1の積分範囲の下限に対応する k1 に関しては，精
度への影響があまり大きくないこともわかる．
次に Approach 1 の積分範囲の上限に対応する k2 の検証

のために，k1 = 1で固定し，様々な k2 に対する Approach 1

の相対誤差を Fig. 3 に示す．Fig. 3 より比較した方法の内，
Approach 2の精度が最もよく，Approach 1では k2の値を大
きくする程，精度が Approach 2に近づいていることがわか
る．k2 の値を大きくする程，Approach 1において計算が必
要な積分の範囲が大きくなるため，計算量と精度がトレード
オフの関係になっていると言える．また k2 = 0の Approach

1およびApproach 3は，他の解法と比較して精度が悪く，こ
の結果からも k2 を正に取ることの重要性がわかる．

6. 結論
本稿では，作用素Hε2

ε1 を用いた熱方程式に対する有限要素
法の安定化手法について述べた．この作用素が元の Hilbert

変換型作用素 HT とコンパクト作用素を除いて等しいこと
を示した．また数値例により，パラメータ ε1, ε2 を変更する
ことで計算量と精度をトレードオフの関係でコントロール
できることも確かめた．作用素 Hε2

ε1 に関する行列は密行列
になるため，高速多重極法などを用いて高速化することが今

Fig. 3 Relative errors in (10) of Approach 1, 2 and 3.

後の課題として挙げられる．また本稿では基底関数として時
空間それぞれの基底関数のテンソル積を用いた一次元の熱
方程式という極めて単純な問題を扱ったが，時空間の区分線
形基底を用いる方法や，空間の次元として高次の空間を考え
るなど，より一般的な問題への本手法の適用も今後の課題で
ある．本稿では簡単な数値例を通して，提案手法のパラメー
タ εi を調節し積分範囲を広げることで精度が向上すること
を確認したが，この点に関する理論的な裏付けは得られてお
らず，様々な問題に対してこの性質が成り立つかを調べるこ
とも今後の課題である．
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