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Identification of defects using topological derivatives with laser measurement data is con-

sidered. In previous studies of an identification of defects in an elastic material using

topological derivatives, the topological derivatives are defined with the displacement vec-

tors measured on the surface of the material. However, only the normal component of

the particle velocity on the surface is able to be obtained with the actual laser ultrasonic

measurement. In this study, topological derivatives are calculated using normal particle

velocities on the surface of the material. We solve simple defect identification problems

using the proposed topological derivatives. We can show that the defects are determined

with sufficient accuracy using the topological derivatives calculated with the normal com-

ponent of the particle velocity on the surface.
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1. はじめに
Bonnetによる 3次元散乱波動場におけるトポロジー導関

数の定式化 (1) 以降，トポロジー導関数を用いた最適化手法
を応用した散乱体決定解析に関する研究が注目されている．
具体的方法としては，例えば近藤らは周波数域の 3 次元ス
カラー波動問題に対して，推定される散乱体の配置をレベル
セット法 (2) により再帰的に更新することで正解の散乱体配
置を求めている (3)．また，時間域のスカラー波動問題につ
いても同様に，吉川, 寺沢によるレベルセット法を用いた散
乱体の決定解析 (4) などがある．
本研究では，レーザ超音波計測による波形データを用いた

定量的非破壊評価への応用を見越し，弾性体を対象としたト
ポロジー導関数を用いた散乱体決定解析を考える．スカラー
波動問題における先行研究 (3)(4) と同様に，弾性体を対象と
した動弾性波動問題においてもトポロジー導関数及びレベル
セット法を用いた散乱体決定解析手法が適用できることが期
待される．

2022 年 11 月 07 日受付，2022 年 11 月 16 日受理

一方で，これまでに提案されている弾性体に対するトポロ
ジー導関数を用いた散乱体決定解析では，領域の境界上での
変位 uの全ての成分を用いてトポロジー導関数が定義されて
いる (1)．実際のレーザ超音波計測では、計測対象物表面を
レーザ干渉計を用いて計測する．レーザ干渉計は，機器から
照射されるレーザと対象物表面で反射して機器に戻ってくる
レーザとの位相差よりレーザ照射点の粒子速度を計測する．
照射点からの散乱レーザ光が多く戻ってくる法線方向の粒子
速度については精度良く計測が可能である．一方で，粒子速
度の水平速度成分の計測は，同一の計測点でレーザを法線方
向と，法線方向からある一定角度傾けた方向から照射し，2

つの計測データから水平速度成分を取り出す方法が用いられ
ている. レーザ照射方向が法線方向から少しでも傾くと，対
象物からの散乱レーザ光の受光量が減少し，安定したレーザ
計測が行えないといった問題がある．また，散乱レーザ光を
受光するために照射角度も法線方向から 17°程度までしか
傾けることができず (5)，s/n比の悪い斜め方向からの計測値
から取り出す粒子速度の水平速度成分の信頼度は高くない．
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そこで，本研究では実際のレーザ超音波計測で十分な精度
で計測可能な材料表面の粒子速度成分のみを用いたトポロ
ジー導関数を定義し，レベルセット法の適用を見据えて，散
乱体の決定精度について検証する．なお，本論文では 2次元
の弾性体を扱うこととする.

2. トポロジー導関数を用いた散乱体決定解析
まずは，Bonnetの研究 (1) で示された，弾性材料を対象と

したトポロジー導関数を用いた散乱体決定解析について記述
する．
2.1. 目的汎関数

Fig.1のように，内部に複数の散乱体を持つ 2次元の等方
弾性体 Ω における初期値境界値問題を考える．Ω の外部境
界を S，内部の複数の散乱体の占める領域の集合をD，Dの
境界を Γ，ΩΓ := Ω \D としたときの変位 uΓ (ξ, t)について
の動弾性方程式の初期値境界値問題を P(Γ )とする．

P(Γ ) :

∆∗uΓ (ξ, t) = ρüΓ (ξ, t) (ξ ∈ ΩΓ , t > 0)

t[uΓ ](ξ, t) = p(ξ, t) (ξ ∈ S, t > 0)

t[uΓ ](ξ, t) = 0 (ξ ∈ Γ , t > 0)

uΓ (ξ, 0) = u̇Γ (ξ, 0) = 0 (ξ ∈ ΩΓ )

(1a)

(1b)

(1c)

(1d)

ここに，∆∗ は弾性方程式の微分作用素，t はトラクション
であり，それぞれ

(∆∗u)i = Cijklul,kj (2)

t[u]i = Cijklul,knj (3)

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (4)

である．また，pは既知ベクトル，nは境界上の外向き単位
法線ベクトル，λ, µはラメ定数，ρは弾性体の密度，δij はク
ロネッカーのデルタ，( ),iは空間座標による微分 ∂

∂ξi
である．

Fig. 1 初期値境界値問題 P(Γ )

ここで，散乱体の配置 Γ によって求まる次の目的汎関数
J(ΩΓ )を導入する．

J(ΩΓ ) :=

∫ T

0

∫
Sobs

φ(uΓ (ξ, t), ξ, t)dl(ξ)dt (5)

φ(w, ξ, t) := |w − utrue(ξ, t)|2 (6)

ここに，utrue は正解の散乱体配置 Γtrue での初期値境界値問
題 P(Γtrue)の解であり，Ω の境界の一部 Sobs ⊂ S で計測で
きているとする．
導入した目的汎関数 J(ΩΓ )を最小とする散乱体配置 Γ を

求めることで，散乱体の数，位置，形状を決定する逆解析を
考える．トポロジー導関数を用いた散乱体決定解析では，散
乱体配置 Γ に加えて，Fig.2のように，中心 x0, 半径 ϵの微
小な円形散乱体Dϵ が追加された問題 P(Γϵ)を考える．ここ
に，Γϵ = Γ + ∂Dϵ である．トポロジー導関数 T (x0)を

T (x0) = lim
ϵ→0

1

πϵ2
{J(ΩΓϵ)− J(ΩΓ )} (7)

と定義する．点 x0が正解の散乱体の配置の内点であれば，目
的汎関数 J は小さくなる．つまり，トポロジー導関数 T (x0)

は負になるはずである．この考えに基づき，値が負となるト
ポロジー導関数を持つ点とその点でのトポロジー導関数の値
の分布を用いて散乱体の数，位置，形状を推定する．

Fig. 2 微小な円形散乱体 Dϵ が追加された初期値境界値問
題 P(Γϵ)

2.2. トポロジー導関数
初期値境界値問題 P(Γ )の随伴問題 P̂(Γ )を以下で定める．

P̂(Γ ) :

∆∗ûΓ (ξ, t) = ρ ¨̂uΓ (ξ, t) (ξ ∈ ΩΓ , t > 0)

t[ûΓ ](ξ, t)

=
∂φ

∂w
(uΓ (ξ,T − t), ξ, T − t) (ξ ∈ Sobs, t > 0)

t[ûΓ ](ξ, t) = 0 (ξ ∈ S \ Sobs, t > 0)

t[ûΓ ](ξ, t) = 0 (ξ ∈ Γ , t > 0)

ûΓ (ξ, 0) = ˙̂uΓ (ξ, 0) = 0 (ξ ∈ ΩΓ )

(8a)

(8b)

(8c)

(8d)

(8e)
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Fig. 3 随伴問題 P̂(Γ )

このとき，トポロジー導関数 T (x0)は元の問題 P(Γ )の解
uΓ，及び随伴問題 P̂(Γ )の解 ûΓ により，

T (x0) =
(
Aijklσ[û

Γ ]ij ∗ σ[uΓ ]kl + ρ ˙̂uΓ
k ∗ u̇Γ

k

)
(x0, T ) (9)

で求まる (1)(6)．ここに，

σ[w]ij = Cijklwl,k (10)

Aijkl = − 1− ν

2µ(1 + ν)
δijδkl +

1− ν

µ
(δikδjl + δilδjk) (11)

であり，( ) ∗ ( )は時間についての畳み込み，ν はポアソン比
である．

3. 計測可能なレーザ超音波計測データを用いたトポロジー
導関数による散乱体決定解析
3.1. 計測可能なレーザ超音波計測データを用いたトポロジー
導関数
随伴問題の境界条件 (8b)式右辺は

∂φ

∂w
(uΓ (ξ, T − t), ξ, T − t)

=2
(
uΓ (ξ, T − t)− utrue(ξ, T − t)

)
(12)

である．一方で，レーザ干渉計を用いたレーザ超音波計測で
十分な精度で測定できるのは対象物表面の法線方向の粒子速
度 u̇obs(ξ, t) = u̇true(ξ, t) ·n(ξ)であり，接線方向の成分は精
度よく計測できない．そのため，(8b)式はこのままの形で計
算することはできない．
そこで，目的汎関数を次のように計測可能な法線成分 u̇obs

で構成する．

J̃(ΩΓ ) :=

∫ T

0

∫
Sobs

φ̃(u̇Γ (ξ, t), ξ, t)dl(ξ)dt (13)

φ̃(w, ξ, t) :=
{
w · n(ξ)− u̇obs(ξ, T − t)

}2

(14)

このとき，(8b)式及び随伴問題は次のようになる．

t[ûΓ ](ξ, t)

=
∂φ̃

∂w
(u̇Γ (ξ, T − t), ξ, T − t)

=2
{
u̇Γ (ξ, T − t) · n(ξ)− u̇obs(ξ, T − t)

}
n(ξ) (8b’)

P̃(Γ ) :



∆∗ũΓ (ξ, t) = ρ ¨̃uΓ (ξ, t) (ξ ∈ ΩΓ , t > 0)

t[ũΓ ](ξ, t)

=
∂φ̃

∂w
(u̇Γ (ξ,T − t), ξ, T − t) (ξ ∈ Sobs, t > 0)

t[ũΓ ](ξ, t) = 0 (ξ ∈ S \ Sobs, t > 0)

t[ũΓ ](ξ, t) = 0 (ξ ∈ Γ , t > 0)

ũΓ (ξ, 0) = ˙̃uΓ (ξ, 0) = 0 (ξ ∈ ΩΓ )

(15a)

(15b)

(15c)

(15d)

(15e)

元の問題 P(Γ )の解 uΓ，及び改良された随伴問題 P̃(Γ )の
解 ũΓ を用いて，レーザ超音波計測データを直接用いるため
に改良されたトポロジー導関数

T̃ (x0) =
(
Aijklσ[ũ

Γ ]ij ∗ σ[u̇Γ ]kl + ρ ˙̃uΓ
k ∗ üΓ

k

)
(x0, T ) (16)

が得られる．
3.2. 比較対象とするトポロジー導関数
粒子速度の法線成分のみで導いたトポロジー導関数との比

較対象として対象物表面の粒子速度 u̇true の法線成分と接線
成分両方を用いるトポロジー導関数 T̆ (x0) を導入する．そ
こで，目的汎関数を次のように変更する．

J̆(ΩΓ ) :=

∫ T

0

∫
Sobs

φ̆(u̇Γ (ξ, t), ξ, t)dl(ξ)dt (17)

φ̆(w, ξ, t) := |w − u̇true(ξ, t)|2 (18)

このとき，(8b)式及び随伴問題は次のようになる．

t[ŭΓ ](ξ, t)

=
∂φ̆

∂w
(u̇Γ (ξ, T − t), ξ, T − t)

=2
{
u̇Γ (ξ, T − t)− u̇true(ξ, T − t)

}
(8b”)

P̆(Γ ) :

∆∗ŭΓ (ξ, t) = ρ ¨̆uΓ (ξ, t) (ξ ∈ ΩΓ , t > 0)

t[ŭΓ ](ξ, t)

=
∂φ̆

∂w
(u̇Γ (ξ,T − t), ξ, T − t) (ξ ∈ Sobs, t > 0)

t[ŭΓ ](ξ, t) = 0 (ξ ∈ S \ Sobs, t > 0)

t[ŭΓ ](ξ, t) = 0 (ξ ∈ Γ , t > 0)

ŭΓ (ξ, 0) = ˙̆uΓ (ξ, 0) = 0 (ξ ∈ ΩΓ )

(19a)

(19b)

(19c)

(19d)

(19e)

元の問題 P(Γ )の解 uΓ，及び随伴問題 P̆(Γ )の解 ŭΓ を用
いて比較対象のトポロジー導関数

T̆ (x0) =
(
Aijklσ[ŭ

Γ ]ij ∗ σ[u̇Γ ]kl + ρ ˙̆uΓ
k ∗ üΓ

k

)
(x0, T ) (20)

が得られる．

4. 数値計算結果
各初期値境界値問題は区分一定の空間内挿関数，区分線形

の時間内挿関数を用いて離散化を行い，時間域の境界積分方
程式法 (7) により解を求める．
4.1. 数値解析例 1

4.1.1. 問題設定
4 点 O(0, 0),A(0, 1),B(1, 1),C(1, 0) を頂点とする正方形

の 2 次元等方弾性体（Fig.4）を考える．この弾性体は中心
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(0.5, 0.5)，半径 0.1 の円形の空洞を持つ．この空洞を未知
として，弾性体表面の粒子速度の法線成分から空洞の配置
Γ true = {ξ|(ξ1 − 0.5)2 + (ξ2 − 0.5)2 = 0.12}を決定する問題
を考える．材料定数はそれぞれ，λ = 2, µ = 1, ρ = 1とす
る．入力として下辺の中点に次のトラクション

t[u](ξ, t) = p(ξ, t)

=

−δ(ξ1 − 0.5)δ(ξ2)sin(4πt) n(x1, x2) (0 < t < 1)

0 (otherwise)

を入射し，時刻 t = 2 まで，計測範囲 Sobs = S（4 辺全て）
で計測を行った．時間域の境界要素法において，時間増分
∆t = 0.02，境界要素サイズ ∆x = 0.02とした．散乱体決定
解析においては，内部に散乱体が存在しない状態，すなわち，
Γ = ∅とし，弾性体の内点（49× 49個の格子点）でのトポ
ロジー導関数を計算した．

Fig. 4 例 1: 中心に円形空洞を持つ 2次元等方弾性体

4.1.2. 数値計算結果
計算された内点でのトポロジー導関数の等高線を Fig.5～6

に示す．なお，これらのトポロジー導関数の値は最も小さな
値となるトポロジー導関数の値で正規化されたものである．

Fig. 5 例 1: 中心に円形空洞を持つ弾性体における粒子速度
の法線成分のみを用いたトポロジー導関数の等高線

Fig. 6 例 1: 中心に円形空洞を持つ弾性体における粒子速
度の法線成分・接線成分両方を用いたトポロジー導関数の等
高線

Fig.5より，計測される粒子速度の法線成分 u̇obs を用いた
トポロジー導関数による散乱体決定解析においても，正解の
散乱体位置でトポロジー導関数は符号が負で絶対値の大きな
値となって分布しており，正しく散乱体の情報を推定できて
いることがわかる．また，Fig.6 との比較により，対象物表
面の粒子速度の接線成分は散乱体の決定にほぼ関与していな
いことがわかった．
4.2. 数値解析例 2

4.2.1. 問題設定
4点 O(0, 0),A(0, 1),B(1, 1),C(1, 0)を頂点とする正方形の

2次元等方弾性体（Fig.7）を考える．この弾性体は中心がそ
れぞれ (0.3, 0.5), (0.7, 0.5)，半径がそれぞれ 0.04, 0.06 の 2

つの円形の空洞を持つ．この空洞を未知として，弾性体表
面の粒子速度の法線成分から空洞の配置 Γ true = {ξ|(ξ1 −
0.3)2 + (ξ2 − 0.5)2 = 0.042} ∪ {ξ|(ξ1 − 0.7)2 + (ξ2 − 0.5)2 =

0.062}を決定する問題を考える．材料定数はそれぞれ，λ =

2, µ = 1, ρ = 1 とする．入力として下辺の 3 点 (x1, x2) =

(0.2, 0), (0.5, 0), (0.8, 0)に次のトラクション

t[u](ξ, t) = p(ξ, t)

=

−δ(ξ1 − x1)δ(ξ2 − x2)sin(4πt) n(x1, x2) (0 < t < 1)

0 (otherwise)

を 1回ずつ，計 3回入射し，計測範囲Sobs = S（4辺全て）で時
刻 t = 2まで計測を行った．時間域の境界要素法において，時
間増分∆t = 0.02，境界要素サイズ∆x = 0.02とした．散乱体
決定解析においては，(1)内部に散乱体が存在しない状態，す
なわち，Γ = ∅，(2)半径が大きい方の空洞については位置・形
状が既知，すなわち，Γ = {ξ|(ξ1−0.7)2+(ξ2−0.5)2 = 0.062}
の 2通りにおいて弾性体の内点（49 × 49個の格子点）での
トポロジー導関数を計算した．
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Fig. 7 例 2: 2つの円形の空洞を持つ 2次元等方弾性体

4.2.2. 数値計算結果
3回の計測データを用いて計算された内点でのトポロジー

導関数を合計した値の等高線を Fig.8～11に示す．なお，こ
れらのトポロジー導関数の値は最も小さな値となるトポロ
ジー導関数の値で正規化した値である．

Fig. 8 例 2(1) 2つの空洞を持つ弾性体における，粒子速度
の法線成分のみを用いたトポロジー導関数の等高線

Fig. 9 例 2(1) 2つの空洞を持つ弾性体における，粒子速度
の法線成分・接線成分両方を用いたトポロジー導関数の等
高線

Fig. 10 例 2(2) 2つの空洞を持つ弾性体において，空洞の 1

つは既知の場合の粒子速度の法線成分のみを用いたトポロ
ジー導関数の等高線

Fig. 11 例 2(2) 2つの空洞を持つ弾性体において，空洞の 1

つは既知の場合の粒子速度の法線成分・接線成分両方を用い
たトポロジー導関数の等高線

Fig.8 では半径が大きい方の散乱体が存在する箇所で，
Fig.10では未知とした散乱体が存在する箇所でトポロジー導
関数は符号が負で絶対値の大きな値になっておりレーザ超音
波計測データ uobs を用いたトポロジー導関数による散乱体
決定解析において一定の精度で散乱体の情報を推定できてい
ることがわかる．また，それぞれ Fig.9, 11 と比較して，推
定の精度は大きくは低下していないことが確認できる．

Fig.8, 9では共通して点 (0.5, 0.8)付近でトポロジー導関数
が符号が負で絶対値の大きな値になっており，あたかもこの
位置に散乱体が存在するかのような推定結果となっている．
法線成分のみを用いている Fig.8では特に，実際に散乱体が
存在する点 (0.7, 0.5) 付近との比率が大きくなっており，法
線成分のみを用いたことによって推定精度が低下したと言え
る．一方で Fig.8, 9の点 (0.1, 0.15)付近に着目すると，実際
に散乱体が存在する点 (0.7, 0.5)付近との比率は法線成分の

− 175  −



みを用いた Fig.8の方が小さくなっており，必ずしも全ての
点において推定精度が低下するわけではない．
4.3. 数値解析例 3

4.3.1. 問題設定
4.2節では 2つの散乱体の中心位置が左右対象な数値例を

扱ったが，本節では中心位置が非対称な例を扱う.

4点 O(0, 0),A(0, 1),B(1, 1),C(1, 0)を頂点とする正方形の
2次元等方弾性体（Fig.12）を考える．この弾性体は半径がと
もに 0.05，中心がそれぞれ (0.3, 0.5), (0.6, 0.7)の 2つの円形の
空洞を持つ．この空洞を未知として，弾性体表面の粒子速度の
法線成分から空洞の配置 Γ true = {ξ|(ξ1−0.3)2+(ξ2−0.5)2 =

0.052} ∪ {ξ|(ξ1 − 0.6)2 + (ξ2 − 0.7)2 = 0.052} を決定する問
題を考える．材料定数はそれぞれ，λ = 2, µ = 1, ρ = 1と
する．入力として上辺及び下辺のそれぞれ 3点ずつ，計 6点
(x1, x2) = (0.2, 0), (0.5, 0), (0.8, 0), (0.2, 1), (0.5, 1), (0.8, 1) に
次のトラクション

t[u](ξ, t) = p(ξ, t)

=

−δ(ξ1 − x1)δ(ξ2 − x2)sin(4πt) n(x1, x2) (0 < t < 1)

0 (otherwise)

を 1回ずつ，計 6回入射し，計測範囲Sobs = S（4辺全て）で時
刻 t = 2まで計測を行った．時間域の境界要素法において，時
間増分∆t = 0.02，境界要素サイズ∆x = 0.02とした．散乱体
決定解析においては，(1)内部に散乱体が存在しない状態，す
なわち，Γ = ∅，(2)中心が (0.3, 0.5)の空洞については位置・形
状が既知，すなわち，Γ = {ξ|(ξ1−0.3)2+(ξ2−0.5)2 = 0.052}
の 2通りにおいて弾性体の内点（49 × 49個の格子点）での
トポロジー導関数を計算した．

Fig. 12 例 3: 2つの円形の空洞を持つ 2次元等方弾性体

4.3.2. 数値計算結果
6回の計測データを用いて計算された内点でのトポロジー

導関数を合計した値の等高線を Fig.13～16に示す．なお，こ
れらのトポロジー導関数の値は最も小さな値となるトポロ
ジー導関数の値で正規化した値である．

Fig. 13 例 3(1)2つの空洞を持つ弾性体における，粒子速度
の法線成分のみを用いたトポロジー導関数の等高線

Fig. 14 例 3(1)2つの空洞を持つ弾性体における，粒子速度
の法線成分・接線成分両方を用いたトポロジー導関数の等
高線

Fig. 15 例 3(2)2つの空洞を持つ弾性体において，空洞の 1

つは既知の場合の粒子速度の法線成分のみを用いたトポロ
ジー導関数の等高線
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Fig. 16 例 3(2)2つの空洞を持つ弾性体において，空洞の 1

つは既知の場合の粒子速度の法線成分・接線成分両方を用い
たトポロジー導関数の等高線

Fig.13 では中心が (0.3, 0.5) の散乱体が存在する箇所で，
Fig.15では未知とした散乱体が存在する箇所でトポロジー導
関数は符号が負で絶対値の大きな値になっておりレーザ超音
波計測データ uobs を用いたトポロジー導関数による散乱体
決定解析において一定の精度で散乱体の情報を推定できてい
ることがわかる．また，それぞれ Fig.14, 16と比較して，推
定の精度は低下していないことが確認できる．
しかしながら，Fig.13, 14では全く同じ大きさ・形状の散

乱体が内部にあるにもかかわらず，中心が (0.3, 0.5) の散乱
体が存在する箇所と比較して中心 (0.6, 0.7)の散乱体が存在
する箇所ではトポロジー導関数は絶対値の小さい値となって
おり，散乱体の大きさ・形状が等しいとしても，弾性体内の
位置によってトポロジー導関数の値が変わってしまうことが
わかる．

5. 結論
対象物表面の法線方向の粒子速度を用いたトポロジー導

関数の精度を簡単な数値例で検証した．今回扱った例では，
法線方向・接線方向両方の粒子速度を用いたトポロジー導関
数と比較してほとんど遜色ない精度で欠陥の位置の推定を行
えることが確認できた．
しかしながら，法線成分のみを用いるもの，法線・接線両

方の成分を用いるものを問わず，実際に散乱体が存在しない
位置でトポロジー導関数が符号が負で絶対値の大きい値にな
る場合があること，大きさ・形状が等しいとしても，位置に
よってトポロジー導関数の値が変わってしまうことが確認で
きた．今後の課題であるレベルセット法の適用を考える上で
は，これらの性質について留意する必要がある．
また，3次元の弾性波動問題に適用した場合の精度を検証

することも今後の課題である．
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