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Additive Manufacturing (AM) is facilitating the fabrication of optimal structures derived

from topology optimization. While AM can produce complex shapes, support materials

are required when the overhang angle exceeds a certain angle. However, the use of sup-

port materials is time-consuming and costly. Therefore, there is a need for topology

optimization that produces manufacturable structures without support materials. Re-

cently, a method has been proposed to formulate geometric constraints by introducing

a fictitious physical model that detects geometric features. However, converging to the

optimal geometry is difficult with the method because a fictitious physical model is com-

pletely independent of a mechanical model describing physical phenomena and acts in a

non-interlocking manner. In this study, we propose a“coupled fictitious physical model”
in which two models interact. Specifically, convergence is improved by varying the ma-

terial constants used in the mechanical model so that the value of the objective function

worsens near domains where geometric constraints are violated. As an example, we con-

sider a stiffness maximization problem with overhang constraints, formulate a coupled

fictitious physical model, and perform a sensitivity analysis. Finally, a numerical example

is provided to confirm the validity.

Key Words: Level Set Method, Topology Optimization, Overhang constraint, Geometric

constraint, Optimal design, Fictitious physical model, Coupled fictitious physical model

1. 緒言
近年，トポロジー最適化を機械製品をはじめとする様々な

工業製品に応用する研究が盛んである．トポロジー最適化と
はトポロジーの変更を許容しながら最適構造を自動的に導き
出す設計手法であり，最も設計自由度の高い構造最適化法と
して知られている．例として，熱伝導問題への適用例 (1) や
音響問題への適用例 (2) などが挙げられる．しかしながら，
トポロジー最適化により得られた最適形状は幾何学的に非常
に複雑な部分構造を有することが多い．故に，最適形状の製
造には，造形可能な形状の自由度が高い造形方法である，積
層造形法が適している．
積層造形法では様々な形状が造形可能であるものの，いく
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つかの制限がある．その中の一つとして，構造境界の接線の
傾斜角 (以下，オーバーハング角) がある一定の角度を超過
すると樹脂などの素材を積層することが困難となりサポート
材が必要となる制限がある．ここで，サポート材とは，造形
工程上の都合から，造形形状に追加するように造形される仮
の構造である．このサポート材の利用には幾つかの問題があ
る．まず，サポート材の除去には多大な時間とコストがかか
る．加えて，サポート材が構造的に内部に閉じ込められた箇
所に存在する場合除去することが不可能である．これらの問
題点から，オーバーハング角がサポート材なしで積層可能な
最小の角度を超過しないようにする制約 (以下，オーバーハ
ング制約)を満たしたトポロジー最適化手法が求められる．
オーバーハング制約を課した最適設計手法に関して，幾
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つかの先行研究が挙げられる．Leary et al.(3) はオーバーハ
ング制約を考慮せずにトポロジー最適化を行った後，制約
を満たすように再度設計を行う手法を提案している．しか
し，提案された再設計法はオーバーハング角を考慮して人為
的に構造領域を付け加える方法であり，得られた最適形状
とは大きく性能が変化する可能性がある．Gayor et al.(4) や
Langelaar(5) は密度法に基づき，下部の要素が構造領域で積
層可能な場合のみ形状が追加されるようにする密度フィル
ターを用いた手法を提案している．これらの手法は各要素が
下部の形状に大きく依存し最適化過程で制約に違反する領域
ができることを許容しないため，最適化前の初期構造への依
存が大きく高い性能を持つ形状が得られにくい．Allaire et

al.(6) やWang et al.(7) は構造領域と空洞領域の境界が明瞭
であり幾何学的特徴を捉えやすいレベルセット法に基づく
手法を提案している．Allaire et al.は一定の剛性が満たされ
るように機械的制約を加えることで，制約を満たした形状を
作り出している．しかし，最適化の計算過程で多くの形状に
対して剛性を評価する必要があり，多大な計算コストがかか
る．一方，Wang et al. は構造領域の法線ベクトルから制約
関数を定義しているが，局所的に制約に違反する領域を正し
く検出できていない箇所が存在し，所望の最適形状とは異な
る形状に収束する可能性がある．
幾何学的制約を考慮した様々な最適設計手法が提案される

中，近年仮想的物理モデルを導入することで幾何学的特徴を
抽出する手法 (8)(9)(10)(11)(12) が提唱されている．仮想的物
理モデルでは，物理現象を定式化した力学モデルとは独立し
て，幾何学的特徴を抽出するための偏微分方程式を導入し，
トポロジー最適化の枠組に準拠した定式化が可能となる．し
かし，仮想的物理モデルは力学モデルと完全に独立して非連
動的に影響を及ぼすため，一つの最適形状に収束させること
が困難な場合がある．
従来の仮想的物理モデルにおける問題点に対して本研究で

は，仮想的物理モデルと力学モデルを独立させずに連動させ
る連成型仮想的物理モデルを新しく提案する．具体的には，
幾何学的制約条件に違反する領域で，力学モデルで用いられ
る材料定数を目的関数が悪化するように変化させることによ
り二つのモデルを仮想的に連成させる．それぞれのモデルを
組み合わせることで連動性が向上し収束性に関する問題点が
解決される可能性を有する．
本研究では，連成型仮想的物理モデルの妥当性を検証す

るために，剛性最大化問題を例として挙げて定式化及び感度
解析を行い，具体的な数値解析例を示して，有効性を検証す
る．以下の章では，まず第 2章でレベルセット法に基づくト
ポロジー最適化問題の定式化と今回具体例として扱う剛性最
大化問題について考える．次に，第 3章において連成型仮想
的物理モデルの定式化法について述べる．第 4章では仮想的
物理モデルによるオーバーハング制約の定式化を行った後，
第 3章で提案した定式化法に則り剛性最大化問題に連成型仮
想的物理モデルを導入した場合の定式化を行う．第 5章では

最適化問題の定式化，感度解析及び最適化アルゴリズムの構
築を行い，設計感度の観点から二つのモデルの連動性につい
て議論する．第 6章では具体的な数値解析例を考え，本手法
の妥当性を検証する．最後に第 7章で結言を記す．

2. レベルセット法に基づくトポロジー最適化
2.1. 基本的な考え方
レベルセット法に基づくトポロジー最適化について概要

を述べる．設計対象とする構造物を包括する領域 (以下，固
定設計領域)を D，構造領域を Ωとする．Yamada et al.(13)

の提案した手法に基づき，レベルセット関数 ϕ(x)を以下の
ように定義する．

0 < ϕ(x) ≤ 1 if x ∈ Ω

ϕ(x) = 0 if x ∈ ∂Ω

−1 ≤ ϕ(x) < 0 if x ∈ D\Ω

(1)

このとき，材料分布を表す特性関数 χ(ϕ)を以下のように定
義する．

χ(ϕ(x)) =

{
1 if ϕ ≥ 0

0 if ϕ < 0.
(2)

トポロジー最適化の基本的な考え方は，材料分布を設計変
数とし，目的関数 J を最小化 (あるいは最大化)する構造を
求める最適化問題として，構造最適化問題を定式化すること
である．特性関数 χ(ϕ)を用いて構造最適化問題は以下のよ
うに定式化される．トポロジー最適化の基本的な考え方は，
材料分布を設計変数とし，目的関数 J を最小化 (あるいは最
大化)する構造を求める最適化問題として，構造最適化問題
を定式化することである．所望の目的関数を表現する関数
j(u)及び特性関数 χ(ϕ)を用いて構造最適化問題は以下のよ
うに定式化される．

min
χ

J [u, χ(ϕ)] =

∫
D

j(u)χ(ϕ)dΩ (3)

subject to: Governing equations (4)

続いて，レベルセット関数の更新方法について述べる．
Yamada et al.(13) は仮想的な時間 tを導入して，レベルセッ
ト関数の変更を時間発展方程式により記述した．この手法に
基づき，レベルセット関数の更新を以下の反応拡散方程式で
行う．

∂ϕ(x, t)

∂t
= −K


CJ ′

∫
D

dΩ∫
D

|J ′|dΩ
− τ∇2ϕ(x, t)

 (5)

ただし，K ∈ R+は比例定数，C ∈ R+は正規化係数，τ ∈ R+

は正則化係数，J ′ は設計感度である．正則化係数 τ を調節
することにより構造領域の幾何学的な複雑さを制御すること
が可能となる．詳細は文献 (13) を参照されたい．
2.2. 剛性最大化問題
本研究では，代表的な問題設定である剛性最大化問題を扱

う．固定設計領域 D に対して，線形弾性体により構成され
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る構造領域 Ωの一部境界 Γt に静的な表面力 tを負荷し，構
造領域 Ωの一部境界 Γu において変位場 uを完全拘束する．
これらの境界条件のもと等方性線形弾性体を仮定した場合，
変位 uに対して，以下の支配方程式が成立する．

−∇ · σij(u) = 0 in Ω

u = 0 on Γu

σijnj = ti on Γt

σijnj = 0 on ΓN

(6)

ただし，ΓN = ∂D\(Γt ∪ Γu)である．σij(u)は応力テンソ
ルであり，ひずみテンソル ϵij(u)及び弾性テンソル Cijkl を
用いて以下のように定義される．

ϵij(u) =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
(7)

Cijkl = E
(

ν
(1+ν)(1−2ν)

δijδkl +
1

2(1+ν)
(δikδjl + δilδjk)

)
(8)

σij(u) = Cijklϵij(u) (9)

ただし，E はヤング率，ν はポアソン比である．このとき，
平均コンプライアンスを目的関数として，次式のように剛性
最大化問題を定式化する．

inf
χ

J(u) =

∫
Γt

t · udΓ (10)

3. 連成型仮想的物理モデルに基づく幾何学的制約条件の定
式化法
本研究では，従来の仮想的モデルの問題点を克服した連

成型仮想的物理モデルを提案する．仮想的物理モデル (8) と
は，製造工程や生産工程から要求される製造要件を考慮する
ために，物理現象のみを記述した力学モデルとは別に，仮想
的に導入される支配方程式系のことである．これにより，従
来のトポロジー最適化の枠組に準拠した定式化と数値解析ア
ルゴリズムの開発が可能になる．
先行研究では，フライス加工における幾何学的要件を満た

すために仮想的な定常移流拡散方程式を導出するモデル (10)

や，幾何学的特徴を抽出するために仮想的な物理場を導入す
るモデル (9)(11)，閉じた空洞領域をなくすために仮想的な熱
拡散方程式を定式化したモデル (12) などが提案されてきた．
しかし，今まで提案されてきた仮想的物理モデルは全て，力
学モデルとは完全に独立して非連動的に作用するため，問題
設定によっては，最適解の収束性が悪い場合がある．
このような課題を解決する方法として，本研究では仮想的

物理モデルと力学モデルを独立させずに連動的に作用させる
連成型仮想的物理モデルを新たに提案する．具体的には，仮
想的物理モデルにより導出された幾何学的制約条件に違反す
る領域において，目的関数を悪化させるように力学モデル内
の材料定数を変化させることにより二つのモデルを連成させ
る．この手法により，それぞれのモデルが互いに作用し合い
収束性が改善する可能性がある．
次章からは本手法の妥当性を検証するために，オーバーハ

ング制約及び平均コンプライアンス最小化問題を例に定式化

を行う．その後，感度解析を行い，連成させた結果生じる相
互作用について詳しく考察する．

4. オーバーハング制約の定式化
積層造形法におけるオーバーハング制約を明確にする．図

1に示すように，構造領域の境界 ∂Ωの傾斜角をオーバーハ
ング角 αと定義する．積層造形法ではオーバーハング角があ
る一定の角度より小さくなるとき，積層が困難となるため，
サポート材が必要となる．支持なしで積層可能な最小のオー
バーハング角 θを最小オーバーハング角とする．また，構造
領域の境界で α > θが満たされるようにする制約をオーバー
ハング制約とする．一例として，オーバーハング制約に違反
する境界 (以下，制約違反境界)を図 1に示す．
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Fig. 1: The definition of overhang angle and unmanu-

facturable boundaries without support structures. The

angle between the state variable s in the fictitious phys-

ical model and the inverse unit vector d in the building

direction equals to overhang angle.

4.1. 仮想的物理モデルに基づく制約条件の定式化
本研究では，制約違反境界を検出するために，構造領域の境

界の法線ベクトルを近似的に表現する仮想的物理モデル (8)を
用いる．固定設計領域をD，固定設計領域の周囲に十分な幅
の非設計領域DN を設けるとき，状態変数を si ∈ H1(D∪DN )

として，幾何学的特徴を抽出する仮想的物理モデルを以下の
ように定義する．{

−∇ · (as∇si − eiχ) + (1− χ)si = 0 in D ∪DN

si = 0 on ∂DN

(11)

ただし，as ∈ R+ は拡散係数，ei は Rn の正規直交基底ベク
トルである．図 2 に式 (11) で定義された仮想的物理モデル
の力学的な解釈を表した図を示す．式 (11) は，ヤング率を
as，ポアソン比を 0として，構造境界 ∂Ωに単位法線ベクト
ル nの荷重を付加した条件下で，空洞領域 D\Ωまたは非設
計領域 DN にばね係数 1 の仮想的なばねを配置した場合の
等方性線形弾性体の変位場を意味する (8)．仮想的なばねを
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配置することにより，非構造領域では境界付近のみ sの大き
さは大きくなる．また，固定設計領域 D の境界 ∂D にディ
リクレ条件 si = 0 を課した場合，設計領域境界における仮
想的物理モデル sが不安定となり境界付近の幾何学的特徴を
正しく捉えることが困難となる．故に，設計領域 D の外側
に非設計領域DN を設けて，拡張した領域D∪DN で仮想的
物理モデルを解く．一例として図 3bに，構造領域を図 3aの
ように定義し，as = 3× 10−4 としたときの仮想的物理モデ
ルの解を示す．

n

D\Ω

Ω D

DN

∂Ω

Fig. 2: Diagram representing the interpretation of the

fictitious physical model. The zigzag lines represent fic-

titious springs with the spring constant of 1.

0.0
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0.7
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1.0

(a) an example of struc-

ture χ

(b) a solution of fictitious

physical model s

Fig. 3: Numerical examples: structure and fictitious

physical field.

続いて，仮想的物理モデルを用いて制約違反境界を定式化
する．図 1より，幾何学的な関係性から，法線ベクトルを近
似した s と積層方向の逆単位ベクトル d の成す角度はオー
バーハング角 α と一致する．このとき s と d の内積を用い
ることで，オーバーハング角 αと最小オーバーハング角 θの
関係性を以下のように表現できる．{

s · d ≥ ∥s∥ cos θ if α ≤ θ

s · d < ∥s∥ cos θ if α > θ
(12)

式 (12)の上式は制約違反境界の場合に成立する式であり，下

式はオーバーハング制約を満たす境界の場合に成立する式で
ある．
これらを踏まえて，仮想的な物理場 sを用いた近似的な制

約違反境界を以下の式で定義する．

g1(s)(1− χ)2 =

as

(1− cos θ)2

{
R(s · d−

√
∥s∥2 + ϵs cos θ)

}2

(1− χ)2 (13)

ただし，R(x)は以下のように定義される近似ランプ関数で
ある．

R(x) =
1

2
(x+

√
x2 + ϵr) (14)

ここで，設計感度を導出する際に式 (13) を微分する必要が
あるため，パラメータ ϵs，ϵr を導入している．右辺第二項は
制約違反境界では正の値をとり，それ以外の境界では近似ラ
ンプ関数内の変数が負となるため 0となり排除される．右辺
第三項は，非構造領域 (1− χ)内の境界付近を除いた領域は
g1(s) ≃ 0(∵ s ≃ 0)であることを利用し，境界を抽出する項
である．
しかし，例外的に式 (13) は上に凸または下に凸の局所的

に鋭利な点 (以下，幾何学的特異点) 付近における制約違反
境界を正しく検出できない．図 4に幾何学的特異点に該当す
る箇所を示す．c−の箇所は局所的にサポート材なしで製造
可能である．しかし，c−付近においては，式 (13)が正の値
を持ち制約違反境界として検出される．一方，c+の箇所は
積層プラットフォームから離れておりオーバーハング制約
に違反している．しかし，大域的に c+を除いた領域を見て
オーバーハング制約が満たされている場合，制約違反境界は
c+ の箇所のみとなり，制約違反境界は無限に小さくなる．
故に，c+の制約違反境界を強調して下に凸の氷柱状の形が
形成されないようにする必要がある．

c−

c−
c−

c+c+
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Fig. 4: Geometric singular points.

このような幾何学的特異点における問題に対して，c−付
近の平均曲率は局所的に大きい負の値をとり c+付近の平均
曲率は大きい正の値をとる性質を利用することで，制約違反
境界を正確に検出する (9)．仮想的物理モデルを用いて近似
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した単位法線ベクトル f，及び平均曲率 ∇ · f を用いて幾何
学的特異点を考慮した式 g2(s)を以下のように定義する．

f =
s√

∥s∥2 + ϵsn
(15)

g2(s) = R(1 + β∇ · f) (16)

ただし，β ∈ R+は平均曲率を考慮する度合いを表すパラメー
タであり，ϵsn は微小パラメータである．c−の部分では，式
(16)内の近似ランプ関数内部の変数が負となる (∵ ∇·f ≪ 0)

ため排除される一方，c+の部分では内部の変数が大きい正
の値となる (∵ ∇ · f ≫ 1)ため強調される．
以上より，幾何学的特異点を考慮して正確に制約違反境界

を検出する式は以下のようになる．

g(s)(1− χ)2 = g1(s)g2(s)(1− χ)2 (17)

構造領域を図 3aのように定義して最小オーバーハング角を
45◦，β = 0.1としたとき，幾何学的特異点を考慮しない場合
(図 5a)及び考慮した場合 (図 5b)の比較図を図 5に示す．こ
の図から幾何学的特異点を考慮した場合，c−の特異点は排
除され，c+の特異点が強調されていることが確認できる．
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(a) unmanufacturable

boundaries not consid-

ering geometric singular

points g1(s)(1− χ)2

0.00
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.10

(b) unmanufacturable

boundaries considering

geometric singular points

g1(s)g2(s)(1− χ)2

Fig. 5: Numerical examples: comparison of methods for

detecting unmanufacturable boundaries without sup-

port structures (minimum overhang angle is 45◦).

4.2. 連成型仮想的物理モデルの定式化
第 2.2節で述べた剛性最大化問題を例に，オーバーハング

制約を考慮した連成型仮想的物理モデルの定式化について考
える．
連成型仮想的物理モデルでは幾何学的制約に違反する領

域 (以下，制約違反領域) の材料定数を目的関数が悪化する
ように変化させる．しかし，式 (17) で定義された制約違反
境界は境界のみに値を持つため，領域として制約に違反す
る部分を定義できない．そこで本研究では，制約違反境界
g(s)(1− χ)2 を仮想的な熱源として拡散させた領域 pを用い
て制約違反領域を定義する．制約違反境界を拡散させる熱拡
散方程式を以下に示す．{

−∇ · (ap∇p) + p = g(s)(1− χ)2 in (D ∪DN )

p = 0 on ∂DN

(18)

ただし，ap ∈ R+ は拡散係数である．このとき拡散場 pと構
造領域 χ の共通部分を制約違反領域と定義する．構造領域
を図 3a のように定義し ap = 1 × 10−3 としたとき，制約違
反領域 pχの数値例を図 6aに示す．
続いて，制約違反領域 pχを用いて目的関数を悪化させる

ように材料定数を変化させる．本研究では，式 (10)で定式化
された剛性最大化問題を例に，目的関数として平均コンプラ
イアンス，材料定数としてヤング率を適用する．平均コンプ
ライアンスを悪化すなわち増大させるには，構造領域のヤン
グ率を低下させれば満たされる．これを踏まえて，オーバー
ハング制約を考慮した仮想的ヤング率を以下のように定義
する．

Ef(p, χ) = E

(
1− 2

π
arctan(γpχ)

)
(19)

ここで E は元々の材料のヤング率，γ ∈ R+ はヤング率を低
下させる度合いを変化させるパラメータである．式 (19) に
より，拡散場と構造領域の共通部分のヤング率を低下させ，
それ以外の領域は元々の材料のヤング率となる．構造領域を
図 3a のように定義し γ = 50 としたとき，仮想的ヤング率
Ef(p)の数値例を図 6bに示す．
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(b) fictitious young’s

modulus Ef(p, χ)

Fig. 6: Numerical examples: domains that violate over-

hang constraint and fictitious young’s modulus.

5. 最適化問題の定式化と数値解析アルゴリズム
5.1. 最適化問題の定式化
第 4章で定式化した連成型仮想的物理モデルに基づき，剛

性最大化問題を考える．目的関数は第 2章で定式化された式
(10)と同様である．また，固定設計領域をD，固定設計領域
の外部に十分な幅を持たせた非設計領域をDN とする．固定
設計領域 D に対して境界 Γt に静的な表面力 tを加え，境界
Γu で変位 uを 0として完全拘束する．Γu 及び Γt の位置は
最適化過程で変更されないものとし，それ以外の境界は生成
及び消滅を繰り返すものとする．これらの境界条件のもと，
全体の体積が閾値 Vmax を超えないように体積制約 Gv を課
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す．このとき，制約条件は次式となる．

Gv(χ(ϕ)) =

∫
Ω

χ(ϕ)dΩ− Vmax ≤ 0

−∇ · (as∇si − eiχ(ϕ)) + (1− χ(ϕ))si = 0 in DA

si = 0 on ∂DN

−∇ · (ap∇p) + p = g(s)(1− χ(ϕ))2 in DA

p = 0 on ∂DN

−∇ · σij(u, p, ϕ) = 0 in Ω

u = 0 on Γu

σijnj = ti on Γt

σijnj = 0 on ΓN

(20)

ただし，DA = D ∪DN，ΓN = ∂D\(Γt ∪ Γu)である．また，
応力テンソル σij(u, p, ϕ)はひずみテンソル ϵij(u)及び弾性
テンソルは Cijkl(p, ϕ)を用いて以下のように定義される．

ϵij(u) =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
(21)

Cijkl(p, ϕ) = Ef(p, ϕ)(
ν

(1+ν)(1−2ν)
δijδkl +

1
2(1+ν)

(δikδjl + δilδjk)
)

(22)

Ef(p, ϕ) = E
(
1− 2

π
arctan (γpχ(ϕ))

)
(23)

σij(u, p, ϕ) = Cijkl(p, ϕ)ϵij(u) (24)

ただし，E は元々の材料のヤング率であり，ν はポアソン比
である．
5.2. 変位場の近似解法
最適化の過程で構造領域 Ω は変化し続けるため，最適化

過程のステップごとに有限要素メッシュを再定義する必要が
ある．しかしメッシュ再定義には膨大な計算コストがかかる
ため，空洞領域 D\Ωでは相対的に小さい弾性テンソルを持
つ構造材料であると仮定する (14)．このとき，構造領域と空
洞領域の境界を滑らかな分布にするヘビサイド関数H を用
いて，固定設計領域に対して拡張された弾性テンソル C̃ijkl

は以下のように定義される．

C̃ijkl = {(1− d)H (ϕ, ϵu) + d}Cijkl (25)

H (ϕ, ϵu) =
0 if ϕ < ϵu

1

2
+

(
15

16

ϕ

ϵu
− 5

8

(
ϕ

ϵu

)3

+
3

16

(
ϕ

ϵu

)5
)

if ϕ ∈ [−ϵu, ϵu]

1 if ϕ > ϵu

(26)

ただし，ϵu ∈ R+は，ヘビサイド関数の遷移幅を表すパラメー
タであり，dは構造領域のヤング率に対する空洞領域の相対
的な値である．遷移幅を設ける場合，計算の初期段階で一部
グレースケールとなる箇所が生まれる．しかし，今回の問題
設定では，一時的なグレースケールは許容でき最終的に明確
な境界線を持つ構造が得られるため，近似解法を用いる．
5.3. 感度解析
続いて，随伴変数法に基づいた感度解析の結果を示す．平

均コンプライアンスを目的関数とした剛性最大化問題は自己

随伴問題であり，変位 uと対応する随伴変数 v は一致する．
また．拡散場 pにおける随伴変数を λp とすると，随伴方程
式は以下の式となる． −ap∇2λp + λp = −∂σij(u, p, ϕ)

∂p

∂vi
∂xj

in DA

λp = 0 on ∂DN

(27)

随伴変数 λp を用いて，仮想的物理モデル sの随伴変数 λs は
以下の方程式により導かれる． −as∇2λsi + (1− χ(ϕ))λsi = λp

∂g(s)

∂si
(1− χ(ϕ))2 in DA

λsi = 0 on ∂DN

(28)

以上の設計変数及び随伴変数を用いて，連成型仮想的物理
モデルにおける設計感度は以下のように導出される．

J ′ =

(
Cijkl(p, ϕ)

∂uk

∂xl

∂vi
∂xj

+
∂Cijkl(p, ϕ)

∂ϕ

∂uk

∂xl

∂vi
∂xj

+ 2 (1− χ(ϕ))λpg(s)− ei∇λsi − siλsi

)
χ(ϕ) (29)

式 (29) の第一項及び第二項は弾性方程式を記述した力学モ
デルに基づく設計感度であり，第四項及び第五項は仮想的物
理モデルに基づく設計感度である．連成型仮想的物理モデル
によって二つのモデルを連成することにより，力学モデル内
の弾性テンソル Cijkl(p, ϕ) が仮想的物理モデルの影響を受
け，各モデル間の相互作用が起きる．さらに，式 (29)の第三
項が新たな設計感度として導出され，この項は二つのモデル
の連動性を向上させる意味合いを持つ．従って，提案する連
成型仮想的モデルにより，変位場に関する設計感度において
も，幾何学的制約条件の影響が入ることで，目的関数と制約
条件の両者への寄与を考慮しながら形状更新されることが確
認できる．
5.4. 最適化アルゴリズム
最適化アルゴリズムを導出する．体積制約に関しては拡張

ラグランジュ法を用いて考慮する．体積制約を踏まえたトポ
ロジー最適化の全体のアルゴリズムは以下のような手順と
なる．
step 0: 設計変数の設定
step 1: 支配方程式の計算 (式 (20))

step 2: 目的関数の算出 (式 (10))，収束していれば終了
step 3: 随伴方程式の計算 (式 (27)，(28))

step 4: 設計感度の算出 (式 (29))

step 5: 体積制約におけるラグランジュ変数の更新
step 6: レベルセット関数の更新 (式 (5))

step 7: step1に戻る

6. 数値解析例
数値解析例として，体積制約を課した二次元の剛性最大化

問題を有限要素法により解析し妥当性を検証する．具体的な
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問題設定として図 7のような固定設計領域D，及び非設計領
域 DN を考える．また，ヤング率を 210GPa，ポアソン比を
0.3とし，等方性線形弾性体であると仮定する．境界 Γuで完
全拘束し，右辺境界中央の Γt に表面力 t = [0,−1]⊤ を加え
る．積層方向は y軸の正の方向とした．今回の数値例では最
小オーバーハング角 θ を 45◦ とし，面積の上限値 Vmax を固
定設計領域の面積の 50%とする．
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Fig. 7: Design domain and problem settings.

レベルセット関数の更新は，式 (5) を仮想的な時間 t に
対して離散化して行う．各ステップごとの時間差分 ∆t は
∆t = 0.5とした．加えて，式 (5)を計算する際に境界 Γt に
ϕ = 1の境界条件を課す．これにより，荷重が負荷される境
界 Γtは設計対象外とし，物体領域であることを表現する．ま
た，式 (5)の他のパラメータをそれぞれ K = 1.0，C = 0.7，
τ = 3.0 × 10−4 と設定した．変位場の近似解法におけるパ
ラメータは d = 1.0 × 10−4，ϵu = 0.5 とした．式 (11) にお
ける拡散係数は as = 3.0 × 10−4 とし，式 (18) における拡
散係数は ap = 0.10とした．近似的な制約違反境界の検出式
g1(s)(1− χ)2 及び平均曲率の検出式 g2(s)において，それぞ
れに用いられる近似ランプ関数のパラメータ ϵrを 1.0×10−9，
1.5とした．加えて，ϵs = 1.0× 10−6，ϵsn = 1.0× 10−6 とし
て，平均曲率の考慮する度合い β を β = 0.1とした．以上の
パラメータのもと，前章のアルゴリズムに基づいて解析を行
なった．
6.1. オーバーハング制約なしの解析結果
ヤング率を下げる度合い γ を零に設定し，オーバーハング

制約を考慮せずに解析を行う．500回ステップを回した結果
図 8のような構造領域H (ϕ, ϵu)が得られた．
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Fig. 8: The structure domain (H (ϕ, ϵu)) without over-

hang constraint after 500 steps.

図 8 からオーバーハング制約なしで得られた最適形状に
は，オーバーハング角が最小オーバーハング角 45◦ を大きく
超過している箇所が含まれている．故にオーバーハング制約
は満たされていない．
6.2. オーバーハング制約ありの解析結果
続いて，γ = 350に設定して，オーバーハング制約を考慮

した解析を行う．解析した結果，各ステップごとの構造領域
H (ϕ, ϵu) の変化は図 9 のようになった．また，反復計算を
500回実施した場合に得られた構造領域H (ϕ, ϵu)は図 10の
ようになった．図 9 と図 10 から，500 ステップ後の最終的
な形状は，反復回数 45回の場合のときの形状とほとんど変
わらず収束している．また，構造領域の全境界のオーバーハ
ング角が最小オーバーハング角 45◦ よりも小さくなる形状が
得られた．
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Fig.9: Change in the structure domains (H (ϕ, ϵu)) with

overhang constraint for each step.
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Fig.10: The structure domain (H (ϕ, ϵu)) with overhang

constraint after 500 steps.

6.3. オーバーハング制約の有無による収束性の比較
各ステップにおけるオーバーハング制約ありの場合とな

しの場合の平均コンプライアンスの変化及び体積の変化をそ
れぞれ図 11，図 12に示す．図 11より，オーバーハング制約
により生じる設計感度は平均コンプライアンス最小化に寄
与しないため，オーバーハング制約ありの場合はなしの場合
に比べて平均コンプライアンスが大きいが，大幅に悪化して
はいない．また，図 11及び図 12において平均コンプライア
ンス及び体積の各ステップごとの変化から，オーバーハング
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制約の有無によって収束性に大差がないことが確認できた．
以上より，本手法の妥当性が検証できた．
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Fig. 11: Comparison of average compliance with and

without overhang constraint for each step.

0 20 40 60 80 100
Step

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Vo
lu

m
e

with overhang constraint
without overhang constraint

Fig. 12: Comparison of volume with and without over-

hang constraint for each step.

7. 結言
本研究では仮想的物理モデルと力学モデルを強連成させ

て収束性を改善する連成型仮想的物理モデルを新たに提案し
た．また，一例としてオーバーハング制約付きの剛性最大化
問題に本モデルを適応し，定式化，感度設計及び妥当性の検
証を行った．以下に結果をまとめる．

1. 製造工程などを考慮した幾何学的制約を記述する仮想
的物理モデルと，物理現象を記述する力学モデルを連
動的に作用させる連成型仮想的物理モデルの考え方を
提案した．

2. 幾何学的特徴を捉える仮想的物理モデルに基づいて
オーバーハング制約の定式化を行った後，剛性最大化
問題を例に連成型仮想的物理モデルを適応した定式化
を行った．

3. 具体的な問題設定に対して，最適化問題の定式化及び
随伴変数法に基づく感度設計を行い，二つのモデルの
連動性について述べた．

4. 数値解析例として，二次元の等方性線形弾性体におけ
る平均コンプライアンス最小化問題を考え，本研究で
提案した手法の妥当性を検証した．

なお，連成型仮想的物理モデルは目的関数と材料定数の関
係性が明確である場合に有用な手法であることを注記する．
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