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Melting and solidification can be seen in various engineering problems such as ice slurry

and metal casting. Huang and Wu [J. Comput. Phys., 277 (2014), pp. 305-319] proposed

the immersed boundary–lattice Boltzmann method to simulate solid-liquid phase change

problems. However, the force acting on the solid phase cannot be correctly calculated in

the method. Suzuki and Yoshino [Comput. Fluids, 172 (2018), pp. 593-608] proposed the

stress tensor discontinuity-based immersed boundary–lattice Boltzmann method. In this

method, we can obtain the force locally acting on the boundary from the stress tensor of

one side of the fluids divided by the boundary. In the present study, we incorporated the

method by Huang and Wu into the stress tensor discontinuity-based immersed boundary–

lattice Boltzmann method. We validated the present method through some benchmark

problems. As a result, the present method has a good agreement with other numerical

results and analytical solutions. In addition, we confirmed that this method can calculate

the fluid force acting on the solid phase which deforms due to melting/solidification.

Key Words : Immersed Boundary Method, Lattice Boltzmann Method, Melt-

ing/Solidification, Heat Transfer

1. はじめに
融解・凝固は様々な工学的問題に見られる現象であり，融

解・凝固が熱流動に与える影響を調査することは，熱交換効
率や品質向上のために重要な課題である．さらに，氷スラ
リー流 (1) のように，固相が移流しながら融解・凝固して体
積変化する系は，実験による観測が困難である場合が多いた
め，数値計算によるアプローチが有効と考えられる．
融解・凝固を伴う熱流動の数値計算法は，大きく分けて

(i) 流れ場の計算，(ii) 温度場の計算，および (iii) 固液界面
の移動計算の 3つの部分に分けられ，これらの連成によって
成立している．近年，(i)と (ii)の流れ場・温度場の効率の良
い計算手法として，格子ボルツマン法（Lattice Boltzmann

method: LBM）(2) が多く用いられている．また，Samanta

2022 年 10 月 28 日受付，2022 年 11 月 24 日受理

et al.(3)の最近のレビュー論文では，融解・凝固計算のための
LBMは，(iii)の手法の種類によって，Enthalpy-based LBM，
Phase-field-based LBM，Immersed-boundary-based LBMに
分類されている．

Enthalpy-based LBM(4) は，(ii)で得られた温度場からエ
ンタルピー場を計算，あるいは温度場の代わりに直接エンタ
ルピー場を計算し，得られたエンタルピー場により各セルの
液相体積分率を計算し，固液界面を捉える方法である．その
単純さのため多くの研究に用いられており，近年でも多孔質
内の PCM（phase change material）の融解・凝固計算に用い
られている (5)．Phase-field-based LBM(6) は，(iii)の計算法
として，固相・液相を区別する秩序パラメータの場（phase

field）を計算し，固液界面を直接的に追跡することなく形成
する手法である．また，固液界面でのすべりなし条件を満た
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すために，界面周辺に体積力を分布している．この手法は，
その開発当初より現在まで，デンドライト結晶の成長および
移流計算 (7) に多く適用されている．

Immersed-boundary-based LBM(8) は比較的新しい手法
で，(iii)の計算として埋め込み境界法（immersed boundary

method: IBM）を用いている．IBMでは，固相とともに移動
する Lagrangian点で固液界面を離散化し，その点上ですべ
りなし条件・等温条件を満足させるための適切な体積力・熱
量を計算して周囲に分配することで，体積力と熱量の場とし
て固液界面を表現している．Huang and Wu(8) は，IBMに
よる熱量が融解・凝固による熱量と等しいと考えて，融解・凝
固による界面の変形を計算する手法を提案し，既存の研究と
良い一致を示している．本研究では，固液界面におけるすべ
りなし条件を精度よく満たすことが出来る点と，氷スラリー
流のような固相同士が衝突・付着するような系の計算 (9, 10)

において，Langrangian点を用いた衝突・付着の計算モデル
との親和性が良い点から，Immersed-boundary-based LBM

に注目して研究を行っている．
上記のように，Huang and Wu(8)は，Immersed-boundary-

based LBMを提案し，既存の研究と良い一致を示している．
しかし，課題として，変形する固相が液相から受ける力を正
しく計算できていないことが挙げられる．埋め込み境界法で
は，固液界面のすべりなし条件を満足させるために，境界近
傍に適切な体積力を分配している．そして，固相が液相から
受ける力は体積力の反作用であると物理的に解釈される．こ
の解釈により，体積力の総和を用いることで，変形しない界
面が受けるトータルの流体力は計算することができる．しか
し，変形する界面の場合にはこの方法を用いることができず，
局所的な流体力の計算が必要であるのにも関わらず，Huang

and Wuの手法では変形しない界面と同様の方法で流体力を
形式的に計算している．従って，変形する界面に関して流体
力を正しく計算できているとは言えない．
局所的な流体力を正しく計算できる手法として，応力テンソ

ルの不連続に基づく埋め込み境界–格子ボルツマン法 (11, 12)

が挙げられる．この手法では，格子ボルツマン法における
bounce-back法と埋め込み境界法を組み合わせることで，境
界上の速度分布関数から境界上の応力テンソルを計算するこ
とを可能にした．境界が受ける局所的な流体力は，境界上の
応力テンソルが分かれば計算することができる．そのため，
体積変化の影響を受けずに流体力の計算を行うことができる
と予想される．
そこで本研究では，応力テンソルの不連続に基づく埋め

込み境界–格子ボルツマン法 (11, 12) に対して，温度場の計
算 (13) と融解・凝固による境界の移動計算 (8) を導入し，融
解・凝固を伴う熱流動問題を解析する新たな手法を開発する
ことを目的とした．

2. 計算手法
2.1. 支配方程式
本研究において，流体の運動は以下に示す非圧縮性粘性流

体の連続の式および Navier–Stokes方程式で記述される．

∇ · û = 0, (1)

∂û

∂t̂
+ (û ·∇)û = − 1

ρ̂f
∇p̂+ ν̂∇2û, (2)

ここで，û(x̂, t̂)，p̂(x̂,t̂)，はそれぞれ位置 x̂，時刻 t̂における
流速および圧力，ρ̂f は流体の密度，ν̂ は動粘性係数である．
また，温度は次の移流–拡散方程式に従う．

∂T̂

∂t̂
+ û ·∇T̂ = α̂∇2T̂ , (3)

ここで，T̂ (x̂, t̂)は位置 x̂，時刻 t̂における流体の温度，α̂は
温度伝導係数である．
2.2. 熱を考慮した格子ボルツマン法

LBMとは，流体を有限個の速度をもつ多数の仮想粒子の
集合体として近似し，各仮想粒子の衝突と並進とを粒子の速
度分布関数を用いて逐次計算し，得られた速度分布関数の
モーメントから巨視的変数（流速，圧力，温度など）を求め
る数値計算手法である (2)．本節では，非圧縮性粘性流体に
対する LBMについて述べる．なお，使用される物理量の無
次元化については付録 Aを参照されたい．
格子気体モデルとして，Fig. 1に示す 2次元 9速度モデル，

および Fig. 2 に示す 3次元 15速度モデルを用いた．2次元
9速度モデルの粒子速度 ci (i = 1, 2, ..., 9)は，以下のように
与えられる．

[c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7, c8, c9]

=

[
0 1 0 −1 0 1 −1 −1 1

0 0 1 0 −1 1 1 −1 −1

]
. (4)

また，3次元 15速度モデルの粒子速度 ci (i = 1, 2, ..., 15)は，
以下のように与えられる．

[c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7, c8, c9, c10, c11, c12, c13, c14, c15] =
0 1 0 0 −1 0 0 1 −1 1 1 −1 1 −1 −1

0 0 1 0 0 −1 0 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1

0 0 0 1 0 0 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1

 .

(5)

本手法では，流れ場と温度場を表現するため，座標xおよび時
刻 tにおける速度 ci をもつ仮想粒子の速度分布関数 fi(x, t),

gi(x, t) を導入する．速度分布関数 fi, gi の時間発展は以下
の式で与えられる．

fi(x+ ci∆x, t+∆t) =fi(x, t)−
1

τf
[fi(x, t)

− f eq
i (p(x, t),u(x, t))],

(6)

gi(x+ ci∆x, t+∆t) =gi(x, t)−
1

τg
[gi(x, t)

− geqi (T (x, t),u(x, t))],

(7)
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Fig. 1 Two-dimensional 9-velocity model.

Fig. 2 Three-dimensional 15-velocity model.

ここで，∆xは格子間隔，∆tは時間刻み，τf , τg は緩和時間
である．また式 (6)，(7)中の局所平衡分布関数 f eq

i , geqi は次
式で与えられる．

f eq
i (p,u) = Ei

[
3p+ 3ci · u+

9

2
(ci · u)2 −

3

2
u · u

]
, (8)

geqi (T,u) = EiT (1 + 3ci · u) , (9)

ここで，Ei は，2次元 9速度モデルでは

E1 = 4/9,

E2 = · · · = E5 = 1/9,

E6 = · · · = E9 = 1/36,

(10)

3次元 15速度モデルでは

E1 = 2/9,

E2 = · · · = E7 = 1/9,

E8 = · · · = E15 = 1/72,

(11)

で与えられる．巨視的変数である圧力 p，流速 uおよび温度
T は，以下のように計算される．

p =
1

3

b∑
i=1

fi, (12)

u =

b∑
i=1

cifi, (13)

T =

b∑
i=1

gi, (14)

ここで，2次元では b = 9，3次元では b = 15である．動粘
性係数 ν，温度伝導係数 αおよび熱伝導係数 λは，以下のよ
うに与えられる．

ν =
1

3

(
τf − 1

2

)
∆x, (15)

α =
1

3

(
τg − 1

2

)
∆x, (16)

λ =
1

3
τg∆x. (17)

なお，外力および熱量を考慮する場合では，g を体積力，q

を熱量とすると以下のように時間発展する．
1. 外力，熱量なしで時間発展する．

f∗
i (x+ ci∆x, t+∆t) =fi(x, t)−

1

τf
[f(x, t)

− f eq
i (p(x, t),u(x, t))],

(18)

g∗i (x+ ci∆x, t+∆t) =gi(x, t)−
1

τg
[g(x, t)

− geqi (T (x, t),u(x, t))].

(19)

2. f∗
i , g

∗
i を外力，熱量によって補正する．

fi(x, t+∆t) = f∗
i (x, t+∆t) + 3∆xEici · g(x, t+∆t),

(20)

gi(x, t+∆t) = g∗i (x, t+∆t) +
α

λ
∆xEiq(x, t+∆t), (21)

ここで，λ/αは見かけの熱容量である．
2.3. 埋め込み境界法
本研究では，任意形状の境界上ですべりなし境界条件およ

び等温境界条件を満たすために，IBM を用いる．流れ場に
おける IBMは，境界の内外が同種の非圧縮性粘性流体で満
たされているとみなし，境界近傍に適切な体積力を加えるこ
とにより，境界上でのすべりなし境界条件を満足させる方法
である．同じく，温度場における IBM は，境界近傍に適切
な熱量を加えることにより，境界上の等温境界条件を満足さ
せる方法である．
2.3.1. 流れ場に対する埋め込み境界法
本研究では，流れ場に対する IBMとして，Suzuki et al. (11)

による応力テンソルの不連続に基づく埋め込み境界–格子ボ
ルツマン法 (immersed boundary–lattice Boltzmann method:

IB-LBM)を用いる．
この手法において，Suzuki et al. は流線が境界を貫通し

てしまう問題を解決するために，Smoothed-Profile Method
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Fig.3 Illustration of boundary Lagrangian points Xk, ghost

points Xg
k, unit normal vector nk to the boundary at Xk,

and lattice points x.

（SPM）(14) を用いた前処理を行った．SPMは，物体内部の
流体（内部流体）の速度を，物体自身の速度に強制するよう
に，内部流体に体積力を加える手法である．その体積力の分
布が，物体内部と外部で滑らかにつながるように，滑らかな
プロファイル関数を使っていることが特徴である．しかし，
本研究では物体が変形するためプロファイル関数を定義する
ことができない．そこで本研究では，物体の内部に仮想的な
境界を設定し，適切な体積力を加え，すべりなし条件を強制
することで物体内部の流速を物体自身の速度に強制する前処
理を行う．
はじめに，時刻 tにおける物体境界と共に移動する境界点

とその速度，およびその点における境界の単位法線ベクトル
をそれぞれXk，Uk，nk (k = 1, 2, ..., N)とし，それらの時
刻（t + ∆t）における値が既知であるとする．なお，境界を
隔てて一方の側の流体を流体 1，もう一方の側の流体を流体
2として，単位法線ベクトルは常に流体 2から流体 1へ向か
う方向とする（Fig. 3参照）．次に，境界の内側の法線方向
に格子間隔ずつ離れた点を内部点Xg

k (k = 1, 2, . . . , N) とし
て以下の様に定義する．

Xg
k = Xk −∆xnk. (22)

内部点は流線の貫通を防ぐためのものであり，そのために
強制すべき速度を設定する．ここでは，内部点上の強制す
べき速度 Ug

k (k = 1, 2, ..., N) は境界点の速度 Uk と等しい
ものとする．前処理のための内部点 Ug

k における体積力の
決定には，Wang et al. (15) により提案された Multi-Direct

Forcing Method (MDFM) を用いる．また，MDFM (15) で
は境界上のすべりなし条件を強く強制するために反復計算を
行う．予備計算より，3回程度の反復ですべりなし条件を十
分強制できることがわかっている．このようにして求めた体
積力 gpre(x, t + ∆t) を式 (20) に代入し，補正することで二

次的な速度分布関数 f∗∗
i (x, t+∆t)を求める．

次に，応力テンソルの不連続に基づく IB-LBMにより，境
界点Xk における体積力を決定する．前処理後の二次的な速
度分布関数 f∗∗

i (x, t +∆t)が既知であるとする．境界点Xk

は格子点 x に一般には一致しないため，境界点上での二次
的な速度分布関数 f∗∗

i (Xk, t+∆t)を，以下のように周囲の
格子点から内挿して求める．

f∗∗
i (Xk, t+∆t) =

∑
x

f∗∗
i (x, t+∆t)W (x−Xk)(∆x)d, (23)

ここで，2次元では d = 2，3次元では d = 3であり，∑
x

は全
ての格子点 xについての和を表す．また，W は重み関数を
表し，3次元では以下で与えられるような関数である (16)．

W (x, y, z) =
1

∆x
w
( x

∆x

)
· 1

∆x
w
( y

∆x

)
· 1

∆x
w
( z

∆x

)
,

(24)

w(r) =


1
8

(
3− 2|r|+

√
1 + 4|r| − 4r2

)
, (|r| ≤ 1),

1
8

(
5− 2|r| −

√
−7 + 12|r| − 4r2

)
, (1 ≤ |r| ≤ 2),

0, (|r| > 2).

(25)

境界点で満たすべき速度分布関数は bounce-back法 (2) によ
り計算する．しかし，単純に bounce-back法を適用するだけ
では，跳ね返る仮想粒子の速度分布関数の組が境界の向き
によって離散的に変わるため，境界上の応力に非物理的な振
動が発生してしまうという問題がある．この問題を改善す
るために，境界の法線ベクトルの角度に応じた bounce-back

条件の緩和を行う (12)．具体的には，流体 1 および 2 が境
界点Xk で満たすべき速度分布関数 f

[1]
i (Xk, t+∆t)および

f
[2]
i (Xk, t+∆t)を，それぞれ以下のように計算する．

f
[1]
i =


F not
i , (nk · ci ≤ 0),

(1− γ)F not
i + γF bb

i , (0 < nk · ci ≤ |ci| sinχ),

F bb
i , (nk · ci > |ci| sinχ),

(26)

f
[2]
i =


F not
i , (nk · ci ≥ 0),

(1− γ)F not
i + γF bb

i , (−|ci| sinχ ≤ nk · ci < 0),

F bb
i , (nk · ci < −|ci| sinχ),

(27)

ここで，F not
i と F bb

i は，仮想粒子が bounce-back せず境界
を通過した場合の速度分布関数と，bounce-backして境界で
跳ね返った場合の速度分布関数であり，以下で定義する．

F not
i = f∗∗

i (Xk, t+∆t), (28)

F bb
i = f∗∗

ī (Xk, t+∆t) + 6Eici ·Uk, (29)
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Fig. 4 Illustration of the buffer region for a relaxation of

the bounce-back condition.

ここで，iは ci = −ciとなる番号である．また，χは bounce-

back条件を緩和する範囲，γ は緩和関数であり，境界の法線
ベクトル nk に応じて連続的に緩和できるように，以下のよ
うに求める．

γ =
|nk · ci|
|ci| sinχ

. (30)

これは，境界に接平面から角度 χだけ傾いた平面の間に出
来る領域をバッファ領域（Fig. 4参照）として，そのバッファ
領域中で，境界を通過した場合の速度分布関数と境界で跳
ね返った場合の速度分布関数を，重み γ で足し合わせること
で，bounce-back条件を緩和することが狙いである．本研究
では，χ = 22.5◦ とする (12). これは，緩和する範囲が狭すぎ
ると応力に非物理的な振動が発生してしまい，逆に広すぎる
と境界を通過してしまう仮想粒子が多くなり応力が適切に計
算出来ないことから，その兼ね合いで決定している．
この f

[1]
i および f

[2]
i を用いて，流体 1 および 2 の境界点

Xk における応力テンソル σ
[1]
αβ(Xk)および σ

[2]
αβ(Xk)が以下

のように計算できる．

σ
[ℓ]
αβ = − 1

2τf
p[ℓ]δαβ−

τf − 1/2

τf

[
b∑

i=1

f
[ℓ]
i (ciα − Ukα)(ciβ − Ukβ)

−(3p[ℓ] − 1)UkαUkβ

]
, (ℓ = 1, 2), (31)

ここで，α, β = x, y, z は総和規約に従い，p[ℓ] は，f
[ℓ]
i を用

いて式 (12)から計算される圧力である．
IBMにおける体積力 g(Xk, t+∆t)と，境界における応力

テンソルの不連続 σ[1](Xk)− σ[2](Xk)は，

gdV = −(σ[1] − σ[2]) · ndS, (32)

で表されるように等価である (11)．そこで式 (32)より，流体
1および 2の境界点Xk における応力テンソルの差から，境
界点Xk で加えるべき体積力を以下のように決定する．

g(x, t+∆t)∆V = −[σ[1](Xk)− σ[2](Xk)] · nk∆S, (33)

ここで，∆S は面積要素で，境界の表面積を S とすると，
∆S = S/N で与えられる．本手法では，∆S ≲ ∆xとなるよ
うに境界点の個数 N を決定する．また，体積力は境界点一
点にのみ加わるのではなく，境界点近傍の微小な領域に平均
的に分布していると考え，その領域の体積を∆V で表す．本
手法では，∆V = ∆S ×∆xで与える．
最後に，この体積力を周囲の格子点に以下のように分配す

る．

g(Xk, t+∆t) =

N∑
k=1

g(Xk, t+∆t)W (x−Xk)∆V, (34)

ここで，内挿と同じ重み関数W を用いている．この分配し
た体積力を用いて，式 (20) と同様に以下のように速度分布
関数を補正する．

fi(x, t+∆t) = f∗∗
i (x, t+∆t) + 3∆xEici · g(x, t+∆t). (35)

2.3.2. 温度場に対する埋め込み境界法
本研究では，温度場に対する IBMとして，Wang et al. (17)

によるMulti-Direct Heat Source Methodを用いる．時刻 tに
おける速度分布関数 gi(x, t)，流速 u(x, t) および温度 T (x, t)

が既知であるとすると，これらの値から式 (14)，(21)より，
格子点上での一時的な温度 T ∗(x, t+∆t)が求められる．
Step 0. はじめに，境界点における一時的な温度を計算す

る．格子点上の温度 T ∗(x, t+∆t)を用いて境界点上の
一時的な温度 T ∗(Xk, t+∆t)は以下のように内挿され
る．

T ∗(Xk, t+∆t) =∑
x

T ∗(x, t+∆t)W (x−Xk)(∆x)d. (36)

次に，境界温度 Tk と T ∗(Xk, t+∆t)の差から境界点
に反復の初期において加わる熱量 q0(Xk, t+∆t)を計
算する．

q0(Xk, t+∆t) =
λ

α
Sh

Tk − T ∗(Xk, t+∆t)

∆t
, (37)

ここで，Sh(= ∆t/∆x)はストローハル数である（付録
A参照）．この手法は，等温境界条件をより強く強制
するために，反復的に熱量を求める．境界点Xk での
反復 l回までの熱量 ql(Xk, t+∆t)を既知としたとき，
以下に示す Stepで熱量 ql+1(Xk, t+∆t)を導出する．
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Step 1. 格子点へ熱量を分配する．

ql(x, t+∆t) =

N∑
k=1

ql(Xk, t+∆t)W (x−Xk)∆V, (38)

ここで，熱量は境界点一点にのみ加わるのではなく，
境界点近傍の微小な領域に平均的に分布していると考
え，流れ場の場合と同様にその領域の体積を ∆V と
する．

Step 2. 格子点での温度を補正する．

Tl(x, t+∆t) =

T ∗(x, t+∆t) +
α

λ

∆t

Sh
ql(x, t+∆t). (39)

Step 3. 境界点での温度を内挿する．

Tl(Xk, t+∆t) =∑
x

Tl(x, t+∆t)W (x−Xk)(∆x)d. (40)

Step 4. Tk からの残差によって，境界点での熱量を補正す
る．

ql+1(Xk, t+∆t) = ql(Xk, t+∆t)

+
λ

α
Sh

Tk − Tl(Xk, t+∆t)

∆t
. (41)

以下，Stepの 1から 4までを反復することによって，残差を
減らしていく．また，文献 (13) によれば，反復回数が 5回程
度で境界上での等温条件を十分強制することができると報告
されているため，本論文での反復回数は，l = 5とする．こ
のようにして得られた熱量 q(x, t +∆t)を式 (21)に代入し，
温度場を計算する．
2.4. 物体が周囲の流体から受ける力およびトルク
物体が境界点Xk 周りの微小面積を介して周囲の流体から

受ける応力 P (Xk)は，物体の外側の流体を流体 1としたと
き，流体 1の側の応力テンソルを用いて，以下のように計算
される．

P (Xk) = σ[1](Xk) · nk. (42)

また，物体が周囲の流体から受ける正味の力 F は，式 (42)

を用いて以下のように計算される．

F =

N∑
k=1

P (Xk)∆S. (43)

同様にして，物体が周囲の流体から受ける，点Xc 周りの正

Fig. 5 Illustraion of melting process.

味のトルク T は，以下のように計算される．

T =

N∑
k=1

(Xk −Xc)× P (Xk)∆S. (44)

2.5. 物体の運動計算
物体が流体中を自由に運動するような場合には，式 (43)

で与えられる力 F と式 (44)で与えられるトルク T を用いて，
物体の運動方程式を計算する．物体の運動方程式の詳細につ
いては，文献 (11, 18) を参照されたい．本研究では，物体の
運動計算の時間刻みは，流体の運動計算と同じにとり，流体
と物体の運動計算を交互に行う弱連成を用いる．また，物体
の運動方程式の離散化には，オイラーの陽解法を用いる．
2.6. 融解・凝固の計算
融解・凝固の計算には，Huang and Wu(8) によって提案さ

れた手法を用いた．Huang and Wu(8) の手法は，融解・凝固
によって生じる体積変化を，境界点Xkを法線方向の速度U s

で移動させることで再現する．この U s は融解・凝固する体
積がもつ融解熱と，IBMにて境界点が分配する熱量 q (2.3.2

項参照)が等しいと仮定し導出する．以下に導出方法を示す．
本節では融解する場合のみ導出するが，凝固する場合につい
ても同様に計算することができる．
まず，Fig. 5のようにある時刻において境界が黒線の位置

にあり，∆t 後に融解により境界点が速度 U s で青線へ移動
する場合を考える．すなわち，境界点Xk はX ′

k へ移動し，
融解体積は Fig. 5 の青帯の領域となる．このとき，境界点
間距離 S/N が十分に小さいため，この領域を長方形として
近似する．よって融解体積 Vmelt は，

Vmelt = −(U s · n)∆t
S

N
, (45)

となる．ここで，nは単位法線ベクトルである．従って，こ
の領域が放出した融解熱 Qは，

Q = ρsLVmelt

= −ρsL(U s · n)∆t
S

N
, (46)

である．ここで，ρs は固相の密度，Lは融解潜熱である．
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また，IBM によって境界点 Xk が周囲に分配した熱量 Q

は，分配する単位時間・単位体積当たりの熱量 q(Xk, t+∆t)

を用いて，

Q = −q(Xk, t+∆t)∆t∆V, (47)

となる．
よって，式 (46)と式 (47)の熱量は等しいため，

−ρsL(U s · n)∆t
S

N
= −q(Xk, t+∆t)∆t∆V, (48)

が成り立つ．従って U s は，

U s =
q(Xk, t+∆t)

ρsL
∆x n, (49)

と計算することができる．
2.7. 固液境界における法線ベクトル
応力テンソルの不連続に基づく IB-LBM（2.3.1 項）およ

び融解・凝固の計算（2.6 節）において，固液の境界におけ
る単位法線ベクトル nを使用している．本研究では，法線ベ
クトルは，Huang and Wu(8) の二次元の計算法に倣って計算
する．境界点Xk における番号が増えていく方向の接線ベク
トル τ k は，

τ k =

(
τx

τy

)

=
δ2k−1 [Xk+1 −Xk] + δ2k [Xk −Xk−1]

δk−1δk(δk−1 + δk)
, (50)

となる．ここで δk は k 番目の境界点と k + 1 番目の境界点
との距離である．Fig. 5のように，境界点Xk の番号が増え
ていく方向に対して右側の領域を液相，左側の領域を固相と
すると，法線ベクトル nk は，接線ベクトル τ を時計回りに
回転させる方向なので，

nk =
1√

τ2
x + τ2

y

(
τy

−τx

)
, (51)

と計算することができる．液相と固相の位置が逆の場合は，
上式の逆方向となる．

3. 妥当性検証
本手法の妥当性を確認するために，Huang and Wu(8) を

参考に，一次元領域における融解・凝固問題，二次元正方領
域における融解・凝固問題，二次元円管領域における融解・
凝固問題，三次元半無限領域における融解・凝固問題の解析
を行った．

Fig. 6 Computational domain for a one-dimensional melt-

ing problem in a semi-infinite area.

Fig. 7 Comparisons between the present numerical results

and analytical solutions: (a) temperature; (b) location of

solid–liquid interface.

3.1. 一次元領域における融解・凝固問題
3.1.1. 計算条件
無限に長い一次元領域内が，初期においてすべて固相で

満たされており，温度が T0 = 0で一様であるとする（Fig. 6

参照）．この系の左端を T1 = 1 で加熱することにより，固
相が液相へと融解する計算を行う．本手法は二次元領域を扱
うため，領域を縦H，横 100H とすることで無限に長い一次
元領域を再現する．境界条件として，流れ場に対しては左右
の壁にはすべりなし条件，上下壁には周期境界条件を適用
し，温度場に対しては左壁には T = T1，右壁には T = T0

の等温条件，上下壁には周期境界条件を適用する．また，凝
固点温度は Tm = 1/3 とする．支配パラメータは，液相の
ステファン数 Stl = cpf(T1 − Tm)/L，固相のステファン数
Sts = cpf(Tm − T0)/Lである．ここで，cpf は定圧比熱であ
る．本計算においては，それぞれ Stl = 0.2，Sts = 0.1とし，
その他のパラメータをH = 10∆x，α = 0.05∆x，cpf = 13.3，
L = 44.3とした．なお，cpf の値は見かけの熱容量 λ/αから
算出した．
3.1.2. 厳密解
熱物性値が固相と液相で一定である場合，固液境界の位置

は以下の式で求めることができる (19)．

Xk(t) = 2k
√
αt, (52)

ここで，k は以下の方程式より求まる値である．

Stl
exp (k2)erf(k)

− Sts
exp (k2)erfc(k)

= k
√
π, (53)
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Fig. 8 Mean error Emean and maximum error Emax of the

temperature in a one-dimentional melting problem.

Fig. 9 Computational domain for a two-dimensional melt-

ing problem in a square area.

ここで，erf(k) は誤差関数，erfc(k)(= 1 − erf(k)) は相補誤
差関数である．また，温度分布は以下の式で求めることがで
きる (19)．

T (x, t) =



T1 −
(T1 − Tm)erf

(
x

2
√

αt

)
erf(k)

,

(0 < x ≤ Xk(t), t > 0),

T0 +
(Tm − T0)erfc

(
x

2
√

αt

)
erfc(k)

,

(x ≥ Xk(t), t > 0).

(54)

3.1.3. 計算結果と厳密解の比較
本計算結果と，式 (52)および (54)で求められる値との比較

を行う．まず，温度場の比較結果をFig. 7(a)に示す．Fig. 7(a)
より，どの時刻においても温度場が良く一致していることが
わかる．次に，固液境界の位置の比較結果を Fig. 7(b) に示
す．Fig. 7(b)より，境界の位置が良く一致していることがわ
かる．よって，一次元領域において本手法の妥当性を確認す
ることができる．
最後に，Fig. 8 に温度場に対する誤差評価の結果を示す．

図中の Emean，Emax はそれぞれ平均誤差，最大誤差を表し
ている．Fig. 8よりこの計算手法が，最大誤差と平均誤差の
両方について空間一次精度をもつことがわかった．

Fig. 10 Temperature and flow fields at t∗ =

4.0, 10.0, 20.0 and 30.0: (a) the present results; (b)

the results by Huang and Wu(8) (t∗ = αt/H2). The red

solid line denotes the location of solid–liquid interface.

3.2. 二次元正方領域における融解・凝固問題
3.2.1. 計算条件
一辺の長さがHの正方領域中が，初期においてすべて固相

で満たされ，凝固点温度 T0 = 0で一様であるとする（Fig. 9

参照）．この領域の左壁を T1 = 1で加熱することにより，固相
が液相へと融解する計算を行う．また，下向きに重力加速度 g

が作用するため，液相内には熱膨張による自然対流が発生す
る．境界条件として，流れ場に対してはすべての壁ですべりな
し条件を適用し，温度場に対しては，左壁には T1 = 1，右壁に
は T0 = 0の等温条件，上下の壁には断熱条件を適用する．固
相の表面には，IBMによりすべりなし境界条件および等温境
界条件 T = T0を適用する．支配パラメータは，プラントル数
Pr = ν/α，レイリー数Ra = gβ(T1−T0)H

3/(να)およびステ
ファン数St = cpf(T1−T0)/Lである．ここで，βは体積膨張率
である．本計算では，Pr = 0.02，Ra = 2.5×104，St = 0.01

とし，その他のパラメータを H = 128∆x，ν = 0.00859∆x，
α = 0.429∆x，gβ∆x = 4.39× 10−5，cpf = 1.39，L = 139 と
した．なお，cpf の値は見かけの熱容量 λ/αから算出した．
3.2.2. 計算結果
まず，各無次元時間における温度場の様子を Fig. 10に示

す．同図には，(a) に本計算結果，(b) に Huang and Wu(8)

の結果を示す．また，いずれの結果も流れ場を流線で表して
いる．Fig. 10 より，温度場および流れ場が定性的によく一
致していることがわかる．
固液境界の時間変化を Fig. 11(a)に示す．Fig. 11(a)より，
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Fig. 11 (a) Comparisons of the location of the solid–liquid

interface at t∗ = 4.0, 10.0, 20.0 and 30.0 (t∗ = αt/H2); (b)

time variations of the averaged Nusselt number on the left

wall of the cavity.

どの無次元時刻においても境界の位置が既存の研究と良く一
致していることがわかる．次に，以下の式で定義される左壁
面の平均ヌッセルト数を比較した．

Nu =
1

H

∫ H

0

[
− H

(T1 − T0)

∂T

∂x

∣∣∣∣
x=0

]
dy. (55)

結果を Fig. 11(b) に示す．Fig. 11(b) より，本計算結果と既
存の研究が良く一致していることがわかる．よって，二次元
領域での固相が自由運動しない場合において妥当性を確認す
ることができた．
3.3. 二次元円管領域における融解・凝固問題
3.3.1. 計算条件
計算領域は一辺の長さがD+ dの正方領域とし，その内部

に埋め込み境界法によって直径D+2ξの円管を設ける（Fig.

12 参照）．その円管内部が初期においてすべて固相で満た
され，凝固点温度 T0 = 0で一様であるとする．そして，円
管壁面を T1 = 1で加熱することで，徐々に固相が液相へと
融解する計算を行う．本研究では，固相が計算領域の中心に
固定されている場合と自由運動する場合の計算を行った．ま
た，下向きに重力加速度 gが作用するため，液相内には熱膨
張による自然対流が発生する．しかし，固相の密度は液相の
密度と等しいものとするため，重力は固相の運動に影響を与
えない．境界条件として，IBMによって円管壁面にはすべり
なし条件と等温条件 T = T1，固相表面にはすべりなし条件
と等温条件 T = T0 を適用する．また，円管外の壁について
は鏡面条件と断熱条件を適用する．
支配パラメータはプラントル数 Pr = ν/α，レイリー数

Ra = gβ(T1−T0)D
3/(να)，およびステファン数St = cpf(T1−

T0)/L である．本計算では，Pr = 0.02，Ra = 2.5 × 104，
St = 0.01 とし，その他のパラメータを D = 128∆x，ξ =

2∆x，ν = 0.00859∆x，α = 0.429∆x，gβ∆x = 4.39× 10−5，
cpf = 1.39，L = 139 とした．なお，cpf の値は見かけの熱容
量 λ/αから算出した．

Fig. 12 Computational domain for a two-dimensional melt-

ing problem in a circular cylinder.

Fig. 13 Temperature and flow fields: (a) the solid phase is

fixed; (b) the solid phase is free (t∗ = αt/D2).The red solid

line denotes the location of solid–liquid interface.

3.3.2. 計算結果
まず，各無次元時間における温度場の様子を Huang and

Wu(8) の結果と比較したものを Fig. 13 に示す．同図には，
(a) では固相が固定されている場合，(b) では固相が自由運
動する場合の結果を示しており，いずれの結果も流れ場は流
線で表されている．Fig. 13(a)より，固相が固定されている
場合では，温度場および流れ場が定性的によく一致している
ことがわかる．その一方で，Fig. 13(b)から，固相が自由運
動する場合では，Huang and Wu(8) の結果に比べ本計算結
果の固相の融解が早く進んでいることがわかる．
次に，円管壁面の平均ヌッセルト数の比較を行う．なお，

平均ヌッセルト数は以下のように計算される (13)．

Nu =
Qtot

πλ(T1 − T0)
, (56)

ここで，Qtotは円管壁面において，IBMによって境界点が周
囲に分配した熱量の総和である．Fig. 14 に平均ヌッセルト
数の時間変化を示す．同図には，(a)では固相が固定されて
いる場合，(b)では固相が自由運動する場合の結果を示して
いる．Fig. 14(a)より，固相が固定されている場合では，本
計算結果が既存の研究結果とよく一致することがわかる．し
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Fig.14 Time variations of the space-averaged Nusselt num-

ber on the circular cylinder wall: (a) the solid phase is fixed;

(b) the solid phase is free.

Fig. 15 (a) Time variation of the fluid force acting on the

ice particle; (b) distribution of the pressure coefficient at

t∗ = 0.5.

かし Fig. 14(b)より，固相が自由運動する場合では，本計算
結果と既存の研究結果では定量的にも差異があることがわか
る．これは，固相が受ける流体力が手法によって異なり，結
果的に固相の運動が異なることに起因する．ただし，Huang

and Wu(8) の手法では，内部質量の影響 (18) を計算していな
いため，流体力を正しく評価できていないと考えられること
に注意する．また，Huang and Wu(8) の手法では，固相の変
形に伴い，境界点Xk の個数を増減させる処理を行っている
のに対し，本手法では，この処理は行っていない．しかし，
固相が固定されている場合の結果は Huang and Wu(8) の結
果と良い一致を示していることから，この処理の影響はほと
んどない．従って，固相が自由運動する場合における，本計
算結果と Huang and Wu(8) の結果の差異に，この処理は関
係していないと考えられる．
最後に，固相が自由運動する場合について，固相にかか

る流体力を調べた．Fig. 15(a) に流体力の時間変化を示す．
Fig. 15(a)より，若干の時間的振動があるものの流体力を計
算できていることが確認できた．また，Fig. 15(b)より，局
所的な圧力も計算できることが確認できた．
3.4. 三次元半無限領域における融解・凝固問題
3.4.1. 計算条件
無限に長い三次元領域内が，初期においてすべて固相で満

たされており，温度が T0 = 0で一様であるとする（Fig. 16

参照）．この系の左端を T1 = 1で加熱することにより，固相
が液相へと融解する計算を行う．この計算は 3.1節の問題と

Fig. 16 Computational domain for a three-dimensional

melting problem in a semi-infinite area.

Fig. 17 Comparisons between the present method and ana-

lytical solutions: (a) temperature; (b) location of solid–liquid

interface.

本質的には同じであるが，三次元計算であることに注意する．
また，この問題では温度場の計算に optimal two-relaxation-

times thermal LBM(22)を用いる．本計算では，領域を縦H，
横 100H，高さH とすることで無限に長い三次元領域を再現
する．境界条件として，流れ場に対しては左右の壁にはすべ
りなし条件，上下および左右壁には周期境界条件を適用し，
温度場に対しては左壁には T = T1，右壁には T = T0 の等
温条件，上下および左右壁には周期境界条件を適用する．ま
た，凝固点温度は Tm = 1/3とする．支配パラメータ，その
他のパラメータは 3.1節と同様に設定する．
また，この計算は三次元計算であるため，2.7節に示した

二次元の固液境界上の法線ベクトル n の計算方法を用いる
ことができない．そこで，境界点Xk の近傍の境界点の相対
位置ベクトルを計算し，それらの外積から法線ベクトルを求
める．
3.4.2. 計算結果
本計算結果と，式 (52) および (54) で求められる値との

比較を行う．まず，温度場の比較結果を Fig. 17(a) に示す．
Fig. 17(a) より，どの時刻においても温度場が良く一致し
ていることがわかる．次に，固液境界の位置の比較結果を
Fig. 17(b)に示す．Fig. 17(b)より，境界の位置が良く一致し
ていることがわかる．よって，三次元の一様な領域において
本手法の妥当性を確認することができる．また，3.1節同様
に誤差の収束性を確認したところ，空間一次精度をもつこと
がわかった．

4. 結言
応力テンソルの不連続に基づく埋め込み境界–格子ボルツ

マン法 (11) に対して，温度場の計算 (13) と融解・凝固によ
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る境界の移動計算 (8) を導入し，融解・凝固を伴う熱流動問
題を解析する新たな手法の開発および妥当性検証を行った．
一次元半無限領域，二次元正方領域および三次元半無限領域
における融解・凝固問題の解析を行い，解析解および既存の
研究結果とよく一致することを確認した．よって固相が固定
されている場合における妥当性を得た．二次元円管領域にお
ける融解・凝固問題では，Huang and Wu (8) の結果と，流
体力の計算方法に起因すると考えられる差異があった．しか
し，本研究で開発した手法を用いて，変形する固相にかかる
流体力を計算できることを確認できた．
今後の課題として，三次元問題への拡張，および氷スラ

リー流れなどへの応用が挙げられる．
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付録 A 無次元量の定義
本手法で用いる無次元変数の定義を以下に示す．使用され

る物理量はすべて，代表長さ L̂0，粒子の代表速さ ĉ，時間ス
ケール t̂0 = L̂0/Û0（Û0: 流れの代表速さ），基準密度 ρ̂f，基
準温度差 ∆T̂0，基準温度 T̂0 および定圧比熱 ĉpf を用いて無
次元化したものである．

ci = ĉi/ĉ, x = x̂/L̂0,

t = t̂/t̂0, ∆x = ∆x̂/L̂0,

∆t = ∆t̂/t̂0, fi = f̂i/ρ̂f ,

gi = (ĝi − T̂0)/∆T̂0, ρ = ρ̂/ρ̂f ,

p = p̂/(ρ̂f ĉ
2), u = û/ĉ,

T = (T̂ − T̂0)/∆T̂0, ν = ν̂/(ĉL̂0),

α = α̂/(ĉL̂0), λ = λ̂/(ρ̂f ĉpf ĉL̂0),

g = ĝL̂0/(ρf ĉ
2), q = q̂L̂0/(ρ̂f ĉpf∆T̂0ĉ),

Xk = X̂k/L̂0, Uk = Ûk/ĉ,

Tk = (T̂k − T̂0)/∆T̂0, L = L̂/(ĉpf∆T̂0),

F = F̂ /(ρ̂f ĉ
2L̂2

0), T = T̂ /(ρ̂f ĉ
2L̂3

0),

β = β̂∆T̂0,



(57)

ここで，̂ は有次元量を表す．なお，ストローハル数 Sh を
Sh = Û0/ĉと定義すると，Sh = ∆t/∆xであることに注意さ
れたい．
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