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In this study, the tidal flow estimation analysis in a model of Tokyo bay based on a

method combined the extended Kalman filter and the finite element method (FEM). This

method is called the extended Kalman filter FEM. In this method, numerical simulation

considering the observation value is carried out, and it is known that numerical analysis

that appropriately represents the phenomenon can be performed by using this method.

However, in the system equation, the stabilization parameter is included to prevent the

numerical instability, it appears that this parameter affects the estimation of tidal flow.

The purpose of this study is to investigate the effect of stabilization parameter in the

optimal estimation of tidal flow.
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Optimal Estimation

1. はじめに

カルマンフィルタは 1960 年に Rudolf Emil Kalman に

より提唱された状態推定理論である (1)．この理論は，アポ

ロ計画の際のロケットの軌道推定に用いられ，当時の事を記

載した論文では，解析内で用いられる観測値（光学センサ）

の精度が十分では無いという問題があったが，月へのロケッ

ト軌道を推定できる理論であったと言われている (2). この手

法は，初期条件や境界条件，支配方程式内の係数等による数

値モデルの不確かさを確率論に基づき修正する方法であり，

近年では，コンピュータ上の仮想空間と，実際の物理空間を

結ぶ枠組みを作る方法（デジタルツインを構築する方法）の

1つとして考えられている (3)．カルマンフィルタでは，物理

現象を表すためにシステムを表す方程式を導入することに

なる．支配方程式を離散系で表しシステム方程式とするこ

ともあり，適用する離散化手法によっては離散化により生じ

る誤差（級数展開の近似による誤差や，補間により生じる誤

差等）が異なる．そのため，良好に物理現象を表現できる様

に，適切な離散化手法を適用する必要がある．本研究では，

カルマンフィルタを適用し潮流推定を行うことを目的として

いるが，既往の研究として，有限差分法を離散化手法として

2022 年 10 月 7 日受付，2022 年 11 月 17 日受理

用い，イギリスとフランスの間の北海周辺についての流れ場

推定解析例がある (4)．解析モデルの形状を適切に表しなが

ら，要素内における物理量を補間できる有限要素法とカルマ

ンフィルタを融合した手法を用いた流れ解析は，川原らの研

究グループにより行われ (5, 6, 7)，著者を含む研究グループ

も，適切な観測点配置に関する調査 (8) や，潮流発電ポテン

シャルの算定 (9) に対する応用等について研究を実施してい

る∗．カルマンフィルタでは，推定誤差を最小とするカルマ

ンゲインを算定し，シミュレーションの結果と観測値を適切

にブレンド（線形結合）することにより最適推定値を算定す

るが，非線形のモデルをシステム方程式として使用する場合

は，上記の線形結合により推定値を表せず直接適用できない

ことから，一般にシステム方程式の線形化を行う，あるいは

複数のサンプルを用意し，状態変数の確率分布をアンサンブ

ル近似により表し，線形化を行わずに非線形のシステム方程

式をカルマンフィルタに適用する方法が用いられる (10, 11)．

本研究では，比較的簡便に非線形のシステム方程式を導入

することができる拡張カルマンフィルタを適用し，非線形シ

ステム方程式の空間方向の離散化に有限要素法を適用するこ

∗本研究で対象としている潮流の最適推定解析は，他にも，埋立

て事業における流れの予測，取放水管路内の流れの整流検討等への

応用も期待できる．
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Fig. 1: Illustration of variables of shallow wa-

ter equation.

とにより潮流推定の解析を行う．カルマンフィルタ有限要素

法に関する研究は，地盤解析 (12) や構造解析 (13) を対象とし

たものについても見受けられるが，観測値は，事前にシミュ

レーションを実施することで模擬的に作成した値を用いた例

が多く，実モデルを対象としたものも見受けられるが (5)，実

モデルを対象とし推定精度に関して論じた文献は数少ない

ものと思われる．そこで，解析モデルとしては，東京湾のモ

デルを導入し，流入境界からは主要 4分潮の水位変動の条件

を与え，陸岸境界ではスリップ境界条件を適用する．拡張カ

ルマンフィルタにおいて使用する観測値としては，東京・横

浜・千葉における検潮所の実水位データを適用し，システム

方程式の違いや，数値安定性を考慮して設定するパラメータ

を変更することで，横須賀における最適推定値に対して推定

精度の検証を行うことを本研究の目的とする．

2. 非線形浅水長波方程式に基づく有限要素方程式の導出

本論文では，支配方程式として，式 (1)および式 (2)に示

す非線形浅水長波方程式を用いる．流れ場の解析については

平面二次元モデルをを対象とする．式 (1)および式 (2)は総

和規約により示している．

u̇i + ujui,j + gη,i − ν(ui,j + uj,i),j + fui = 0 (1)

η̇ + ((h+ η)ui),i = 0 (2)

ここで，ui は平面二次元モデルにおける x 軸方向および y

軸方向の流速，g は重力加速度，hは静水時の水深を示す基

準水深，η は基準水深からの水位変動量，ν は渦動粘性係数

を示す（図 1参照．）．

式 (1)および式 (2)に対して両辺に重み関数 u∗
mi，η∗

m を乗

じ，要素領域 Ωm において積分すると，式 (3) および式 (4)

に示す重み付き残差方程式を得る．添え字の mは各要素の

番号を示す．∫
Ωm

u∗
miu̇midΩ+

∫
Ωm

u∗
miumjumi,jdΩ

+ g

∫
Ωm

u∗
miηm,idΩ

− ν

∫
Ωm

u∗
mi(umi,j + umj,i),jdΩ+ f

∫
Ωm

u∗
miumidΩ = 0(3)

∫
Ωm

η∗
mη̇mdΩ+

∫
Ωm

η∗
m((hm + ηm)umi),idΩ = 0 (4)

本論文では，要素領域 Ωm を三角形領域とし，ガラーキン法

に基づき，対象とする要素における状態変数 umi，ηm およ

び重み関数 u∗
mi，η∗

m に対して式 (5)～式 (8)に示す補間関数

を適用する．

umi = Nm1umi1+Nm2umi2+Nm3umi3 = {Φm}T {Umi} (5)

ηm = Nm1ηm1 +Nm2ηm2 +Nm3ηm3 = {Φm}T {Em} (6)

u∗
mi = Nm1u

∗
mi1+Nm2u

∗
mi2+Nm3u

∗
mi3 = {Φm}T {U∗

mi} (7)

η∗
m = Nm1η

∗
m1 +Nm2η

∗
m2 +Nm3η

∗
m3 = {Φm}T {E∗

m} (8)

ここで Nm1，Nm2 および Nm3 は式 (9) から式 (12) により

表される三角形要素における形状関数を示している．また

Am は式 (13)により計算される要素面積を表し，(i, j, k)は，

(i, j, k) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2) という組み合わせで変わ

る変数を示す∗∗．

Nmi = ai + bix+ ciy (9)

ai =
1

2Am
(xjyk − xkyj) (10)

bi =
1

2Ae
(yj − yk) (11)

ci =
1

2Ae
(xk − xj) (12)

Ae =
1

2
[x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)] (13)

重み付き残差方程式に補間関数を代入することにより，有

限要素方程式は式 (14)および式 (15)のように表すことがで

きる．

[Mm]{U̇mi}+ ūmj [Smj ]{Umi}+ g[Smi]{Em}

− ν([Hmjj ]{Umi}+ [Hmij ]{Umj})

+ f [Mm]{Umi} = {0} (14)

[Mm]{Ėm}+ ūmi[Smi]{Emi}

+ ūmi[Smi]{hm}+ (h̄m + η̄m)[Smi]{Umi} = {0}(15)

ここに，行列 [Mm]，[Smi] および [Hmii] は形状関数ベクト

ル {Φm}を用いることにより式 (16)～式 (18)のように書き

表すことができる．

[Mm] =

∫
Ωm

{Φm}T {Φm}dΩ (16)

∗∗式 (9) から式 (12) の計算，および式 (13) の計算に使用される

各座標の値 (x1，y1)，(x2，y2)，(x3，y3) は，各要素 m の三角形

の頂点の座標を示している．式 (9) の x，y は，対象とする要素 m

内の任意の座標点を示す．
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[Smi] =

∫
Ωm

{Φm}T {Φm,i}dΩ (17)

[Hmii] =

∫
Ωm

{Φm,i}T {Φm,i}dΩ (18)

ここで，セレクティブ・ランピング法を適用し，式 (14)およ

び式 (15)を時間方向に離散化する．式 (14)および式 (15)の

各時間微分項に対して前進差分近似を適用すると式 (19)お

よび式 (20) のよう記述できる．ここに n は時間ステップを

表す．

[Mm]{Umi
n+1} = ([Mm]−∆t ¯umj

n[Smj ]

+ ∆tν[Hmjj ]−∆tf [Mm]){Umi
n}

+ ∆tν[Hmij ]{Umj
n} −∆tg[Smi]{En

m} (19)

[Mm]{Em
n+1} = ([Mm]−∆t ¯umi

n[Smi]){Em
n}

− ∆t(h̄m + η̄m
n)[Smi]{Un

mi} −∆t ¯umi
n[Smi]{hm}(20)

また，式 (19)および式 (20)における質量行列を，集中化した

行列 [M̄e]，混合質量行列 [M̃e]に置き換えることにより，式

(21)および式 (22)のように書くことができる．

[M̄m]{Umi
n+1} = ([M̃m]−∆t ¯umj

n[Smj ] + ∆tν[Hmjj ]

− ∆tf [Mm]){Umi
n}

+ ∆tν[Hmij ]{Umj
n} −∆tg[Smi]{En

m} (21)

[M̄m]{Em
n+1} = ([M̃m]−∆t ¯umi

n[Smi]){Em
n}

− ∆t(h̄m + η̄m
n)[Smi]{Un

mi} −∆t ¯umi
n[Smi]{hm}(22)

ここで [Mm]，[M̄m]は式 (23)および式 (24)のように整合質

量行列，集中質量行列を示しており，混合質量行列 [M̃m]は

式 (25)のようにランピングパラメータ eを用いて表す (14)．

ランピングパラメータは数値的不安定を回避するように設定

するパラメータであり，0から 1の間で与えられる．

[Mm] =
Am

12


2 1 1

1 2 1

1 1 2

 (23)

[M̄m] =
Am

3


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (24)

[M̃m] = (1− e)[M̄m] + e[Mm] (25)

ここで，式 (21)および式 (22) を全要素に対して重ね合わせ

て，得られた式の両辺に重ね合わせ後の集中化質量行列の逆

行列を乗じることにより，最終的な有限要素方程式を得るこ

とができる．次章以降の説明のために，式展開後の最終形を

式 (26)のように記述する．

{ϕ̂n+1} = [A]{ϕ̂n}+ {Nn} (26)

ここに，{ϕ̂}は通常の数値シミュレーションにおいては，n+1

時間ステップの解であるが，カルマンフィルタでは推定値と捉

え，式展開を行うことになる．{ϕ̂}T = {{Û}T {V̂ }T {Ê}T }
により表される．また，[A]は状態遷移行列，{N}T は式 (26)

の右辺第 1項以外の諸量により表されるベクトルを示す．

3. 拡張カルマンフィルタに基づく状態推定解析

3.1. システム方程式および観測方程式

拡張カルマンフィルタにおいて用いるシステム方程式，観

測方程式をそれぞれ式 (27)，式 (28)に示す．

{ϕn+1} = [A]{ϕn}+ {Nn}+ [Γ]{qn} (27)

{zn+1} = [H]{ϕn+1}+ {rn+1} (28)

ここで {ϕ}は真値の状態変数ベクトル，[Γ]は駆動行列，{z}
は観測値ベクトル，[H]は観測行列，{qn}はシステムノイズ
ベクトル，{rn}は観測ノイズベクトルを示す．ここに，シス
テムノイズベクトルおよび観測ノイズベクトルは正規分布に

従うホワイトノイズにより与える．

3.2. 拡張カルマンフィルタにおける線形化処理および状態

推定解析の流れ

カルマンフィルタの計算において，非線形のシステム方程

式を用いる場合，システム方程式に対して線形化の処理が行

われる．式 (27)のシステムノイズの項を除く右辺に対して，

式 (29) に示す処理を施すことにより，線形化された状態遷

移行列 [Fn]を得ることができる．線形化された状態遷移行

列 [Fn]は，カルマンゲイン行列を求める際に使用される．

[Fn] =
∂([A]{ϕn}+ {Nn})

∂{ϕn} |{ϕn}={0} (29)

拡張カルマンフィルタ理論 (10, 11) に基づく状態推定解析の

計算の流れを以下に示す．計算の流れにおけるステップ 7に

おいて，シミュレーションの値をカルマンゲイン行列を使用

して補正が行われる．補正前は同化前（シミュレーションの

による算定値），補正後は同化後（最適推定値）と呼び，同

化後の値は，同化前の値と観測値をブレンドすることにより

算定される（図 2参照）．

1. 初期値の設定

imax(Time steps)，[P 0
(+)]，[Γ]，[H]，{ϕ̂0

(+)}，[F 0]，[Qn]，

[Rn]，{zn+1}，(※初期値を設定する変数内の時間ス

テップ nについては，n = 0 ∼ imaxの間について設定

する．)

2. 線形化した状態遷移行列の計算

[Fn] = ∂([A]{ϕn}+{Nn})
∂{ϕn} |{ϕn}={0}

3. 同化前の誤差共分散行列の計算

[Pn+1
(−) ] = [Fn][Pn

(+)][F
n]T + [Γ][Qn][Γ]T

4. カルマンゲイン行列の計算

[Kn+1] = [Pn+1
(−) ][H]T ([H][Pn+1

(−) ][H]T + [Rn+1])
−1

5. 同化後の誤差共分散行列の計算

[Pn+1
(+) ] = [Pn+1

(−) ]− [Kn+1][H][Pn+1
(−) ]

6. 同化前推定値の計算

{ϕ̂n+1
(−) } = [An]{ϕ̂n

(+)}+ {Nn}
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Fig. 2: Illustration for pre-assimilation and

post-assimilation values.

7. 最適推定値 (同化後推定値)の計算

{ϕ̂n+1
(+) } = {ϕ̂n+1

(−) }+ [Kn+1]({zn+1} − [H]{ϕ̂n+1
(−) })

8. 時間ステップ数の確認

もし n + 1 > imax であれば終了，そうでなければ 2

から 8の計算を繰り返し行う．

4. 東京湾をモデルとした拡張カルマンフィルタ FEMに基

づく状態推定解析

4.1. 解析条件

本論文では，東京湾の解析モデルを導入し，拡張カルマ

ンフィルタ FEMを適用し，潮流の推定解析を行う．解析条

件を表 1 に示す∗ ∗ ∗．拡張カルマンフィルタ FEM における

観測点位置および観測値は，図 3～図 6に示すものを使用す

る∗ ∗ ∗∗．潮流の推定解析においては，図 7に示す三角形有限

要素メッシュを使用する．解析対象領域における基準水深の

分布を図 8に示す．また，図 9に示す流入境界において，館

山の主要四分潮に基づく水位の経時変化（式 (30)）を与える．

表 2に館山の主要四分潮の各成分を示す．また，陸域境界に

は，スリップ境界条件を与える (15)．

η(t) =

4∑
i=1

ai sin(
2πt

Ti
+ κi) (30)

4.2. 解析結果

各観測点（東京，千葉，横浜，横須賀）における推定値お

よび観測値の比較について，e=0.7の場合を図 10～図 13に，

e=0.8の場合を図 14～図 17に，また，e=0.9の場合を図 18

～図 21 に示す．今回の推定解析では，横須賀の観測値は含

∗ ∗ ∗ランピングパラメータ eは，0～1の間において与えられ，一般

に 1に近い値が用いられる．また，システムノイズは「各節点間に

おいて無相関」，観測ノイズは「各観測点間において無相関」と仮

定し，システム誤差共分散行列 [Q] および観測誤差共分散行列 [R]

は対角行列として設定する．
∗ ∗ ∗∗観測値は，3.2 節のステップ 7 の {zn+1} において使用する．

Table 1: Computational conditions

Time steps (imax) 86400

Time increment ∆t [s] 1.0

Number of nodes 1052

Number of elements 1731

Lumping parameter e 0.7, 0.8, 0.9

Gravitational acceleration g [m/s2] 9.8

Constant of the bottom friction f [s−1] 0.002

vortex viscosity coefficient ν [m2/s] 0.001

Diagonal component of system error

covariance matrix [Q] 0.0001

Diagonal component of observation error

covariance matrix [R] 0.1

Table 2: Numerical conditions

i Tidal component ai[m] κi[deg] Ti

1 M2 0.3605 146.48 12h25m

2 S2 0.1707 174.36 12h00m

3 K1 0.2318 177.13 25h49m

4 O1 0.1823 158.40 23h50m

めずに解析を行い，図 13，図 17，図 21に示す観測値は，推

定値との比較のため（推定精度検証のため）に用いている．

結果より，各観測点（東京，千葉，横浜）においてランピン

グパラメータ eを変えた場合に対しても，観測値に近い推定

値が得られている事を確認できる．観測点（横須賀）におけ

る観測値と推定値の比較（図 13，図 17，図 21）では，比較

対象用として，式 (31)および式 (32)に示す線形浅水長波方

程式を適用した場合の推定値も合わせて示している†．

u̇i + gη,i = 0 (31)

η̇ + hui,i = 0 (32)

図 13，図 17，図 21より，観測点（横須賀）における拡張カルマ

ンフィルタFEMによる推定値 (EKF-FEM)は，e=0.7,0.8,0.9

においてどの場合においても，線形浅水長波方程式を用いた

状態推定解析 (KF-FEM)に比べて観測値（Observed value）

に近い結果を得ていることを確認できる‡．ここで，ランピン

†式 (31) および式 (32) の離散化手法としては，非線形浅水長波

方程式のものと同様の手法を適用している．線形浅水長波方程式を

用いた状態推定解析では，システム方程式が線形であるため，拡張

カルマンフィルタでは無く，通常のカルマンフィルタを適用してい

る．ランピングパラメータ e は 0.8 としている．
‡拡張カルマンフィルタでは，カルマンゲイン行列を計算開始か
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Fig. 3: Position of observation points and es-

timation point.

Fig. 4: Observation value at Tokyo.

グパラメータ eの各ケースにおいて，式 (33)により横須賀の

観測値 ηn
obs.と推定値 ηn

est.に対して残差平方和RSS(Residual

Sum of Squares)を計算し，表 3に整理する§ ．imaxは時間

ステップ数を示す．拡張カルマンフィルタ FEMによる推定

値においても結果として e=0.8 が最も観測値に良い一致率

を示すことを確認できた．

RSS = Σimax
n=1 (ηn

obs. − ηn
est.)

2 (33)

また，横須賀の結果において，線形の浅水長波方程式を用

いた場合に対する推定結果 (KF-FEM)と非線形の浅水長波

方程式を用いた場合に対する推定結果 (EKF-FEM)を比較す

ると，振幅は大きく変わらないが，位相差が異なる結果が得

られた．

ら時刻ステップに応じて更新をしていく関係もあり，解析初期の時

刻においては，状態推定が適切に行えていないこともある．そのた

め，t=0.0 付近では，観測値と推定値の結果の一致性が乏しいもの

考えられる．
§表 3 の値は，”e=0.8 (KF-FEM)”の RSS の値に対する相対値

として示している．

Fig. 5: Observation value at Chiba.

Fig. 6: Observation value at Yokohama.

ここに，e=0.8の場合における水位変動量と流速ベクトル

の分布を図 22～図 27に示す．結果として，どの時刻におい

ても，計算が発散することなく，流れ場を推定できているこ

とを確認できる．

5. おわりに

本論文では，拡張カルマンフィルタ有限要素法を用いて，

東京湾の解析モデルに対して潮流推定解析を行い，解析結

果に関する考察を行った．支配方程式として，非線形浅水長

波方程式を導入し，空間方向の離散化手法として，三角形一

次要素を用いた有限要素法，時間方向の離散化手法として，

セレクティブ・ランピング法を適用した．まず，ランピング

パラメータ eを変え実施した検討では，横須賀における結果

において，推定値と観測値が良好に一致することを確認でき

た．観測値と推定値の残差平方和を用いて，観測値と推定値

の一致性を確認したところ，e=0.8の場合の推定値が最も観

測値に近いという結果となった．また，線形の浅水長波方程

式を用いた場合に対する推定結果と比較すると，振幅は大き

く変わらないが，位相差が異なる結果が得られた．横須賀の

検潮所における水位波形において，非線形の浅水長波方程式

を用いた場合の結果は線形の浅水長波方程式を用いた場合の

結果に比べて観測水位に近い結果が得られており，システム

方程式の適切性は位相差に影響を与えることがわかった．

本研究において得られた成果をもとに，より広範な領域を

対象とした潮流推定解析へ拡張し，解析条件として与える観

測点数や観測点位置による推定精度の違いに関する考察も今
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Fig. 7: Finite element mesh. (Number of

nodes: 1052, Number of elements: 1731)

Table 3: Comparison of residual sum of

squares in each case (Relative value for RSS

of ”e=0.8 (KF-FEM)”.).

e RSS

0.7 (EKF FEM) 0.289767

0.8 (EKF-FEM) 0.266542

0.9 (EKF-FEM) 0.284777

0.8 (KF-FEM)(Standard value) 1.0

後必要とされる．従来の研究 (8) においても，流れの上流側

に観測点を配置することは，下流側に観測点を配置すること

に比べて重要という知見を得ている．本論文で対象とした東

京湾モデルは，閉鎖性の水域であり，上下流の定義は困難で

あるが，今回検証で設定した横須賀の確認点を別の観測点で

実施する必要性もある．確認点と観測点の組み合わせを変え

ることで，いくつか検討は可能であるが，最後に，将来を見

据えた検討の一例として，千葉，横浜，横須賀の観測値を用

いて，確認点を東京と設定した場合の水位の履歴の比較結果

を紹介しておく．図 28に結果を示す．結果より，この検討で

は，通常のカルマンフィルタ FEMでは，観測値に比べて少

し小さな振幅値になっているが，拡張カルマンフィルタ FEM

では，振幅値，位相差ともに良好な一致を示している．この

ように，観測点と確認点の組み合わせを変えることにより，

より観測値と推定値の一致性を高められる可能性がある．本

検討において実施した考察をより強固なものとするため，追

加検討については，将来的な課題とする．

Fig. 8: Distribution of water depth.

Fig. 9: Inflow boundary

Fig. 10: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Tokyo. (e=0.7.)
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Fig. 11: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Chiba. (e=0.7.)

Fig. 12: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Yokohama. (e=0.7.)

Fig. 13: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Yokosuka. (e=0.7.)

Fig. 14: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Tokyo. (e=0.8.)

Fig. 15: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Chiba. (e=0.8.)

Fig. 16: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Yokohama. (e=0.8.)
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Fig. 17: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Yokosuka. (e=0.8.)

Fig. 18: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Tokyo. (e=0.9.)

Fig. 19: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Chiba. (e=0.9.)

Fig. 20: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Yokohama. (e=0.9.)

Fig. 21: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Yokosuka. (e=0.9.)

Fig. 22: Distribution of velocities ux and uy

and water elevation η at T = 4.0[h]. (e=0.8.)
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Fig. 23: Distribution of velocities ux and uy

and water elevation η at T = 8.0[h]. (e=0.8.)

Fig. 24: Distribution of velocities ux and

uy and water elevation η at T = 12.0[h].

(e=0.8.)

Fig. 25: Distribution of velocities ux and

uy and water elevation η at T = 16.0[h].

(e=0.8.)

Fig. 26: Distribution of velocities ux and

uy and water elevation η at T = 20.0[h].

(e=0.8.)
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Fig. 27: Distribution of velocities ux and

uy and water elevation η at T = 24.0[h].

(e=0.8.)

Fig. 28: Comparison of time history of esti-

mated water elevation at Tokyo. (e=0.8.)

また，本論文では東京湾モデルを対象としたが，解析対象

領域の変更も視野に入れ，本研究で示した考察の様に，ラン

ピングパラメータ eと観測点数，観測点位置の組み合わせを

変えた検討についても，今後の検討課題とする．
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