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This paper proposes a topology optimizaion method for multi-material structures tar-

geting a heat conduction problem. We first introduce the concept of an extended level

set method with a matrix-valued level set function. Next, the maximization of thermal

diffusion problem is formulated within the framework of the extended level set method.

We add some notes on the numerical implementation including the updating schme of the

level set function based on the distribution of the topological derivative. Several numer-

ical examples are provided to demonstrate the validity of the proposed method and the

effectiveness of the extended level set method in heat conduction problems.
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1. はじめに
機械製品の更なる性能向上や新機能創出のために，複数の

材料を用いて機械構造を設計する，複数材料設計法が注目さ
れている．複数の材料の特性を最大限発揮するためには，各
材料を適材適所に配置する必要があり，複数材料トポロジー
最適化手法が研究されている．
トポロジー最適化手法の中でもレベルセット法に基づく

方法は，明瞭な境界を持つ構造を最適解として得られる利
点があり，レベルセット法に基づく複数材料トポロジー最
適化手法がいくつか提案されている (1, 2, 3, 4, 5)．Piecewise

Constant Level Set 法 (2) は単一のレベルセット関数の整数
値と各材料を対応づける手法である．他の手法と比較して設
計変数が少なく，計算コストを抑えられる利点を持つが，多
数の材料が存在する場合には各材料間でのトポロジーの変化
が限定されるという欠点がある．Color Level Set法 (1) およ
び Multi-Material Level Set 法 (3) は複数のレベルセット関
数の正負の組み合わせによりそれぞれの材料領域を表現する
手法である．Piecewise Level Set法に比較して材料変更の自
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由度は高いが，全ての材料間でトポロジーの変化を考慮でき
るような設計感度を導出することは難しい．Vector Valued

Level Set法 (4) はM 材料の構造を表現するためにM − 1次
元ベクトル値関数であるレベルセット関数を用いる．レベル
セット関数によって張られるベクトル空間を対称的な領域に
分割し，各分割領域を最適化で用いる材料と対応づけること
で，複数材料の表現を行う．前述の手法とは異なり，この手
法では全ての材料間でトポロジーの変化を考慮しつつ設計変
数の更新ができる利点を持つものの，材料間の界面はレベル
セット関数の零等位面としては直接的に示されないため，材
料間の界面の特性を個別に制御することは困難であるなどの
課題がある．

Level Set 法を複数材料表現へ一般的に拡張した手法であ
る，eXtended Level Set（拡張レベルセット, 以下 X-LS）法
による材料表現に基づくトポロジー最適化手法 (5) は，最適
化に用いる材料から 2材料を選ぶ全ての組み合わせに対して
それぞれレベルセット関数を考え，その零等位面と 2材料の
界面を対応づける．この定義では，各材料を同等に扱うこと
ができ，初期構造依存性が低い点に加えて，レベルセット関
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数の各成分に対して正則化が可能であるため，材料界面の複
雑度を材料の組み合わせ毎に制御できるという利点がある．
さらに先行研究 (5) では，X-LS 法のレベルセット関数のプ
ロファイルに制約を設けることで前述の手法 (1, 2, 3, 4) で用
いる材料表現が得られることが示されており，X-LS法は他
のレベルセット法に基づく複数材料トポロジー最適化手法
の概念を含んだ汎用性の高い手法であることが示唆される．
他方，先行研究 (5) では，構造問題を対象に X-LS法に基づ
く複数材料トポロジー最適化手法が提案されているのみで，
複数材料による構造設計が期待される他の物理場への拡張は
なされていない．そこで本研究では，機械構造物における熱
による材料の劣化，変形を避けるための放熱性能や，熱機関
における熱変換効率を高めるために重要な，熱伝導問題を対
象として，X-LS法に基づく複数材料トポロジー最適化手法
を構築し，手法の有効性を検証する．まず，行列値を持つレ
ベルセット関数を用いた X-LS法の概念について述べる．次
に，X-LS法の枠組みの中で，熱拡散最大化問題を定式化す
る．さらに，トポロジー導関数の分布に基づいてレベルセッ
ト関数を更新する方法など，数値的な実装方法についても説
明する． 最後に，いくつかの数値例を示し，提案手法の妥
当性と X-LS法の有効性を示す．

2. X-LS法に基づく構造表現
ここでは，X-LS法に基づく構造表現の定式化について述

べる．初めに，従来のレベルセット法では，設計領域D ⊂ Rd

（d は扱う問題の次元）において定義される実数値関数であ
るレベルセット関数 ϕ(x) (x ∈ D) を用いて，2 材料（材料
0,1）からなる構造を以下のように表現する．

ϕ(x) > 0 if x ∈ Ω1

ϕ(x) = 0 if x ∈ Γ01

ϕ(x) < 0 if x ∈ Ω0

(1)

ここで，Ω0,Ω1はそれぞれ材料 0,1が占める領域であり，Γ01

はそれらの境界である．
X-LS法では，レベルセット法における材料表現において

2 材料の境界がレベルセット関数の零等位面 ϕ = 0 によっ
て示される点に着目し，レベルセット法を複数材料表現へ
拡張する．すなわち，M(≥ 2) 種類の材料のうち各 2 材料
i, j ∈ {0, 1, . . . ,M − 1} (j ̸= i)の組み合わせごとに，対応す
るレベルセット関数 ϕij を設計領域Dにおいて定義し，零等
位面 ϕij = 0を以下のように対応づける．

ϕij(x) > 0 if x ∈ Ωi

ϕij(x) = 0 if x ∈ Γij

ϕij(x) < 0 if x ∈ Ωj

(2)

ここで，Ωi,Ωj はそれぞれ材料 i, j が占める領域であり，Γij
はそれらの境界である．
レベルセット関数 ϕij を i, j 成分にもつ行列値関数 Φ を

X-LS関数と定義する．なお，ϕii = 0とする．式 (2)の対称

性から，X-LS関数は以下の等式を満たすものと仮定する．

ϕij = −ϕji (3)

式 (2)の拡張レベルセット関数の定義に基づき，複数材料
からなる構造を表現することを考える．まず，領域 Ωm に対
する特性関数 ψm を以下のように定義する．

ψm(x) =

1 x ∈ Ωm

0 x /∈ Ωm
(4)

X-LS 法では，X-LS 関数 Φ を用いて特性関数 ψm を以下
のように表現する．

ψm(Φ) =
∏
k ̸=m

H(ϕmk) (5)

∑
m

ψm = 1 (6)

ただし，H(s)は以下のように定義されるヘビサイド関数で
ある．

H(s) =

1 s ≥ 0

0 s < 0
(7)

なお，式 (6)は X-LS関数に対する制約である．特性関数の
定義式 (2)より，点 xにおいて，2つ以上の材料が割り当て
られていれば，それらの特性関数がそれぞれ 1となり，その
総和は 2以上である．いずれの材料も割り当てられていなけ
れば，全ての材料の特性関数は 0となり，それらの総和は 0

である．一方，一つの材料だけが割り当てられていれば，そ
の材料の特性関数は 1，その他の材料の特性関数は 0となる
ため，総和は 1である．従って，式 (6)の制約が満たされて
いれば，各点 xにおいていずれかただ一つの材料が割り当て
られる．

3. 最適化問題の定式化
本研究では，代表的な熱伝導問題として内部発熱のある系

における熱拡散最大化問題を取り扱う．すなわち，状態場と
して温度場 u を考える．各材料 m の熱伝導係数 κm は温度
に依存せず，等方的であるものとし，各 2材料 i, j である領
域の境界 Γij で温度，及び熱流束は連続とする．設計領域に
おける内部発熱 Qは一様であるものとし，断熱境界 Γn と温
度を 0に規定する境界 Γd を与える．設計領域内での平均温
度を目的関数 F として設定し，各材料に対して上限を V̄m と
する体積制約 Gm を与えた上で，F を最小化することを考
える．

X-LS法による構造表現を用いれば，複数材料トポロジー
最適化問題は以下のように定式化される．
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inf
Φ

F =

∫
D
udΩ∫

D
u∗dΩ

s.t. −∇ · (κm∇u) = Q x ∈ Ωm

ui = uj x ∈ Γij

κi∇ui · nij = κj∇uj · nij x ∈ Γij

∇u · nD = 0 x ∈ Γn

u = 0 x ∈ Γd

Gm ≡
∫
D
ψmdΩ∫
D
dΩ
− V̄m

≤ 0∑
m ψm = 1 in D

ψi = 1 in Γi ∪ Ω∗
i

(8)

ここで u∗ は目的関数を規格化するための基準となる温度場
を表す．ui, uj は材料 i, j内における温度場である．nij は材
料 i, j である 2 領域間の境界 Γij の法線ベクトル，nD は設
計領域Dの境界の法線ベクトルである．Γi,Ω

∗
i はそれぞれ，

材料 iが割り当てられることを事前に指定されている材料規
定境界，および材料規定領域である．

4. 数値実装法
式 (8)の最適化問題の解を直接的に求めることは非常に困

難であるため，本研究では勾配法的に求める．すなわち，適
当な X-LS 関数の初期値を与え，徐々に目的関数が減少し，
かつ制約条件が満たされるように X-LS関数を更新すること
で最適解を得る．以下に概要を記す．なお詳細については文
献 (5) を参照されたい．
4.1. X-LS関数の更新

X-LS関数の更新は，Yamadaらの手法 (6) に倣い，以下の
偏微分方程式を有限要素法を用いて繰り返し解くことにより
行う．

ϕij − τijL2∇2ϕij = ϕold
ij

+ Cij
DijF +

∑
m λmDijGm∫

D
|DijF +

∑
m λmDijGm|dΩ

in D

ϕij = 1 on Γi ∪ Ω∗
i

ϕij = −1 on Γj ∪ Ω∗
j

nD · ∇ϕij = 0 on ∂D\(Γi ∪ Γj) (9)

ここで ϕold
ij は更新前の X-LS 関数である．DijF は 4.2 節

に述べる平均化された拡張トポロジー導関数である．Cij は
X-LS関数の更新幅を制御する係数である．λm は材料mの
体積制約に対する制御係数であり，体積制約関数の拡張トポ
ロジー導関数 DijGm を制御することで，制約が満たされる
ように働くものである．左辺第 2項は正則化項であり，レベ
ルセット関数を拡散させ，平滑化するように働く．これによ
り，極度に複雑な構造が得られないように最適化を進めるこ
とが可能になる．Lは設計領域の代表長さである．τij は正
則化の度合いを決める正則化係数であり，この係数を調整す

ることによって，得られる最適構造における，材料境界 Γij

の幾何学的複雑さを制御することが可能となる．式 (2)の対
称性を満たすため，τij = τji とする．材料規定境界 Γm 及び
材料規定領域 Ω∗

m では，規定された材料が割り当てられるよ
うにレベルセット関数を 1または −1に固定する．設計領域
D の境界で材料規定境界に含まれない場所では，設計領域
外部からの影響を排除するためノイマン条件を設定する．な
お，トポロジーの変化を阻害させないために，上記の方程式
を解いてレベルセット関数の絶対値が 1を上回った部分につ
いては，絶対値が 1となるように修正を加える．

ϕij ← max{−1,min{1, ϕij}} (10)

4.2. 感度解析
本研究では，設計感度として以下のように定義される拡張

トポロジー導関数 DijF を用いる．

DijF = DT
ijF × ψi −DT

jiF × ψj (11)

ここで，DT
ijF は材料 iである領域中に微小な半径を持つ材

料 j である領域が生じたときの目的関数の変化率を示す，2

材料の問題設定におけるトポロジー導関数であり，目的関数
が規格化されない ∫

D
QudΩであれば，熱拡散最大化問題に

おいては以下のように表される (7)．

DT
ij

(
F

∫
D

Qu∗dΩ

)
=

2κi(κj − κi)
κj + κi

∇u · ∇u (12)

本研究では，目的関数は ∫
D
Qu∗dΩにより規格化されている

ため，2材料の問題設定におけるトポロジー導関数は以下の
ように表される．

DT
ijF =

(∫
D

Qu∗dΩ

)−1
2κi(κj − κi)
κj + κi

∇u · ∇u (13)

また，体積制約に関する 2材料の場合のトポロジー導関数
は以下のように表される．

DT
ijGm =


1 (j = m)

−1 (i = m)

0 (otherwise)

(14)

4.3. トポロジー導関数の平均化
最適化計算の安定化のために，目的関数のトポロジー導関

数を以下のように平均化する (5)．

DijF = (1−KT )DijF
old

+KTDijF (15)

ここで DijF old は最適化計算の 1ステップ前における平均化
されたトポロジー導関数 DijF の値であり，0ステップ目で
は 0とした．KT は最適化計算の安定性と収束性に寄与する
時定数であり，これが小さいほど安定性が向上するが，収束
は遅くなりやすい．収束計算の安定化のためには，式 (4.1)

においてレベルセット関数の更新幅に寄与する τij , Cij を小
さくするという手法がより一般的だが，感度を平均化する手
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法は比較的安定化しやすいため，本研究ではこちらの手法を
用いた．
4.4. 制御係数の更新
制御係数 λm は体積制約関数Gm を用いて以下のように計

算する．

Im = max{0, Ioldm + (Gm + (Gm −Gold
m ))} (16)

λm = KP
m

(
max{0, Gm}+ (Gm −Gold

m )
)
+KI

mIm (17)

ここで，Ioldm , Gold
m は最適化計算の 1 ステップ前における

Im, Gm の値である．0 ステップ目においては，Ioldm = 0,

Gold
m = 0とする．KP

m,K
I
m は制御ゲインである．

4.5. レベルセット関数の近似による材料の割り当て
式 (6) が満たされない場合，M 種類のどの材料にも割り

当てられない領域が生じることになる．本来は式 (6) の条件
をレベルセット関数に対する制約として扱う必要があるが，
本研究では簡易的に，条件を満たす以下のような近似された
レベルセット関数 ϕ̃ij を用いる．

ψ̂m =
∏
k ̸=m

1 + ϕmk(x)

2
(18)

ϕ̃ij = ψ̂i − ψ̂j (19)

なお，このような近似を用いても，例として ϕAB = 1, ϕBC =

1, ϕCA = 1となるような領域では，̃ϕAB = 0, ϕ̃BC = 0, ϕ̃CA =

0となってしまい，いずれの材料の領域にも属さない領域と
なる．（式 (2)の定義では，各材料の“境界である領域”，と
いうことになる．)　本研究では，最適化過程においてこの
領域が生じた場合には，3材料の中間の材料定数を持つ領域
として扱うことにより計算を続行する．対象とする問題設定
によっては，この中間領域が設計領域の大部分を占めるよう
な結果となり，最適化計算が適切に行われない，工学的に有
用な解が得られないなどの問題が生じることが考えられる．
そのような場合には式 (6) の条件を制約として考慮しつつ，
最適化を行う必要がある．
4.6. 特性関数の近似
有限要素を再生成する手間を省略するため，本研究では

Ersatz material approachに基づき熱伝導係数の空間分布を
表現することにより，複数材料から成る最適構造を表現する．
まず，式 (5)の特性関数 ψm を次のように ψ̃m に近似する．

ψ̃m(x) =

∏
k ̸=m

H̃(ϕ̃mk(x))∑
l

∏
k ̸=l

H̃(ϕ̃lk(x))
(20)

ここで H̃ は以下に定義される近似ヘビサイド関数である．

H̃(s) ≡


0 (s < −h)
1

2
+
s

h

[
15

16
− s2

h2

(
5

8
− 3

16

s2

h2

)]
(−h ≤ s ≤ h)

1 (s > h)

(21)

ただし h (0 < h < 1)は材料定数の遷移幅を制御する定数で
ある．
この近似された特性関数 ψ̃m を用いて，複数材料を考慮し

た熱伝導係数 κ′(x)は以下のように表現される．

κ′(x) =
∑
m

κmψ̃m(x) (22)

5. 数値解析例
ここでは提案手法の妥当性を検証するため，数値解析例を

示す．図 1 に問題設定を示す．赤色の領域は設計領域 D で
あり，一様な内部発熱 Q = 1 を与える．青色で示した境界
Γd では温度を u = 0と規定し，灰色で示した境界 Γn には断
熱条件∇u ·nD = 0を課す．設計領域Dは一辺の長さが 1の
正方形とした．温度規定境界 Γdは長さを 0.2とし，設計領域
の下辺中央に配置した．以下に示す数値例の全てにおいて，

Internal	heat	generation	𝑄
Design	Domain	𝐷

Temperature	defined	boundary Γ!

Thermal	insulation	boundary	Γ"

Fig. 1: Design domain and problem settings

解析領域を 8万個の三角形要素によって分割しており，代表
長さは L = 1とした．用いる材料は材料 0,1,2,3の順にプラ
スチック，銅，鋼，アルミを仮定し，それぞれ熱伝導率を 4.0,

372, 40, 204 [W/mK] とした．以下に示す最適構造を表す図
では，それぞれ白，青，赤，緑色の領域に対応する．なお，
熱伝導率の比が大きい場合には，最適化計算が不安定になる
ため，プラスチックの熱伝導率を実際の値よりも大きく設定
している．X-LS法において最適化の対象とする材料の種類
をM = 2, 3, 4とし，それぞれの条件で最適化計算を行った．
このとき用いる材料は，M = 2の場合はプラスチックと銅と
し，M = 3の場合はそれに鋼を加え，M = 4の場合はさらに
アルミを加えた．各材料領域に対して与える体積制約につい
ては，プラスチックに対しては導入せず，その他の材料につ
いては，設計領域の 50%をM − 1で割った値をそれぞれの
上限値 V̄m とした．レベルセット関数の初期値は ϕij = 0と
した．いずれの材料m ∈ {0, 1, 2, 3}に対しても，材料規定境
界 Γm 及び材料規定領域 Ω∗

m は設定しない．目的関数を規格
化するための温度場 u∗ はそれぞれの初期構造における温度
場とした．X-LS関数の更新幅を制御する係数は Cij = 1と
した．制御ゲインの値はそれぞれ KP

m = 0.2,KI
m = 0.2とし

た．トポロジー導関数の平均化における時定数はKT = 0.05
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とした．材料定数の遷移幅を制御する定数の値は h = 0.2と
した．
初めに，正則化係数を τij = 4.0 × 10−6 と固定したとき，

最適化計算に用いる材料の種類をM = 2, 3, 4とした場合に
ついて最適化結果を示す．それぞれの条件について，十分な
回数の最適化ステップの後，体積制約関数は 0.1%未満とな
ること，規格化された目的関数の 1 ステップでの変化量は
0.1%未満となることを確認し，最適化結果とした．得られた
最適構造を図 2 に示す．また，M = 3 の最適構造における
温度場の分布を図 3に示す．また，図 4に材料の数がM = 4

である条件における収束履歴を示す．

(a) M = 2 (b) M = 3 (c) M = 4

Fig. 2: Optimized configurations for different

numbers of materials when regularization pa-

rameter τij = 4.0× 10−6

Fig. 3: Optimized configuration for M = 3

(left) and the temperature field for the opti-

mized configuration (right)

Fig. 4: Convergence history of objective func-

tion F and constraint functions for volume

constraints Gm for M = 4

図 4から，200ステップにおいて目的関数値および制約関

数値の 1ステップごとの変動はそれぞれおおよ 0.01を下回っ
ており，ほぼ収束している．M = 2, 3, 4の時の目的関数はそ
れぞれ 0.610, 0.653, 0.719 となった．それぞれの最適化結果
において，各材料の体積はそれぞれの上限値となった．得ら
れた構造は，枝分かれした構造が設計領域全体を覆うように
分布して局所的に高温になるような領域をなくすように配置
されている点，枝状の構造はそれぞれ直線的に温度規定境界
から伸びている点，熱流束の集中する温度規定境界に近づく
につれ金属部材が太くなっている点，図 2(b),(c)では温度規
定境界に近い部分に比較的熱伝導率の高い銅（青色領域）や
アルミ（緑色領域）が配置され，それらの先端に熱伝導率の
低い鋼（赤色領域）が集中している点から，物理的に妥当な
構造であると言える．また最適構造の材料分布は全体に滑ら
かであり，チェッカーボードのような構造は見られず，それ
ぞれの領域の界面においても，メッシュ粗さ程度の凹凸は見
られるものの，微細な棘状の構造等は見られず，正則化が適
切に行われたことがわかる．
次に，用いる材料の数をM = 3に固定し，正則化係数 τij

を τij = 4.0× 10−4, 4.0× 10−5, 4.0× 10−7 と設定した場合に
ついて最適化を行なった．最適化結果を図 5に示す．図 2(b)

(a) τij = 4.0 ×
10−4

(b) τij = 4.0 ×
10−5

(c) τij = 4.0 ×
10−7

Fig. 5: Optimized configurations for different

values of regularization parameters τij

及び，図 5を比較すると，正則化係数 τij の値が大きいほど，
細かな枝が一つにまとまった構造が得られており，τij の設
定によって幾何学的複雑さを制御可能であることが示せた．
τij = 4.0× 10−4, 4.0× 10−5, 4.0× 10−7 の時の目的関数はそ
れぞれ 0.732, 0.666, 0.654となった．また，図 2(b)に示した
M = 3 かつ τij = 4.0 × 10−6 の時の目的関数値は 0.653 で
あった．このことから，τij が小さければ幾何学的複雑さが許
容され，目的関数値がより良い値を示す傾向が確認できた．
なお，τij = 4.0× 10−6 と τij = 4.0× 10−7 の 2条件では目的
関数値には大きな違いが無いが，これは τij = 4.0× 10−7 の
場合では構造の細かさに対してメッシュの細かさが十分でな
く，解析の精度が得られなかったことなどが原因として考え
られる．そこで，τij = 4.0 × 10−7 の場合について，要素数
を 4倍の 32万個に増やして計算を行った．得られた最適構
造を図 6 に示す．この場合には目的関数値は 0.648 となり，
τij = 4.0 × 10−6 の時の目的関数値 0.653 より良い目的関数
値が得られることが確認できた．
さらに，用いる材料の数をM = 3 に固定し，3 つの正則
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Fig. 6: Optimized configurations with fine

mesh, where M = 3 and regularization pa-

rameters τij = 4.0× 10−7

化係数 τ01 = τ10, τ12 = τ21, τ20 = τ02 のうち，1 つを他の 2

つの正則化係数と比較して大きく設定した場合と，逆に小さ
く設定した場合について最適化計算を行った．図 7は，一つ
を大きく τij = 4.0× 10−4，その他を小さく τij = 4.0× 10−6

設定した場合の最適構造である．一方，図 8は，一つを小さ
く τij = 4.0× 10−6，その他を大きく τij = 4.0× 10−4 設定し
て最適化を行なった場合の結果である．プラスチックと銅の
境界に対する正則化係数が小さい 3つの条件については，十
分な回数の最適化ステップの後，体積制約関数は 0.1%未満
となること，規格化された目的関数の 1ステップでの変化量
は 0.1%未満となることを確認し，最適化結果とした．プラ
スチックと銅の境界に対する正則化係数が大きい残りの 3つ
の条件については，体積制約の収束が悪く，最適化の過程で
構造が大きく変化しながら繰り返し同様の構造が現れる傾向
にあったため，構造が大きく変化し始める前の構造を結果と
して示す．なお，構造が大きく変化し始める前においては，
体積制約関数 Gm の値は 0.1%未満となり，目的関数 F の値
の 1ステップでの変化量は 0.1%程度であった．

(a) τ02 = 4.0 ×
10−4

(b) τ01 = 4.0 ×
10−4

(c) τ12 = 4.0 ×
10−4

Fig.7: Optimized configurations with one reg-

ularization factor set to large τij = 4.0×10−4

and the other two to small τij = 4.0× 10−6

それぞれの最適化結果において，各材料の体積はそれぞ
れの上限値となった．図 7(a),(b),(c) に示した最適構造で
は，目的関数値はそれぞれ 0.668, 0.694, 0.663 となった．図
8(a),(b),(c)に対しては，目的関数値はそれぞれ 0.708, 0.689,

0.711となった．いずれの場合でも目的関数値は，全ての τij

を大きく（τij = 4.0× 10−4）設定した時の目的関数値 0.732

より小さく，全ての τij を小さく（τij = 4.0×10−6）設定した
時の目的関数値 0.653より大きくなっている．また，図 2(b)

と図 7(c) を比較すると，全体的な構造の複雑さに相違は見
られないものの，図 7(c)では，赤色で示された鋼である領域

(a) τ02 = 4.0 ×
10−6

(b) τ01 = 4.0 ×
10−6

(c) τ12 = 4.0 ×
10−6

Fig.8: Optimized configurations with one reg-

ularization factor set to small τij = 4.0×10−6

and the other two to large τij = 4.0× 10−4

に，青色で示された銅である領域が入り込むような構造は見
られなくなっており，鋼と銅の境界の幾何学的複雑さが小さ
い構造が得られている．図 5(a)と図 8(b)を比較すると，全
体的な構造の複雑さは同様であるものの，図 8(b) 左右中央
部分にはプラスチックである白色領域中に，銅である青色の
細長い領域が生じており，幾何学的複雑さが許容されて最適
化が行われていることがわかる．このように，それぞれの 2

材料の組み合わせごとに，幾何学的複雑さを制御可能である
ことが示された．

6. 結言
本研究では，X-LS法に基づく複数材料トポロジー最適化

手法を熱問題へ適用し，内部発熱のある系において数値解析
例を示した．また，正則化係数を境界ごとに別個に設定し，
境界ごとに幾何学的複雑さを制御可能であることを示し，熱
伝導問題においてもX-LS法の利点が得られることを示した．
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