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凹型の散乱体に対する2次元Helmholtz方程式の transmission問

題の境界積分方程式法による複素固有値計算について

On the calculation of complex eigenvalues of transmission problems for the 2D Helmholtz equation

for concave scatterer using boundary integral equation method
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We consider boundary integral equation method (BIEM) for calculating complex eigen-

values of transmission problem for concave scatterer in the 2D free space. In this problem,

separation of fictitious eigenvalues of the BIEM from the real axis is of importance since

both the true and fictitious eigenvalues may be obtained near the real axis. In this paper,

motivated by Steinbach and Unger (2), we focus on several boundary integral equations

which are formulated by combining the potential and its normal derivative multiplied by

an elliptic operator to see their ability of separating the fictitious eigenvalues from the

real axis. Specifically, we focus on combined boundary integral equation formulated with

the single layer potential of the Yukawa type, and we discuss the heuristic parameter

choice related to the formulation. Numerical examples show that the combined boundary

integral equation formulated with the Yukawa potential is effective in the separation of

the eigenvalues, while the standard Burton-Miller type formulation shows rather better

performance.

Key Words : Boundary Integral Equations, Combined Boundary Integral Equations,

Eigenvalues

1. 導入

本論文では、近年注目を集めてきている開領域における外

部境界値問題の共鳴現象に関わる複素固有値 (固有振動数)

の、境界積分方程式法 (boundary integral equation method、

以下 BIEM)による数値計算について考える。BIEMを用い

た複素固有値計算を行う場合、得られた固有値は本来求めた

い境界値問題の固有値 (真の固有値) ではない「見かけの固

有値 (fictitious eigenvalue)」と呼ばれる偽の固有値であるお

それがあり、これらの判別を行う必要がある。

そこで本論文では、2次元Helmholtz方程式の transmission

問題を取り上げ、真の固有値と見かけの固有値を容易に判別

できるような境界積分方程式を考察する。Transmission問題

におけるこのような定式化として、著者らは (transmission

問題における)内側の領域に対応する式の基本解を修正する

方法を提案している (1)。この定式化を用いると、真の固有

値と見かけの固有値は、それぞれ複素平面の下半平面、上半
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平面に現れ区別ができる。しかしながら、真の複素固有値や

見かけの複素固有値が十分実軸から離れている場合であれば

きわめて容易に判別できるが、真の固有値も見かけの固有値

もともに実軸付近に現れるような問題であれば、判別が難し

くなるおそれがある。これは、Fig. 1のような凹型の形状に

対する散乱問題で顕著に起こりうる。なぜなら、凹型の形状

においては窪みの部分に局在するような固有モードが存在し

得り、それらも厳密には複素固有値に対応する無限領域にお

ける固有モードであるが、その振る舞いは有界領域中の実固

有値の固有モードに近いものであり、それに対応する固有値

はほとんど実数となると考えられるためである。実際、その

ようになるという計算結果が報告されている (2, 3)。

そこで本論文では、凹型の散乱体の transmission問題につ

いて、ポテンシャル U を用いて以下の形で与えられる境界

積分方程式の見かけの固有値の分離性能を検討する：

U + (複素定数 α)× (作用素 P)
∂U

∂n
. (1)

こういった形、あるいはこれと似た形の境界積分方程式は

− 119  −



Fig. 1 Concave scatterer. This shape is given by

(15) with the coefficients in Table. 1.

combined (field) boundary integral equationと呼ばれ正則化

の観点からよく研究されてきており (例えば (4))、また (1)に

おいて P = I(恒等作用素) とした場合、よく知られている

Burton-Miller型の境界積分方程式 (5)(以下、BM型と呼ぶ)

となる。式 (1)の形の境界積分方程式の見かけの複素固有値

分布に関する知見としては、Steinbach と Unger の研究 (2)

がある。彼らは、3 次元 Helmholtz 方程式の外部 Neumann

問題を取り上げ、見かけの複素固有値分布が、P を静的問題
の一重層ポテンシャルとした場合の (1)の形の境界積分方程

式と同一となる境界積分方程式を考え凹型の形状の問題の固

有値解析を行い、その (見かけの) 複素固有値は実軸から離

れて現れ、単純な BM型 (と同様の固有値分布を持つ積分方

程式)のものより複素固有値の分離性能が優れているという

計算結果を報告している (2)。

そこで、本論文では 2次元Helmholtz方程式の transmission

問題に対して、(1)の形の境界積分方程式を考え、この形で与

えられるいくつかの境界積分方程式の見かけの複素固有値分

離性能を比較する。一見すると、すでに Steinbachと Unger

の複素固有値に関する知見がある下で、そのような比較研究

を行う必要性は無い様に見えるが、実は 2次元 transmission

問題に対して先述の Steinbachと Ungerの 3次元 Neumann

問題における知見をそのまま当てはめられるか否かは、以下

に示す 2点の理由・違いから検討の余地が充分ある。実際、

この定式化において真の固有値と見かけの固有値を分離でき

るためには、作用素 P が楕円的 (ここでは任意の関数 ϕにつ

いて、(ϕ,Pϕ) ≥ C(ϕ, ϕ) , ∃C > 0 となることとする。ここ

に () は境界積分をとる内積である)であることが要請される

が、静的問題の一重層ポテンシャルが楕円的であることは、2

次元の場合は条件付きでしか成り立たたないため (文献 (6)、

6.6.1)、3 次元の場合と同様には取り扱えない。そこで、本

論文では静的問題の一重層ポテンシャルのかわりに、楕円的

であることが保証される (7) 湯川型ポテンシャルを用いる。

この発想は素朴であり斬新なものではないが、静的問題と異

なり核関数の選び方に自由度が生じる。本論文では、数値実

験に基づく核関数の発見的な選び方も与える。2点目の大き

な違いは、見かけの固有値を生成する境界値問題の違いであ

る。Transmission問題の場合、散乱体の内部と外部のいずれ

においても波動が存在するため、式 (1)の形で与えられる境

界積分方程式を散乱体内部と外部で 2 本分並べる必要があ

り、それらの見かけの固有値は、境界条件が (1)の形で与え

られる内部境界値問題または外部境界値問題の固有値とな

る。外部 Neumann問題の場合、見かけの固有値は補領域で

ある内部問題の固有値しか現れないが、一方で transmission

問題では散乱体の内部と外部両方の領域の解の積分表現を

考える必要があるため、内部問題の固有値だけでなく、外部

境界値問題の固有値も見かけの固有値として出現する。した

がって、外部境界値問題の生成する見かけの固有値の分離に

ついても考慮する必要がある。凹型の領域の内部問題の見か

けの固有値として現れる外部境界値問題由来の見かけの固

有値の知見として Zhengらの報告 (3) があり、そこでは BM

の係数 αを i/k(k は波数)の形とする選び方が見かけの固有

値の分離に有効であることが、Fig. 1と似た凹型形状におい

て報告されている (3)。しかしながら,そこでは BM型の境界

積分方程式のみ取り扱われており、一重層ポテンシャルを用

いた定式化についての外部境界値問題由来の見かけの固有値

に関する知見は著者の知る限りない。以上のように、本論文

は境界積分方程式の斬新な定式化を提供するものではないも

のの、本論文が取り扱う問題は既存の知見が必ずしも適用で

きるか定かではないものであるため、本論文が提供する数々

の数値実験結果が寄与する知見は、実用上小ではないと考え

られる。

本論文の構成は以下のとおりである。2節において、対象

とする境界値問題の定式化と、境界積分方程式の定式化を示

す。3節において、数値計算例を示す。4節で、結言と今後の

課題をまとめる。

2. 定式化

2.1. 2次元Helmholtz方程式の transmission問題

本論文では、e−iωt の形 (ω は角振動数)で時間 tに依存す

る波動方程式より導かれる 2次元 Helmholtz方程式の trans-

mission 問題を考える。境界が滑らかな曲線で表される有界

領域 Ω2 ⊂ R2 を考え、Ω1 := R2 \ Ω2 とする。考える 2次元

Helmholtz方程式の transmission問題は

(∆ + k2
i )u(x) = 0 in Ωi (i = 1, 2) (2)

u+ = u−(= u),
1

ϵ1

∂u+

∂n
=

1

ϵ2

∂u−

∂n
(= q) on ∂Ω2 (3)

十分大きな Rが存在し、|x| > Rとなる xにおいて

u(x)− uinc(x) =

∞∑
n=−∞

anH
(1)
n (k1|x|)einθ, (4)

を満たす u(x)を求める問題である。ここに、ϵi は正の実数、

ki は波数で ki = ω
√
ϵi(ϵi > 0)、uinc は Ω1 における入射波、

H
(ν)
n は n次第 ν 種 Hankel関数である。式 (3)は境界条件で
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あり、上付き添字の +(−)は Ω1(Ω2)から境界への trace、ま

た ∂/∂nは法線微分を表す (法線ベクトルは Ω2 から Ω1 の向

きを正の向きとする)。式 (4)は放射条件を表す。なお、具体

的な物理現象としては、透磁率 µ = 1における電磁波を想定

し、ϵi は各領域 Ωi (i = 1, 2)における誘電率である。上記の

transmission問題の固有値 (固有振動数)とは、uinc ≡ 0のと

きに (2)-(4)を満たす u ̸≡ 0が存在するような ω ∈ Cである。
このような ω は Imω < 0 であるが、Fig. 1 のような凹型の

形状では極めて小さな虚部をもち、ほとんど実数となること

が有り得る。

2.2. 境界積分方程式の定式化

記号をいくつか導入する。境界値 u, qに対してポテンシャル

U
o/i
k (x) :=

∫
∂Ω2

(
ϵkG

o/i
k (x, y)q(y)− ∂G

o/i
k (x, y)

∂ny
u(y)

)
dsy

を導入する (ただし x ∈ R2 \ ∂Ω2)。ここに、ϵk は波数が kで

ある領域の誘電率、G
o/i
k は波数 k の 2 次元 Helmholtz 方程

式の基本解で

Gtype
k (x, y) =


i
4
H

(1)
0 (k|x− y|) for k ̸= 0, type = o

− i
4
H

(2)
0 (k|x− y|) for k ̸= 0, type = i

1
2π

log 1
|x−y| for k = 0

とする。上付き添字の o と i は、それぞれ外向き放射条件、

内向き放射条件を考えていることに対応する。また、境界積

分作用素を以下のように定義する(
So/i
k q

)
(x) =

∫
∂Ω2

G
o/i
k (x, y)q(y) dsy,

(
Do/i

k u
)
(x) =

∫
∂Ω2

∂G
o/i
k (x, y)

∂ny
u(y) dsy,

(
Do/i

k

T
q
)
(x) =

∫
∂Ω2

∂G
o/i
k (x, y)

∂nx
q(y) dsy,

(
N o/i

k u
)
(x) = =

∫
∂Ω2

∂2G
o/i
k (x, y)

∂nx∂ny
u(y) dsy.

ここに =
∫
は発散する積分の有限部分である。

本論文では、楕円的な作用素 P1,P2 および係数 α, β を用

いて以下のように表される境界積分方程式を考える。

(Uo
k1
)− + αP1

(
∂Uo

k1

∂n

)−

= 0 on ∂Ω2, (5)

(
U i

k2

)+
+ βP2

(
∂U i

k2

∂n

)+

= 0 on ∂Ω2. (6)

これらは、領域 Ω1,Ω2 の解に対応する積分表現 Uk1 , Uk2 が、

補領域においてゼロになるという式の境界への traceを用い

て定式化されたものである (作用素 P1,P2 は楕円的である

ように選べば元の境界値問題の解の積分表現 U とは無関係

なものであり、また本論文では作用素 P1,P2 として境界で

連続となる一重層ポテンシャルまたは恒等作用素を想定して

いる。以上の理由から、これらの作用素には上付き添字はつ

けていない)。なお、Uk2 の方の式において U i
2 と内向き放射

条件に対応するものを用いているのは、(1) と同様のアイデ

アに基づく。また、上記の積分方程式は固有値計算を念頭に

入れて、斉次 uinc ≡ 0 の場合のみを示している。なお、式

(5)-(6) により与えられる境界積分方程式の積分作用素の形

を陽に書くと以下のようになる。 I
2
−Do

k1
− αP1N o

k1
ϵ1
(
So
k1

+ αP1

(I
2
+Do

k1

T
))

I
2
+Di

k2
+ βP2N i

k2
−ϵ2

(
S i
k2

+ βP2

(
−I

2
+Di

k2

T
)) 

(7)

境界積分方程式の固有値とは、(7)を係数行列とする斉次積

分方程式が非自明解を持つような ω ∈ Cである。式 (5)-(6)

に基づき固有値を計算すると、transmission問題の固有値と

は別に、見かけの固有値として以下の内部問題(
∆+ k2

1

)
u = 0 in Ω2, u

− + αP1
∂u−

∂n
= 0 on ∂Ω2 (8)

および外部問題(
∆+ k2

2

)
u = 0 in Ω1, u

+ + βP2
∂u+

∂n
= 0 on ∂Ω2

十分大きな Rが存在し、|x| > Rとなる xにおいて

u(x) =

∞∑
n=−∞

bnH
(2)
n (k2|x|)einθ, (9)

の固有値が現れる。内部問題 (8)および外部問題 (9)の固有

値は、それぞれ Imα < 0および Imβ > 0 となるように係数

α, β を選ぶと、正の虚部を持ち、負の虚部を持つ真の固有値

(transmission 問題 (2)-(4) の固有値) と判別できる。この説

明は付録に記す。具体的な選び方は、数値計算例で述べる。

本論文では、α, β,P1,P2 の選び方として、以下を考える

• Burton-Millerの定式化 (BM):P1 = I,P2 = 0のと

き、標準的な transmission問題に対するBurton-Miller

の定式化と一致し、本論文ではBMと呼ぶことにする。

注意すべきは、見かけの固有値を生む問題の一つの外

部問題 (9)が、外部 Dirichlet境界値問題となる点であ

る。多くの場合このような問題の固有値は実軸から離

れているが、散乱体が Fig. 1のように波を局在させる

形状を持つ凹型の形状であれば、外部 Dirichlet 問題

が非常に小さな虚部を持つ固有値を生成する可能性が

ある。

• BMBM型:P1 = I,P2 = I のとき、外部問題 (9)の境

界条件もインピーダンス境界条件となり、凹型の形状

であっても「吸収」の効果によって虚部の小さな固有

値が現れにくいと期待される (実際、そのように虚部

を実軸から引き離す効果は Zhengら (3) により報告さ

れている)。本論文では、この組み合わせで与えられる

境界積分方程式を BMBMと呼ぶことにする。

• Regularized型 (Reg):P1 = So
iη1 ,P2 = So

iη2、ここに

η1, η2 > 0 :Steinbach and Unger(2) において、3 次元

問題の場合に P1 = S0 としたとき (8)が、BM型のも

のより固有値が実軸から離れる計算結果が報告されて

おり、固有値の分離の効果に期待できる。波数 k2 に関

わるポテンシャルにも、β × · · · の項を加えているの
は BMBMと同じ発想による。なお、導入でも述べた
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ように、2次元問題の場合は S0 は条件付きで楕円的で

あるため、ここでは代わりに常に楕円的である湯川ポ

テンシャル P1 = So
iη1 ,P2 = So

iη2 を採用する。作用素

So
iηi は陽にかくと(

So
iηiϕ

)
(x) =

∫
∂Ω2

Go
iηi(x, y)ϕ(y) dsy

=

∫
∂Ω2

1

2π
K0(ηi|x− y|)ϕ(y) dsy

となる (ここにK0は 0次変形Bessel関数)。正数 η1, η2

の選び方は、後に数値実験により示す。本論文では、

この方程式を「Regularized型 (Reg型)」と呼ぶ。

3. 数値計算例

3.1. 境界積分作用素の離散化

本論文では、境界が滑らかに媒介変数表示される問題を考

え、Hao ら (8) により提示されている Alpert の数値積分公

式 (9)を用いたNystöm法による離散化を行う。これは、境界

形状の滑らかな媒介変数表示を用いて、境界積分を 1次元の

積分に帰着させ、各積分点上の関数値を未知量として問題を

解く方法である。一重層ポテンシャルが持つ logの特異性は

Alpertの数値積分公式により高精度に計算される。一方で、

超特異積分作用素 N をこの方法で直接計算することはでき
ない。そこで、本論文では式 (7) 中の PN の項は Calderón

の式 (例えば文献 (6) の corollary 6.19を参照 (静的問題))を

用いて以下のように計算する (以下では上付き添字は省略す

る)。まず、P = Siη の場合は

SiηNk = Siη(Nk −Niη) + SiηNiη

= Siη(Nk −Niη) +D2
iη − I

4

上式の右辺の (Nk − Niη) は高々log の特異性しか持たず

Nyström 法により計算できる。同様に、P = I の場合は、
上式の両辺に S−1

iη を乗じたものを考えれば良い。本論文で

は、Nk単体の計算には η = 0とした S−1
0 を用いる (これは境

界が Γ-contour (10)でなければ必ず存在する)。以上の関係式

を用いて、BMBMおよび Reg型の作用素の計算を行う。た

だし、BM型については上記のようにNk を陽に計算はせず、

弱い特異性だけを持つ同一の固有値分布を持つ定式化 (11)を

利用する。本論文では、この定式化を BM2と呼ぶが、固有

値分布は通常の BM と同一であるので、固有値分布を考え

るときは単に BMと呼ぶ。

以上のようにNyström法で計算した離散化積分作用素を組

み合わせて式 (7)の離散化版の行列を作成し、固有値問題は

その ωに関する非線形固有値問題を櫻井・杉浦法 (SSM、(12))

によって解いて求める。

3.2. 係数 α, β および η1, η2 の選び方の一例

係数 α, β および η1, η2 の選び方を数値的に検討する。

まず、BM型、およびBMBM型について、見かけの固有値

を生む境界値問題の境界条件が (実波数時の)放射条件の１次

近似の形となる選び方に負号をかけたものである α = −i/k1

および β = i/k2 を採用する (符号は見かけの固有値を分離で

きるように考慮されている)。

本論文での、Reg 型のパラメータの選び方を示す。係数

α = β = 0 であれば (8) および (9) は Dirichlet 問題となり、

特に内部問題 (8)は実固有値を持ち、また外部問題 (9)も凹

型の形状であれば実軸に近い固有値を持つ可能性が高い。

|α|, |β| → ∞ の場合も Neumann 問題に近づき同様である。

また、ηi → ∞のとき、So
iηi は核関数の強い減衰のためゼロ

に近づき、Dirichlet問題に近づくと予想される。したがって、

上記の α, β, η1, η2 には極端な値ではなく、マイルドな有限の

値を定めれば良いと予想される。そこで、一般の複素係数で

は範囲が広すぎるため、α, β は以下の純虚数に制限する。

α = −ia, β = ib (a, b > 0) (10)

パラメータ ηi(i = 1, 2)の選択の知見を得るための数値実

験を示す。形状を原点中心の円とした場合、固有関数や解、お

よび境界上の関数に境界積分作用素を作用させたものは円の

周方向 (角度方向)の Fourier級数展開で表され、種々の境界

積分方程式の固有モードは einθ の形に分解され、各固有モー

ドに対応する固有値は容易に決定できる。そこで、Ω2が半径

1.1の原点中心の円であるとし、ϵ1 = ϵ2 = 1の場合を考える。

この場合、transmission問題の固有値は存在せず、境界積分

方程式の固有値はすべて見かけの固有値となり、上半平面に

現れる。まず、α = −i, β = iと固定し、また η := η1 = η2(今

は ϵ1 = ϵ2 = 1 としているため、これらの値は領域によら

ず同じ値とする) として η を変化させた時の n = 2 および

n = 10の Reg型の固有値を複素平面上にプロットし、傾向

が見やすいように折れ線で結んだものを Fig. 2(a),(b) にそれ

ぞれ示す。これらの図より、各 η に対して実軸から最も離れ

る山があり (例えば、n = 2, η = 12の場合は Reω = 25付近

が最も実軸から離れている)、高周波側 (Reωの大きい方)に

いくにつれ裾が広がる (実軸に近づく)ことがわかる。また、

その山は η が大きくなるに連れ、高周波側へ移動していく

ことがわかる。そこで、一般には ϵ1 ̸= ϵ2 であることを考慮

し、η1, η2 は波数の実部:ηi = Re ki =
√
ϵi Reωとすると良い

と考えられる。この選び方は、So
iηi の核関数の引数として現

れる ηi|x− y|が無次元量となることからも、物理的に自然
な選び方であると考えられる。ただし、このような選び方を

行うと、So
iηi が楕円的であることは保たれるが、SSM によ

る固有値計算で必要とされる係数行列が ω について解析的

である性質がなくなり、SSMによる固有値計算ができない。

そこで、固有値を計算するための SSMの経路を長方形とし、

ηi := (SSMの長方形経路の中心の実部)×
√
ϵi (i = 1, 2)

(11)

と選び、近似的に ηi = Re ki を実現することにする。このよ

うに選べば、SSMの経路の中では ηi は定数であり、解析的

であるという性質が保持され、SSMによる固有値計算が可

能となる。Fig. 2(c)は、このような η の選び方を行った場合

と、いくつかの固定した ηを用いた場合の固有値分布を、実
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際に境界積分方程式の固有値を計算して (離散化点数 500と

した)求めた結果を示す。Fig. 2(c)より、ここで提案した ηの

選択法により得られた固有値 (proposed,黒丸)は、η を決め

打ちにして得られたものよりも、実軸との距離が安定してい

ることがわかる。

(a) n = 2

(b) n = 10

(c) BIEM

Fig. 2 Distribution of the fictitious eigenvalues of

the Reg-type BIE with α = −i, β = i and

various η (circular scatterer, ϵ1 = ϵ2 = 1).

Note that the eigenvalues are plotted with

lines in (a) and (b). Subfigures (a) and (b)

show n = 2 and n = 10, respectively, and

(c) shows the eigenvalues obtained with

the BIEM. Graph legends show the value

of η.

次に、α, β の選択について考える。作用素 S を ∂U/∂nに

乗じることは、∂U/∂nの物理的な次元を U と揃える効果を

持つ。したがって、係数 α, β は無次元量とすることが自然と

考えられる。BM型の場合は α, βは領域の波数に依存する形

とされるが、Reg 型では上記のように α, β は無次元量とす

るのが妥当と考えられること、また先述の議論より領域の波

数への依存性は η1, η2 へ導入することが妥当と考えられるこ

とから、本論文では α, β は絶対値が同じ純虚数であるとし

α = −ia, β = ia (a > 0) (12)

と選ぶことにする。Fig. 3(a),(b)は ηi を (11)のように選び a

を変化させたときの、それぞれ n = 2および n = 10の Reg

型の固有値を Fig. 2(a)(b)と同様の形式で示したものである。

これらの図より、a = 2のときの固有値分布が全体として実

軸から最も離れているように見えるため、本論文ではこれ以

降 α = −2i, β = 2iと選ぶことにする。

(a) n = 2

(b) n = 10

Fig. 3 Distribution of the fictitious eigenvalues

of the Reg-type BIE for various a (circu-

lar scatterer, ϵ1 = ϵ2 = 1). Note that η is

chosen as center of each path of integral

for the SSM, and the eigenvalues are plot-

ted with lines in (a) and (b). Subfigures

(a) and (b) show n = 2 and n = 10, re-

spectively. Graph legends show the value

of a.

3.3. 定式化の妥当性の検証

解析解を求めることが可能な通常の問題 (固有値問題でな

い)を実数の ωの範囲で解き、定式化の妥当性を数値的に確認

する。ここでは、Reg型はα = −2i, β = 2i, η1 = k1, η2 = k2

とする (ここでは ωが正の実数であるので ηを波数としても

差し支えない)。解くべき transmission問題は、Ω2が半径 1.1

の原点中心の円であるとし、ϵ1 = 1, ϵ2 = 4および入射波を

uinc(x) =

50∑
n=−50

Jn(k1r)e
inθ (13)

とした問題を考える。ここに Jn は n次 Bessel関数で r, θは

x の極座標表示である。Fig. 4 に、離散化点数 100 とし、ω

を変化させたときの、種々の積分方程式の以下で定義される

相対誤差を示す。

error =
1

2

(√∑N
n=1 |ui − uana

i |2∑N
n=1 |uana

i |2
+

√∑N
n=1 |qi − qanai |2∑N

n=1 |qanai |2

)
.

(14)

ここに、ui, qi は i(= 1, · · · , N)番目の積分点上の u, qの関数

値、上付き添字 ana は解析解を示す。Fig. 4より、いずれの定
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式化も誤差が大きい ωの近傍 (これらの ωは真の固有値に近

い)を除き、精度よく解を得ている。なお、円形の問題でも

実軸に近い真の固有値が多数現れるが、これは Ω2 内部で波

速が遅いことにより波が散乱体にとらわれる効果を表すもの

であり、形状に由来するものではないことを注意しておく。

Fig. 4 Relative error in (14) (circular scatterer,

ϵ = 1, ϵ2 = 4)

3.4. 凹型形状の transmission問題の固有値

凹型形状の transmission 問題の複素固有値の計算結果を

示す。境界 ∂Ω2 が

x1 =

5∑
i=0

ai cos(iθ), x2 =

5∑
i=0

bi sin(iθ) (15)

とかける Fig.1のような形状とする。ただし、係数 ai, bi(i =

0, · · · , 5) は Table. 1 に示した∗。また、ϵ1 = 1, ϵ2 = 10 およ

び境界の離散化点数は 1000 点とした。

Fig. 5に、種々の境界積分方程式で求めたこの問題の固有

値を示す。なお、ここでは BMBM、Reg、BM2 に加えて、

transmission問題に対する標準的な境界積分方程式の一つで

ある作用素が以下で表されるMüllerの定式化の固有値も比

較のために掲示している。 (ϵ1+ϵ2)I
2ϵ1ϵ2

−
Do

k1
ϵ1

+
Di

k2
ϵ2

So
k1

− S i
k2

−N o
k1

+N i
k2

(ϵ1+ϵ2)I
2

+ ϵ1Do
k1

T − ϵ2Di
k2

T


上半平面に見かけの固有値が得られるように係数および基

本解を選んでいるため、いずれの定式化も見かけの固有値は

上半平面に得られており、真の固有値は下半平面に (定式化

によらず同じ位置に)得られていることがわかる。この問題

では、真の固有値は実軸に非常に近い場所に得られている。

Mülerの定式化と BM(BM2)は極めて実軸に近い見かけの固

有値を得ている一方で、Reg型と BMBMは実軸から離れた

位置に見かけの固有値が出現しており、いずれも十分良好な

分離特性を示しているが、やや BMBM型のほうが良好なよ

うである。Steinbachと Ungerの 3次元 Neumann問題の凹

型形状に対する計算 (2) では、Reg 型 (と同一の固有値分布

を持つ積分方程式の)のほうが分離性能がよいという結果が

∗これらの係数はリング型の形状の Fourier 級数近似により求め

た。

示されていたが、今回の 2 次元問題の結果ではシンプルな

BMBMのほうがやや性能が良いようである。この結果の背

景として、2次元と 3次元の違い、用いる一重層ポテンシャ

ルの違い、問題設定の違い、係数の選び方の違い (彼らは係

数を波数に依存する形で選んでいない)、など様々な要因が考

えられ、一概に評価することは難しいが、少なくとも作用素

の積を必要としないシンプルな BMBMだけで分離性能が良

い振る舞いを見せたことは、実装の面からは好都合であると

考えられる。一方で、湯川型ポテンシャルを用いた場合はパ

ラメータ選択の自由度が高く、実際今回の数値実験でも 3.2

節に示したようにパラメータを適切に選ぶことで、固有値の

分離特性を制御できることがわかった。そこで、必ずしも湯

川型ポテンシャルを用いる必要のない 3次元問題においても

湯川型ポテンシャルを用いてパラメータを適切に設定するこ

とで、静的問題のポテンシャルを用いるよりも分離特性を向

上できるのでないかと期待される。当然、このことは今後検

証を行う必要があるが、この点において、Reg型も依然有望

かつ興味深い定式化である。

Table 1 Coefficients in (15) for Fig. 1.

i ai bi

0 -3.064764096577138E-002 0.00000000000000

1 0.388433845686800 1.50601097840694

2 1.76625441794311 0.370261740255805

3 -0.114720734160458 0.816223039551295

4 -4.437476608042842E-003 -0.299619197550651

5 -3.369918642548613E-002 -9.285824310853109E-002

Fig. 5 Eigenvalues obtained with the BIEs for

the concave scatterer in Fig. 1 with ϵ1 =

1, ϵ2 = 10. Eigenvalues in the upper half

plane are the fictitious ones.

4. 結言

本論文では 2 次元 Helmholtz 方程式の transmission 問題

に対して、(5)-(6) の形で表される境界積分方程式をいくつ

か取り上げ、各々の見かけの固有値の分離性能を虚部の小さ
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な複素固有値を持つ凹型形状の問題に対して数値実験により

検討した。数値実験の結果、湯川型ポテンシャルを利用した

定式化の凹型形状の transmission問題における固有値の分離

特性が良好であることを確認した。一方、数値計算例は標準

的な Burton-Millerの定式化を並べたようなシンプルな定式

化のほうがやや分離性能が高いことを示唆した。

今後の課題として、3次元問題で湯川型ポテンシャルを用

いた定式化の固有値の分離性能を確かめることが挙げられ

る。また、今回は湯川型の一重層ポテンシャルを利用した定

式化を行ったが、必ずしも一重層ポテンシャルを用いる必然

性はないと考えられ、むしろ楕円的かつ放射条件をうまく近

似するような適切な作用素を用いた定式化を行うことが、固

有値の分離の観点から望ましいと考えられる。今後の課題と

して、そのような性質を持つ作用素 P の検討を行うことも
挙げられる。
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5. 付録:見かけの固有値を分離する係数 α, β について

見かけの固有値を生む境界値問題 (8)と (9)の固有値の虚

部が正となる条件を考える。ここでは、より複雑な外部問題

(9) の場合を考える。見かけの固有値を、transmission 問題

の固有値から分離できる条件は、Imω ≤ 0のとき、(9)が自

明解しか持たず u ≡ 0となる条件を求めれば良い。Ω2 の内

部のある点を中心として、Ω2を含む半径Rの円をBR とし、

ΩR := Ω1 ∩BR とする。このとき、ΩR において

0 =

∫
ΩR

u
(
∆+ k2

2

)
u dS

=

∫
∂BR

u
∂u

∂n
ds−

∫
∂Ω2

u
∂u

∂n
ds

−
∫
ΩR

|∇u|2 dS + k2
2

∫
ΩR

|u|2 dS

⇔

− β

∫
∂Ω2

∂u

∂n
P2

∂u

∂n
ds

=

∫
∂BR

u
∂u

∂n
ds−

∫
ΩR

|∇u|2 dS + k2
2

∫
ΩR

|u|2 dS

ここに、境界条件を用いた。作用素 P2 は楕円的であるので

左辺の積分の複素共役は外すことができ、上式の虚部をと

ると

Imβ

∫
∂Ω2

∂u

∂n
P2

∂u

∂n
ds

= Im

∫
∂BR

u
∂u

∂n
ds+ 2Re k2 Im k2

∫
ΩR

|u|2 dS

Imω ≤ 0の場合の放射条件 (内向き放射条件であることに注

意)より、R → ∞で上式の右辺第一項はゼロに近づくので、
結局

Imβ

∫
∂Ω2

∂u

∂n
P2

∂u

∂n
ds = 2Re k2 Im k2

∫
Ω∞

|u|2 dS

である。上式において、Re k2 > 0, Im k2 ≤ 0であり、左辺

の積分は楕円的であることから正の数であるので、Imβ > 0

であるならば u ≡ 0となるため、固有値は正の虚部を持つ。

同様に、内部問題を考えて式 (8)の固有値が正となる条件は

Imα < 0であることがわかる。
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